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Jak pouzivat tato skripta

Na tivod mame nékolik rad pro ¢tendre a ¢tenarky téchto skript, ktefi je pou-
zivaji pro studium predmétu Linearni algebra na Matfyzu.

e Vasim cilem neni nauéit se skripta nazpamét (to by k ni¢emu nebylo), ale
pochopit, co rizné pojmy znamenaji, jaké maji vlastnosti, jak je pouzivat
a jak spolu souvisi. Cim lépe budete u¢ivu rozumét, tim méné informaci
si budete muset pamatovat.

e Obecné pojmy a tvrzeni jdou nejlépe pochopit na prikladech, a proto tvori
velkou cast skript. Nevynechdvejte je, ani je neodkladejte na pozdéji.

e K pochopeni jaké maji pojmy vlastnosti a jak spolu souvisi (coz je néplni
tvrzen{) je nejprve nutné dobie chdpat, co presné pojmy znamenaji (to
fkaji definice). Pfesny vyznam lze nékdy tézko odhadnout z pojmenovan{
(napt. algebraicky vyznam pojmu téleso) a jindy muZe byt trochu jing,
nez veli vase intuice (v tom pripadé se ptejte proc).

e Pro ziskani zakladniho prehledu je mozné dobré si nejprve studovanou ¢ast
skript rychle projit. K dobrému pochopeni uciva je ale potieba studovat
aktivné. Matematika se nedd naucit jinak, nez ze ji ¢lovék déla.

— Méjte po ruce papir a tuzku. Proviadéjte si vypocty (samostatnym
vypoctem se naucite vice nez ¢tenim ze skript), kreslete si obrazky
(naucite se vice nez prohlizenim obrazkia ve skriptech), zkuste si sa-
mostatné formulovat definice nebo tvrzeni, tvofte si vlastni strucéna
shrnuti.

— Snazte se skripta predbihat. Pii diskuzi specidlni situace (napf. fe-
Senf konkrétn{ soustavy rovnic) zkuste nejprve problém vytesit sami.
Zamyslete se, jak by se situace dala zobecnit (napf. na feSeni obecné
soustavy) a jaké pfi tom mohou vzniknout zéludnosti (napf. co kdyz
je koeficient u nezndmé = nula).

Pred prectenim definice néjakého pojmu se zamyslete, co by mohl
znamenat (napriiklad matice v odstupriovaném tvaru). Po prectent
definice se zamyslete, zda byl vas odhad spravny (ptfipadné v ¢em se
lisi a proc), jaké jsou priklady (napf. nékolik matic v odstuprniovaném
tvaru) a ne-priklady (napf. matice, které v odstupriovaném tvaru
nejsou). Vyplati se rovnéz promyslet “degenerované” piipady (napf.
nulovd matice, matice s jednim fddkem). Pak se teprve podivejte (a
zamyslete se!) na priklady ve skriptech.

Po precteni tvrzeni se zamyslete, jak ho muzete pouzit a kdy ho
naopak pouzit nelze. Také zkuste vymyslet, jak byste ho asi dokazo-
vali. Hlavné zpocatku to asi moc nepujde, ale kdyz budete s dikazy
aktivné zapasit, tak se vdim dokazovani dostane do krve mnohem
rychleji, nez kdyz budete dikazy jenom pasivné Cist.

— Diskutujte ucivo se spoluzaky a nebojte se zeptat vyucujicich. Pokud
vam néco neni jasné nebo si tieba jen nejste jisti tim, Ze nécemu
spravné rozumite, stejny pocit ma nejspise i mnoho jinych studentu.

o Césti psané
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malym bezpatkovym pismem

pojednévaji o aplikacich, souvislostech a doplnujicich tématech. Doufame,
7e pro vas budou zajimavé a objasni, pro¢ se to ¢i ono ucite, ale pro
absolvovani predmétu nejsou nezbytné. Proto jim nemusite vénovat tolik
energie jako ostatni latce.

Je zadouci ve skriptech vyhledavat a preskakovat sem a tam. S vyhleda-
vanim definic pojmu vdm muze pomoci rejstrik, ktery najdete na konci
skript. Alternativné muzete vyuzit fulltextové vyhledavani v prohlizeci
PDF soubort.



KAPITOLA 1

Opakovani

Cil. Zopakujeme si zdklady analytické geometrie v roviné a pro-
storu, pocitdni s komplexnimi cisly a pojem zobrazeni.

V 1vodni kapitole si pfipomeneme nékteré poznatky, se kterymi se vétsina z vés
seznamila uz na stfedni skole.

Zopakujeme si zaklady analytické geometrie, zejména rovnici primky v roviné
a roviny v prostoru a jejich parametricky tvar. V druhé ¢asti pfipomeneme pocitani
s komplexnimi ¢isly. Ukazeme si geometrickou interpretaci komplexnich ¢isel a ge-
ometricky vyznam jejich souctu a souc¢inu. Nakonec pripomeneme pojem zobrazeni
a prislusnou zédkladni terminologii.

1.1. Zakladni geometrické pojmy

Ve fyzice je vektor veli¢ina, kterd ma smér a velikost. Vektory obvykle zna-
zoriujeme geometricky jako orientované dsecky (strucénéji a méné presné rikdme
také Sipky). Jeden a ten samy vektor v muZeme zndzornit riznymi orientovanymi
useckami, pokud maji stejny smér, délku (také se Fika velikost) a orientaci. Vektory
budeme oznacovat malymi tuénymi pismeny.

OBRAZEK 1.1. Ruzné Sipky zndzortiujici stejny vektor

Fyzikalni vektor, napf. sila, muze pusobit v néjakém bodé A. Geometricky to
vyjadiime tak, ze poc¢ateéni bod orientované tsecky znazornujici vektor v umistime
do bodu A. Tim je jednoznac¢né urceny koncovy bod této tsecky, na obrazku 1.2
je oznaceny jako C. Rikdme také, Ze C je koncovy bod vektoru v s pocatecnim
bodem A. Strucéné to zapisujeme jako C' = A + v. Orientovana tsecka znézornujici
vektor v je jednoznacné urcend svym pocatecnim bodem A a koncovym bodem C,
coz vyjadiujeme rovnosti v = C — A.

Vektory mizeme nasobit redlnymi ¢isly. Vektor 2v mé stejny smér a orientaci
jako vektor v, ma ale dvojndsobnou délku. Podobné vektor (1/2)v mé poloviéni
délku oproti v, stejny smér a orientaci. Vektor (—1)v mé stejny smeér a délku jako
v, ma ale opacnou orientaci. Opacny vektor k vektoru v také stru¢néji zapisujeme

5
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C=A+v

v=C-A

OBRAZEK 1.2. Pocatecni a koncovy bod vektoru

—v. Néasobek 0Ov je nulovy wvektor. Nulovy vektor jako jediny nemd jednoznacné
urceny smer.

(=Dv

/ 2v
%1/2)v /3/ 2)v

OBRAZEK 1.3. Nésobky vektoru
Vektory umime také scitat. Dva vektory v a w secteme tak, Ze je umistime do
spoleéného pocateéniho bodu A a doplnime na rovnobéznik (v piipadé, Ze je jeden

z vektori ndsobkem druhého, bude rovnobéznik degenerovany). Soucet v + w je
vektor s pocateénim bodem A, ktery ma smér, délku a orientaci ihlopricky v tomto

rovnobézniku.
v
+ - v vV+w
/WY
1 w

OBRAZEK 1.4. Souéet vektort

Primku v roviné nebo 3D prostoru muzeme zadat mnoha ruznymi zpusoby.
Jednou z moznosti je zadat dva rtuzné body primky. V dalSim textu budeme casto
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pouzivat zadani primky pomoci jednoho bodu A a smérového vektoru v. Takto
zadanou primku L pak tvori koncové body vsech nasobku tv vektoru v s po¢atecnim
bodem A, tj.

L={A+tv:teR} .

OBRAZEK 1.5. P¥imka urdend bodem a smérovym vektorem

Obvykly zpusob jak urcit rovinu v 3D prostoru je zadat tii body, které nelezi
na jedné piimce. Jinou moznosti je zadat jeden bod A a dvojici vektortu v a w, které
nemaji stejny smér (tim je vyloucena také moznost, ze by jeden z téchto vektoriu byl
nulovy). Vektor v s po¢ateénim bodem A mé néjaky koncovy bod B a vektor w s
tim samym pocatecnim bodem A ma koncovy bod C. Body A, B, C nelezi na jedné
primce, protoze vektory v a w nemaji stejny smér (neboli ani jeden z nich nejde
ziskat jako ndsobek druhého), a proto urcuji néjakou rovinu P. Lez{ v ni koncové
body vSech vektoru sv + tw s poc¢atecnim bodem A, kde s,t jsou libovolna redlna
¢isla. Rovinu P tak muzeme napsat jako mnozinu bodu

P={A+ (sv+tw):stcR} .

A+ sv+itw

tw

SV

OBRAZEK 1.6. Rovina ur¢end bodem a dvojici smérovych vektorii
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YA

» J(a.p)

q (9
T

OBRAZEK 1.7. Soufadnice bodu v roviné

1.2. Analyticka geometrie v roviné

1.2.1. Souradnice v roviné. Pokud zvolime v roviné néjaky souradny sys-
tém, muzeme kazdy bod zapsat pomoci jeho souradnic jako usporadanou dvojici
redlnych ¢isel (p,q). A naopak, kazdé usporddané dvojici redlnych ¢&isel odpovida
praveé jeden bod v roviné. Na pridavné jméno usporddand nesmime zapominat, pro-
toZze v usporddané dvojici ¢isel zalezi na jejich poradi. Je-li p # ¢, jsou dvojice (p, q)
a (g,p) ruzné. Dvojicim (p, q) a (g,p) odpovidaji rizné body v roviné.

Je-li v vektor v roviné s pocateénim bodem A = (a,b) a koncovym bodem
C = (¢,d), pak za jeho souradnice povaZujeme usporddanou dvojici (¢ — a,d — b)
realnych c¢isel. Soutadnice vektoru v nezavisi na volbé pocatecniho bodu a jsou
definované tak, aby zachovaly rovnost v = C' — A pti prechodu k soutfadnicim. Z této
definice také okamzité vyplyva, Ze souradnice (¢, d) koncového bodu C' dostaneme
jako soucet soufadnic (a,b) pocateéniho bodu A se souradnicemi (¢ — a,d — b)
vektoru v. Rovnost C' = A + v také zustava v platnosti po prechodu od bodu a
vektori k jejich souradnicim.

YA
C = (c,d)
v
d—>b
(a,b)=A c—a
z
v
/d_b
c—a

OBRAZEK 1.8. Soufadnice vektoru v roviné

Podobné dalsi operace s vektory maji prirozené analogie v algebraickych opera-
cich s jejich souradnicemi. Ma-li vektor v soufadnice (p, q), pak jeho nasobek tv ma
soutadnice (¢p,tq). Pokud definujeme soudin ¢isla s uspotrddanou dvojici ¢isel tak,
Ze ¢islem vynésobime kazdou slozku, dostdvdme rovnost (tp,tq) = t(p, q). MuzZeme
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tak Fict, Ze souradnice soucinu ¢isla ¢ s vektorem v se rovnaji soucinu cisla t se

souradnicemi vektoru v.
/

YA

»
>
x

/

q
p
} 2
2p
(-1)y
—q
—-P

OBRAZEK 1.9. Soufadnice nasobku vektoru

Stejné tak souradnice souc¢tu dvou vektort se rovnaji souctu souradnic téchto
vektori po slozkach, zdivodnéni je na obrazku 1.10.

Ay

q+s S

]Y

OBRAZEK 1.10. Soufadnice sou¢tu vektort

Kazd4 uspotddand dvojice (p,q) redlnych ¢isel naopak urcuje jednoznacné né-
jaky vektor v v roviné. Poc¢dteéni bod A = (a,b) orientované tisecky zndzornujici
vektor v miizeme zvolit libovolné, koncovy bod C mé potom soutadnice (a+p, b+q).
Pokud za pocateéni bod zvolime pocatek souradnic (0,0), pak mluvime o polohovém
vektoru bodu (p, q).

Kazdé usporddané dvojici redlnych ¢isel (p,q) tak odpovidd bud néjaky bod
P = (p, q) nebo néjaky vektor v = (p,q) v roviné.

Pripomenme jesté, ze body v roviné miizeme zapsat pomoci souradnic az poté,
co jsme si zvolili néjaky souradny systém. Jeden a ten samy bod mtize mit v riz-
nych soutadnych systémech rizné souradnice. Totéz plati pro vektory. S jedinou
vyjimkou, a tou je nulovy wvektor, ktery mé stejny pocateéni a koncovy bod. Ten
mé v jakémkoliv souradném systému soufadnice (0, 0).
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YA
P=(p,q)
v
T
C=(a+pb+q)
Vv
q
(a,)=4 P

OBRAZEK 1.11. Polohovy vektor bodu P

1.2.2. Rovnice primky a parametricky tvar primky v roviné. Kazdé
feSeni jedné linedrni rovnice o dvou neznamych

ar +by =c
je néjakd usporddand dvojice redlnych Eéisel (z,y). Mnozina S vSech FeSeni takové
rovnice je néjakd mnozina usporadanych dvojic redlnych cisel
S ={(r,y) €ER*:ax+by=c} .

Tyto dvojice muzeme povazovat za souradnice bodu v roviné. Mnozina vsech bodu
v roving, jejichZ soufadnice jsou FeSenim uvedené rovnice, tvoii pfimku (pokud je
asponi jeden z koeficienti a, b nenulovy). Vektor o soufadnicich (a,b) je kolmy na
primku urcenou touto rovnici.

YA

S

(a,b) e

c/b

SA /

c/a

OBRAZEK 1.12. Rovnice primky

Vlastnosti mnoziny vSech feseni rovnice ax + by = ¢ uvedené v predchozim
odstavci snadno ovéfime tak, ze rovnici vyresime. UkéaZeme si to na jednoduchém
prikladu.

PRIKLAD 1.1. Najdeme vSechna Teseni rovnice

r+2y=3 .
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Z rovnice vypocCteme neznamou x,
r=3-2y .

Odtud vidime, Ze zvolime-li jako hodnotu neznamé y libovolné realné ¢islo ¢, mi-
zeme pak jednoznacné vypocitat hodnotu z = 3 — 2¢. Kazdé feseni rovnice tak
muzeme zapsat ve tvaru usporadané dvojice

('Tvy) = (3 - 2tat) )
kde ¢t je libovolné redlné ¢islo, a vSechny takové dvojice rovnici fesi (ovéfime dosa-
zenim), tj.
S={(8-2tt):teR} .
Usporadanou dvojici (3 — 2t,t) vyjadiime jako soucet
(3 —2t,t) = (3,0) + (—2t,t) = (3,0) + t(—2,1) .
Mnozinu S vSech TeSeni rovnice x + 2y = 3 tak muizeme rovnéz zapsat jako
S={(3,0)+t(-2,1): t e R} .

Tento zapis pfipomind zadani primky pomoci bodu a smérového vektoru. Sku-
tecné, usporddanou dvojici (3,0) mizeme povazovat za souradnice bodu A v roviné
a dvojici (—2,1) za soufadnice vektoru v v roviné. Mnozina S je potom mnoZina
soutadnic vsech bodu lezicich na primce

L={A+tv:teR} .

Zbyva jesté ovérit, Ze vektor (1,2) koeficientt rovnice je kolmy na p¥imku L. K
tomu staci ovérit, ze vektor (1,2) je kolmy na smérovy vektor v = (—2,1) piimky
L. Spocteme proto jejich skaldrni soucin

1-(=2)+2-1=0
a rovnost 0 dokazuje, ze vektory (1,2) a v = (—2,1) jsou opravdu kolmé. A

Jakkoliv je tento priklad specidlni, obsahuje vSechno, co je treba k ovéreni, ze
mnozinu vSech Feseni jakékoliv rovnice

ar +by =c

tvori body néjaké primky, pokud je aspon jeden z koeficientt a, b nenulovy. Muzeme
bez 1jmy na obecnosti predpokladat, ze je to koeficient u neznamé z. Pokud by tomu
tak nebylo, sta¢i zaménit oznaceni nezndmych (a také soutadnych os). A protoze
mnozina feSeni rovnice se nezméni, vynasobime-li ji nenulovym ¢islem, vynasobime
ji ¢éislem a~! inverznim k a. Dostaneme tak rovnici, ktera ma stejnou mnozinu feseni
jako ax + by = ¢, a mé navic koeficient u nezndmé x rovny 1.

V nésledujicich kapitoldch budeme usporddané dvojice (trojice, ¢tvefice, atd.)
nazyvat aritmetické vektory, abychom je odlisili od dosud pouzivanych ,,geomet-
rickych® vektoru znazornovanych orientovanymi tseckami, nebo ,, fyzikalnich* vek-
torta. Kazdy aritmeticky vektor (a,b) tak muzeme interpretovat jako souradnice
bodu nebo jako souradnice geometrického vektoru v roviné. Rozdilnou intepretaci
aritmetickych vektoru pak vyjadfujeme slovné tak, ze mluvime o bodu (a, b) nebo o
vektoru (a,b). Aritmetické vektory budeme oznacovat stejné jako geometrické vek-
tory malymi tu¢nymi pismeny. Aritmetické vektory maji tu vyhodu, ze s nimi lze
pocitat, tj. nasobit ¢islem nebo scitat, pokud maji stejné slozek. Bez ohledu na to,
kolik téch slozek je. Zatimco geometrické vektory muzeme pouze kreslit, coz lze
dobre v roviné, o néco hure v 3D prostoru, a uz vibec to nejde v prostorech ¢tvrté
nebo vyssi dimenze. Do prostorti vyssi dimenze sice nevidime zrakem, ale muzeme
do nich nahlédnout pomoci pocitani s aritmetickymi vektory.

Pfimku v roviné zadanou néjakym bodem A = (a,b) a smérovym vektorem
v = (p,q) tak mame definovanou pomoci dvou aritmetickych vektori u = (a,b),
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ktery interpretujeme jako soufadnice bodu A, a v = (p, ¢), ktery intepretujeme jako
vektor v roviné. PFimku pak tvofi body (se soufadnicemi)

{ut+tv:teR} .

Tomuto vyjadreni fikdme parametricky tvar primky v roviné.

YA

OBRAZEK 1.13. Parametricky tvar pfimky

Vyftesit linearni rovnici o dvou nezndmych tak znamend prejit od zadani pifimky
rovnici k zadani té samé piimky v parametrickém tvaru. V praxi se ¢asto setkavame
s tim, ze primka neni zadana ani jednim z téchto zptsobu. Kromé zadani pomoci
dvou ruznych bodu muzeme primku v roviné zadat také napriklad tim, ze je kolma
na néjaky nenulovy vektor v a mé od néjakého bodu A danou vzdalenost d, neboli
ze je tecnou dané kruznice o poloméru d v daném bodé. Mame-li najit souradnice
prisec¢iku dvou slozitéji zadanych primek, je obvyklou cestou najit napred rovnice
téchto primek, a pak vyresit soustavu tvorenou témito rovnicemi.

V nésledujicim prikladu si ukazeme jak najit rovnici pfimky definované dvojici
riznych bodt.

PRIKLAD 1.2. Najdeme rovnici a parametricky tvar pfimky L, kterd prochézi
body A =(1,1) a C = (-2,3).

Snazsi je vyjadrit primku v parametrickém tvaru. Za vektor u zvolime soutad-
nice (1,1) (polohového vektoru) bodu A. Vektorem v bude vektor s poéatednim
bodem A a koncovym bodem C, tj. v = (=2,3) — (1,1) = (—3,2). Parametricky
tvar ptimky L je proto

{u+tv:teR}={(1,1)+¢t(-3,2): t e R} .

Pro nalezeni rovnice ax+by = ¢ ptimky L vyuzijeme toho, ze vektor koeficient
(a,b) musi byt kolmy na smér primky S, tj. na jeji smérovy vektor (—3,2). MizZeme
zvolit tieba (a,b) = (2,3) (nebo jako na obrazku vektor (a,b) = (1,3/2)). Hleddme
tak rovnici ve tvaru

2r+3y=c .
Pravou stranu ¢ dostaneme tak, ze do rovnice dosadime souradnice néjakého bodu
primky L. Dosadime soufadnice bodu A = (1,1). Dostaneme
2-1+3-1=c,

tj. ¢ = 5. Pfimka L tak ma rovnici 2z + 3y = 5. O spravnosti se muzeme presveédcit
napriklad dosazenim souradnic bodu C|, ktery také musi rovnici spliovat.
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(1,3/2) = (a,b)

\ &

OBRAZEK 1.14. Rovnice a parametricky tvar piimky z piikladu

Také bychom mohli hledat rovnici pfimky pfimo bez parametrického tvaru. V
tom piipadé bychom vysli z obecného tvaru rovnice primky v roviné

axr+by=-c .

Neznamé koeficienty a,b a pravou stranu ¢ bychom pak nasli jako néjaké reseni
soustavy dvou linearnich rovnic o tfech neznamgych, které dostaneme dosazenim
soufadnic bod A, C' do této rovnice. Body na piimce lezi, takze musi splnovat jeji
rovnici. Dostaneme tak soustavu

a-1+0b-1
a-(=2)+b-3 = ¢,

c

ktera ma nekonecné mnoho reseni a muzeme zvolit kterékoliv nenulové reseni za
koeficienty a, b, c v rovnici hledané primky. To odpovida tomu, Ze rovnice primky
neni urcena jednoznacné, z jakékoliv rovnice dostaneme ty dalsi vynasobenim ne-
nulovymi ¢isly. A

budeme Tesit pozdéji.

PRIKLAD 1.3. Najdeme rovnici a parametricky tvar osy L tsecky s krajnimi
body A =(1,-2) a B = (3,2).

Zacneme parametrickym tvarem. Znadme jeden bod pfimky, stfed tsecky AB.
Ten mé soufadnice (2,0). Jde totiz o koncovy bod vektoru 1/2(B — A) = (1,2) s
pocateénim bodem A = (1,—2). Smérovy vektor v osy musi byt kolmy na vektor
B — A = (2,4), muzeme zvolit tfeba v = (—2,1). Parametricky tvar osy tsecky AB
je potom

L={(20)+1t-21)} .

Osa je kolma na vektor B— A, jehoz soutadnice jsou (2,4). Za vektor koeficienti
hledané rovnice az+by = ¢ muzeme zvolit primo vektor (2, 4), ktery je kolmy na osu.
Rovnice osy tsecky AB pak bude 2z + 4y = ¢ pro néjaké c. Pfimka musi prochazet
stfedem P dané tsecky, ktery méa soutadnice (2,0). Odtud plyne ¢ =2-24+4-0 = 4.
Hledand rovnice osy usecky AB je tedy

20 +4y =4 .



1.3. ANALYTICKA GEOMETRIE V PROSTORU 14

N \
B=(3,2)

\ B-A4A
™~

\

OBRAZEK 1.15. Rovnice osy tusecky

V kapitole o skalarnim soucinu si ukdzeme jednoduchy zptsob, jak psit primo
rovnice primek nebo rovin kolmych na néjaky vektor.

1.3. Analyticka geometrie v prostoru
1.3.1. Souradnice v prostoru. Volba souradného systému v prostoru umoz-
nuje zapsat kazdy bod prostoru jako usporddanou trojici (p,q,r) redlnych éisel. V
pripadé boda v prostoru ma tato trojice tii slozky. Mluvime také o trislozkovém
aritmetickém vektoru.

(P, q,7) /

S
Ry

OBRAZEK 1.16. Soutadnice bodu a vektoru v prostoru

Na obrézku 1.16 je také zndzornény polohovy vektor bodu (p,q,r) a vektor
s pocéteénim bodem A a soufadnicemi (p,q,r). Jakoukoliv uspofddanou trojici
redlnych éisel (tj. tiislozkovy aritmeticky vektor) (p,q,r) tak miZzeme geometricky
intepretovat jako konkrétni bod nebo vektor v 3D prostoru.

Stejné jako v roviné také souradnice bodti v prostoru zavisi na volbé souradného
systému. Rovnéz na ném zavisi souradnice jakéhokoliv nenulového vektoru. Nulovy
vektor ma v kazdém soufadném systému soutadnice (0, 0,0).
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1.3.2. Rovnice roviny a parametrické vyjadreni roviny v prostoru.
Kazdé Teseni jedné linearni rovnice o tfech neznamych

axr+by+cz=d
je usporddand trojice (z,y, z) redlnych ¢isel, kterd odpovidd néjakému bodu v pro-
storu. Mnozina vsech feseni
S ={(x,y,2) € R®: ax + by + cz = d}

pak odpovida néjaké roviné v prostoru, pokud je aspon jeden z koeficienti a,b,c
nenulovy. Vektor koeficientu (a, b, ¢) je kolmy na tuto rovinu. Rovina je rovnobézna
s prvni souradnou osou z pravé tehdy, kdyz je a = 0. Pokud je a # 0, protina rovina
S prvni souradnou osu v bodé d/a. Podobné s dalsimi osami. V pripadé a =b =0
jde o rovinu rovnobéznou s rovinou urc¢enou prvnimi dvéma soufadnymi osami
x,y. Aritmeticky vektor (a, b, ¢) koeficientii rovnice je nenulovy a tvoii soufadnice
vektoru kolmého na rovinu S.

dfa x

b

OBRAZEK 1.17. Rovnice roviny v prostoru

Uvedend tvrzeni si stejné jako v pripadé rovnice o dvou nezndmych ovérime
tak, ze rovnici vyresime. Ukézeme si to opét na jednoduchém piikladu.

PRIKLAD 1.4. Najdeme vsechna feseni rovnice
r+2y—32=4.
7 rovnice vypocteme x
r=4-2y+ 3z
a vidime, Ze hodnoty neznamych y, z mizeme zvolit libovolné a ze tato volba jed-
noznacné urc¢i hodnotu x. Zvolime-li y = s a z = t, kde s,t jsou libovolna redlna
¢isla, pak dostaneme hodnotu x = 4 — 2s + 3t.
Kazdé teseni rovnice tak muzeme zapsat jako
(x,y,2) = (4 —2s + 3t,s,t) .
Aritmeticky vektor (4 — 2s + 3t, s,t) upravime do tvaru souctu
(4—25+43t,s,t) = (4,0,0)+(—2s,s,0)+(3t,0,t) = (4,0,0)+s(—2,1,0)+¢(3,0,1) .
Mnozinu S vSech TeSeni rovnice x + 2y — 3z = 4 tak mizeme zapsat ve tvaru

S ={(4,0,0) 4 5(—2,1,0) + £(3,0,1) : 5,t € R} .
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Aritmeticky vektor (4,0, 0) interpretujeme jako soufadnice bodu A v prostoru a
aritmetické vektory (—2,1,0),(3,0,1) jako soufadnice geometrickych vektort v, w
v prostoru. Mnozina S je tak mnozinou soutadnic bodt v prostoru, které lezi v
mnoziné

P={A+sv+iw} .
Vektory v a w maji rizny smér, protoze kazdy nasobek vektoru v ma treti slozku
nulovou, zatimco w ji ma ruznou od nuly. Tato mnozina tak tvori mnozinu vSech
bodu néjaké roviny v prostoru — obrazek 1.6.

Pomoci skaldrnfho soucinu snadno ovéfime, ze vektor koeficientt (1,2, —3) je
kolmy na vektory v =(—2,1,0) a w = (3,0,1) a tedy na celou rovinu P. A

Uvedeny priklad v sobé obsahuje opét vse potifebné k tomu, abychom ovérili,
Ze mnozinu vsech Teseni rovnice

axr+by+cz=d

tvori souradnice bodu néjaké roviny v 3D prostoru, pokud je aspon jeden z ko-
eficientt a, b, c nenulovy. Vzdy muzeme predpokladat, ze nenulovy je koeficient u
nezndmé x a ze se rovna 1.

Rovinu P v prostoru uréenou néjakym jejim bodem A = (a,b,c¢) a dvojici
vektora v = (k,l,m),w = (p,q,r), které nemaji stejny smeér, tak mame zadanou
pomoci tif aritmetickych vektortt u = (a,b,c),v,w € R3 a tvoif ji viechny body
(se souradnicemi)

P={u+sv+tw:steR} .

Tomuto zépisu Fkdme parametricky tvar (vyjddrent, zdpis) roviny v prostoru.

P “4

OBRAZEK 1.18. Parametrické vyjadieni roviny v prostoru

PRIKLAD 1.5. Najdeme rovnici a parametricky tvar roviny prochdzejici body
P=(0,2,1),Q=(1,2,3), R=(2,1,0).

Opét je snazsi vyjadrit rovinu v parametrickém tvaru. Za vektor u zvolime po-
lohovy vektor bodu P, tj. u = (0,2,1). Za vektor v muzeme zvolit napiiklad vektor
s poddtecnim bodem P a koncovym bodem @, tj. v = (1,2,3) — (0,2,1) = (1,0, 2).
A nakonec za vektor w zvolime vektor s po¢atecnim bodem P a koncovym bodem
R, tj. w=(2,1,0)—(0,2,1) = (2, —1, —1). ProtoZe vektor w nen{ ndsobkem vektoru
v, nelezi body P,Q, R na jedné pfimce a rovina, kterou urcuji, ma parametricky
tvar

{(0,2,1) + 5(1,0,2) + £(2,—1,~1) : s, € R} .
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Rovnici az + by + cz = d této roviny najdeme tak, ze napred najdeme néjaky
aritmeticky vektor koeficienti (a, b, ¢), ktery je kolmy na vektory v a w. Kdo zna
vektorovy soucin v X w, muze jej pouzit, protoze vektorovy soucin dvou vektort je
opét vektor, ktery je kolmy na oba ¢initele. Kdo si vektorovy soucin nepamatuje
(tak jako my), muZe vyjit z toho, Ze nezndmy vektor koeficientt (a, b, ¢) musi mit
skalarni soucin s vektory v a w rovny 0, tj. koeficienty a, b, ¢ musi spliiovat soustavu
rovnic

a-14+b6-0+c-2 = 0,
a-24+b-(-1)+c-(-1) =
Jednim z jejich feseni je trojice a = —2, b = —5 a ¢ = 1. Hledana rovnice tak bude

mit tvar —2z — by 4+ 2z = d a po dosazeni souradnic bodu P, ktery v roviné lezi, za
x,y, 2 najdeme d = —9. Jednou z rovnic dané roviny je tak

—2r—-dy+z=-9.
A

1.3.3. Soustava rovnic primky a parametricky tvar primky v pro-
storu. Parametricky tvar pifimky v prostoru je formalné stejny, jako parametricky
tvar pfimky v roviné. Je-li pifimka L zadana néjakym svym bodem A = (a,b,c) a
smérovym vektorem v = (p, g, ), oznaéime u aritmeticky vektor soufadnic (a,b, c)
bodu A a dostaneme parametricky tvar této primky

L={u+tv:teR} .

Je to mnozina (soufadnic) vSech bodu lezicich na pfimce L.

u+ (—2)v A=
\ Yy
_2v u
(=2) e
v
z

OBRAZEK 1.19. Parametrické vyjadieni pfimky v prostoru

PRIKLAD 1.6. Najdeme parametricky tvar pfimky v prostoru prochdzejici body
P=(-2,3,1)a@Q=(1,0,5).

Zvolime u = (-2, 3,1), tj. aritmeticky vektor soufadnic bodu P, a za v soufad-
nice vektoru s poc¢atecnim bodem P a koncovym bodem Q, tj.

v=(1,0,5)—(-2,3,1) = (3,-3,4) .
Parametrické vyjadreni je tedy

{(=2,3,1) +1(3,-3,4) : t € R} .
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PRIKLAD 1.7. UkdZeme, Ze mnoZina viech feSeni soustavy dvou linedrnich rov-
nic
r4+2y—3z = 4
20 +b5y+z2 = 1,

je primka v prostoru a najdeme jeji parametrické vyjadreni.

Vime uz, ze mnozina vsech feseni kazdé z rovnic je rovina. Vektor koeficientt
(1,2, —3) prvni rovnice neni ndsobkem vektoru koeficient (2,5,1) druhé rovnice.
Jednoduchy argument je tfeba ten, ze prvni a tfeti slozka druhého vektoru maji
stejnd znaménka, coz plati také pro jakykoliv jejich nenulovy nasobek, a neplati
pro vektor koeficientt prvni rovnice. Vektory koeficientit maji proto rizny smér a
roviny k nim kolmé jsou tedy rtiznobézné. Protinaji se proto v primce, ktera je tak
mnozinou vsech feseni nasi soustavy.

Uvedeny geometricky argument staci k dikazu, ze mnozina vsech feSeni sou-
stavy je prfimka. Abychom nasli néjaky bod této primky a smérovy vektor, soustavu
vyTesime a najdeme tak parametricky tvar primky vSech reSeni.

Od druhé rovnice odec¢teme dvojnasobek prvni rovnice a dostaneme rovnici

y+7z=-"7,
ze které vypocitame nezndmou y:
y=—-7-"Tz.
Za hodnotu neznamé z muzeme zvolit libovolné redlné ¢islo ¢. Tato volba urci

jednoznacné hodnotu y = —7—7Tt a po dosazeni do prvni rovnice soustavy spoc¢teme
jednoznacné hodnotu z jako

r=4—-2y+32=4—-2(—7—-Tt)+ 3t =18+ 17t .
VSechna Teseni soustavy jsou tvaru
(z,y,2) = (18 + 17t,—7 — Tt,t) = (18, -7,0) + ¢(17,—-7,1) .
Parametricky tvar primky, kterd je mnozinou vsech feseni soustavy, je
{(18,-7,0) + t(17,-7,1) : t e R} .

Jesté si uvédomime, Ze smérovy vektor piimky (17,—7,1) lezi v obou rovindch
urc¢enych rovnicemi soustavy a musi byt tedy kolmy na oba vektory koeficienti
(1,2,-3) a (2,5,1). A

Neexistuje jedna linearni rovnice o tfech neznamych, jejiz mnozina feSeni by
byla pfimka v prostoru. To plyne samoziejmé z toho, ze pokud je aspon jeden z
koeficientti rovnice nenulovy, je mnozina vsech feSeni rovina v prostoru, a degene-
rované pripady Ox 4+ Oy + 0z = d nepfichdzeji vibec v tivahu (proé?).

Kazda pfimka L v 3D-prostoru je ale prisecikem (prunikem) néjakych dvou
rovin P, Q.

Kazdou z obou rovin muzeme vyjadrit jako mnozinu vsech reseni jedné linedrni
rovnice o tfech neznamych. Jejich prinik je pak spoletnym fesenim obou rovnic,
neboli feSenim soustavy dvou linearnich rovnic o tfech neznamych

axr+by+cz = d

ex+ fy+g9z = h .
Kazdou pifimku v prostoru tak mizeme vyjadrit jako mnozinu vsech feSeni soustavy
dvou linearnich rovnic o tfech neznamych.

Naopak, fesenim soustavy dvou linedrnich rovnic o tfech neznamych je piimka,

pokud soustava spliiuje nékolik snadno ovéritelnych podminek. Pfedevsim oba vek-
tory koeficientt (a, b, ¢) a (e, f, g) musi byt nenulové. To jeSté nestali, roviny urcené



1.3. ANALYTICKA GEOMETRIE V PROSTORU 19

/H"

OBRAZEK 1.20. Priinik dvou rovin v prostoru

témito primkami musi byt navic riznobézné. Vektory koeficientl jsou kolmé na ro-
viny, které definuji. Roviny jsou proto riznobézné, pokud vektory (a,b,c) a (e, f, g)
maji ruzny smér, tj. pokud ani jeden z vektoru (a,b,c) a (e, f, g) nedostaneme jako
nasobek druhého.

Nyni mtzeme geometricky nahlédnout, jaké moznosti jsou pro mnozinu vsech
feseni libovolné soustavy linearnich rovnic o tfech neznamych. Nejdiive se podi-
vame, obsahuje-li soustava néjaké degenerované rovnice

Oz +0y+0z=d .

Pokud je v néjaké takové rovnici prava strana d # 0, nema tato rovnice zadné feseni
a celd soustava je proto nefesitelna. Je-li d = 0, je naopak kazdy aritmeticky vektor
(7,9, 2) € R? fesenim takové rovnice a tato rovnice nijak neovliviiuje mnozinu viech
feSeni celé soustavy. Miizeme ji proto vynechat. Pokud by soustava obsahovala
pouze degenerované rovnice, je mnozina jejich feseni bud prazdna nebo cely 3D
prostor. Zbyvaji tak soustavy neobsahujici degenerované rovnice. V takové soustave
je mnozina vsech Teseni kazdé rovnice néjaka rovina v 3D prostoru a Tfeseni celé
soustavy je prunikem téchto rovin, coz muze byt bud opét rovina, nebo primka,
nebo jeden bod, nebo prazdna mnozina.

Podobné nahlédneme, ze mnozina vSech feseni kazdé soustavy linedrnich rovnic
o dvou neznamych je bud pfimka, nebo bod, nebo prazdnd mnozina, a nebo celd
2D rovina.
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1.4. Komplexni ¢isla
1.4.1. Pocéitani s komplexnimi ¢isly. Komplexni ¢islo je ¢islo tvaru
a+1b
kde
e a,b jsou redlna cisla
e i je imagindrni jednotka, pro kterou plati i2 = —1 .
Je-li z = a + ib komplexni ¢islo, pak
e Cislo a nazyvame redlnd cdst ¢isla z a oznacujeme jej Rez
e Cislo b nazyvame imagindrni ¢dst ¢isla z a oznacujeme jej Im z .
Kazdé komplexni ¢islo z tak mizeme zapsat jako z = Re z 4+ ¢ Im z. Dvé kom-
plexni ¢isla z = a+ib a w = c+id se rovnaji pravé tehdy, kdyz se soucasné rovnaji
jejich realné ¢asti a imaginarni céasti, tj. pravé tehdy, kdyz plati a =ca b =d.
S komplexnimi ¢isly pocitame stejné jako s algebraickymi vyrazy. S¢éitame
(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d) ,
a nasobime
(a + ib)(c + id) = (ac + i2bd) + iad + ibc = (ac — bd) + i(ad + be) .
Diky piedpokladu 2 = —1 je soucin komplexnich ¢isel opét komplexni ¢islo.
Stejné snadné je odcitani,
(a+ib)—(c+id)=(a—c)+i(b—d) ,
zatimco pri déleni komplexnich ¢isel musime vice pocitat:
a+ib a+ib c—id (ac+bd)+i(bc—ad) ac+bd  bc—ad

c+id c+id c—id A+ +i(—cd+ecd) 2+ d? jLZ02—|—d2

Posledni tii zlomky ve vypoc¢tu maji smysl pravé tehdy, kdyz ¢ + d? > 0, coz
je pravé tehdy, kdyz aspon jedno z redlnych ¢isel ¢, d je razné od 0, a to nastava
pravé tehdy, kdyz je komplexni ¢islo ¢ 4 id nenulové.

1.4.2. Cisla komplexné sdruzena. Pii tpravé zlomku z komplexnich Cisel
do algebraického tvaru jsme zlomek rozsirili ¢islem c—id. Pii poc¢itani s komplexnimi
¢isly ma zména znaménka imaginarni slozky dilezité misto.

DEFINICE 1.8. Je-li z = ¢+ id komplexni ¢islo, pak ¢islo ¢ — id nazyvame cislo

komplexné sdruzené k c¢islu z a oznacujeme jej Z.

Cislo komplexné sdruzené k Z = ¢ — id je tedy ¢ + id = z, proto pro kazdé
komplexni ¢islo z plati prvni z nasledujiciho seznamu jednoduchych vlastnosti kom-
plexniho sdruzovani.

e zZ=12z,
e > = Z praveé tehdy, kdyz je z redlné cislo
e 2+zZ=2c=2Rez ,

e z—z=4i2d=1i2Imz ,
e 2Z2=c2+d% .
Také ostatni vlastnosti snadno odvodime z definice komplexné sdruzeného ¢isla
k ¢islu z a mizete si je dokazat sami. Zde si vypoctem ovérime pouze tu posledni:
2%Z = (c+id)(c —id) = ¢ —i*d*> + i(dc — cd) = * + d* .
Komplexni sdruzovani také ,zachovava“ algebraické operace s komplexnimi
¢isly. Je-li w = a + ¢b dalsi komplexni ¢islo, pak plati

e Wtz=w+2z2 ,
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e WZ=WZ .

Prvni vlastnost ika, ze ¢islo komplexné sdruzené k souctu dvou komplexnich
Cisel dostaneme také tak, ze vezmeme ¢isla komplexné sdruzena k obéma s¢itanctim
a ta pak seéteme. Druhé vlastnost fika totéz pro souc¢in. Druhou vlastnost si ovéfime
vypocétem:

(a4 ib)(c+id) = (ac — bd) + i(ad + be) = (ac — bd) — i(ad + bc)
wz = (a—1ib)(c—id)=(ac—bd)—i(ad+bc) .

Obé ¢isla wz a Wz maji stejné redlné a imaginarni ¢asti a proto se rovnaji.

\S‘
|

1.4.3. Zakladni cCiselné obory. Kazdé realné ¢islo a je soucasné komplex-
nim ¢islem a + 40. Mnozina vsech redlnych ¢isel, budeme ji oznacovat R, je tak
podmnozinou mnoziny vsech komplexnich ¢isel, kterou budeme oznacovat C. Kom-
plexni ¢isla jsou nejvétsim z ¢iselnych obort, se kterymi jste se dosud uéili pocitat.
Od pfirozenych éisel, kterd znac¢ime N (natural numbers), pfes celd ¢isla Z (Zah-
len), raciondlni ¢isla Q (quotients), realnd ¢isla R (reals) az po komplexni ¢isla C
(complex numbers):

NcZcQcRcC.

1.4.4. Zakladni véta algebry. Jednou z pri¢in postupného rozsirovani ¢i-
selnych oborii byla potfeba Tesit rovnice. V kazdém oboru obsazeném v mnoziné
redlnych ¢isel R 1ze formulovat rovnici, kterd v tomto oboru nemé zadné Teseni.
Rovnice z + 2 = 1 ma pouze prirozené koeficienty, ale zddné prirozené ¢islo ji ne-
fesi. Podobné rovnice 2z = 1 nem4 7adné celociselné feSeni, rovnici 2 = 2 nefesi
74dné racionalni ¢islo, a rovnice 22 = —1 nemé zadny realny koten. Obor komplex-
nich ¢isel uz kvili feSeni polynomialnich rovnic neni nutné déle rozsifovat, nebot
plati nésledujici zdkladni véta algebry.

VETA 1.9. KaZdy nekonstantni polynom s komplexnimi koeficienty md aspori
jeden komplexni koren.

Zakladni vétu algebry lze formulovat také nasledujicim zpusobem.

VETA 1.10. Pro kazdyj polynom p(z) = apnz"™ + apn_12" "t + -+ + a1z + agp
stupne n > 1 s komplexnimi koeficienty ay, an_1,...,a1,aq evistuji komplexni ¢isla
21,29, ..., 2y (nemusi byt navzdjem riznd), pro kterd plati

anz” 4 ap12" "+ e+ ag = an(z — 21) (T — 22) - (@ — 2)

Tuto formulaci mtzeme také strucné vyjadrit slovy kazdy nekonstantni polynom
s komplexnimi koeficienty se rozkldidd na soucin linedrnich cinitelid. Kazdé z kom-
plexnich ¢isel 21, 22, . . ., 2, je kofenem polynomu p(z) a tedy fesenim polynomidlni
rovnice a,x™ +- - -+ a1z + ag = 0. Z porovnani stupni polynomii na obou stranich
posledni rovnosti dostaneme ihned néasledujici dusledek.

DUSLEDEK 1.11. KaZdyj polynom stupnén s komplexnimi koeficienty md nejvijse
n navzdjem ruznych komplexnich koreni.

Polynom s redlnymi koeficienty nemusi mit zadny realny kofen, znamym pii-
kladem je polynom z2 + 1. Podle zakladni véty algebry m4 ale néjaké komplexni
koreny. Pro komplexni kofeny polynomu s redlnymi koeficienty plati nasledujici
tvrzeni. Riké, Ze komplexni kofeny polynomt s redlnymi koeficienty se sdruzuji do
paru.

VETA 1.12. Je-li p(x) = apnz™ + ayp_ 12" 1 + -+ + a1z + ag polynom s redlnymi
koeficienty, pak je cislo z € C koren polynomu p(x) prdvé tehdy, kdyz je Z (cislo
komplexné sdruZené k z) také koren polynomu p(x).
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DUKAZ. Na rozdil od zékladni véty algebry ma véta o komplexnim sdruZzovani
korent jednoduchy dukaz, a proto si jej uvedeme.

Kazdy koeficient a; polynomu p(x) je redlné ¢islo, plati proto a; = a;. Stejné tak
plati 0 = 0. ProtoZe predpokldddme, Ze z je kofen polynomu p(zx), plati p(z) = 0, a
tedy také m =0 = 0. V nasledujicim vypoétu pouZijeme, ze komplexni sdruzovani
zachovava sc¢itani a nasobeni komplexnich cisel. Plati

0=p(z) =anz"+an_12"" 1+ +ar1z+ag
=n 2"t an 12" 4 @2+ a0
=@, 2"+ @2 Azt
=a,2" +an_ 12"+ +a1Z+ao =p(3) ,
coz dokazuje, Ze Z je kofen polynomu p(z).

Je-li naopak z kofen polynomu p(z), pak jsme pravé dokazali, Ze také z = z j
kofen polynomu p(z). O

1.4.5. Komplexni rovina. Reilna ¢isla znazornujeme na redlné ose. Kom-
plexni éislo z = a + ib miZzeme zndzornit jako bod (a,b) v roviné s kartézskymi
souradnicemi. V takovém ptipadé mluvime o komplexni rovine. Také se mizete se-
tkat s ndzvem Gaussova rovina a v anglicky psanych ucebnicich s ndzvem Argand
plane, pripadné Argand diagram.

AY
b ez=a+1ib
i
a
—b *Z=a-—1b

OBRAZEK 1.21. Geometrické znazornéni komplexniho &sla v roviné

Na obrazku je kromé ¢isla z = a 4 ib znazornéné také cislo komplexné sdruzené
k z, tj. ¢islo Z = a — ib. Geometricky je komplexné sdruzené cislo Z symetrické s
¢islem z vzhledem k redlné ose.

Obrazek 1.22 ukazuje geometricky vyznam véty 1.12 o komplexnim sdruzo-
vani kofent polynomu s redlnymi koeficienty — mnozina vsech korenu je symetricka
vzhledem k redlné ose.

Daéle si na obrazku 1.23 ukazeme geometricky vyznam s¢itani komplexnich ¢isel.
Jsou-li z = a+ib a w = c¢+1id komplexni ¢isla, pak soucet z+w = (a+c¢) +i(b+d)
odpovida bodu se souradnicemi (a + ¢,b + d) a ten dostaneme jako koncovy bod
souctu polohového vektoru bodu (a, b) odpovidajiciho z a polohového vektoru bodu
(¢, d) odpovidajictho w.
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OBRAZEK 1.22. Komplexni kofeny polynomu s realnymi koeficienty

yh z4w=(a+c)+ib+d)

OBRAZEK 1.23. Souéet komplexnich &isel

1.4.6. Polarni souradnice v roviné. Geometricky vyznam néasobeni kom-
bodu v roviné poldrni souradnice. V roviné s kartézskymi souradnicemi muzeme
kazdy bod P = (a,b) ruzny od pocdtku soufadnic jednozna¢né urcit pomoci vzdé-
lenosti r > 0 bodu P od pocéatku a orientovaného thlu «, ktery dostaneme tak, ze
kladnou x1-ovou poloosu otac¢ime kolem pocatku souradnic proti sméru hodinovych
rudicek az do poloptimky s poc¢étkem v bodé (0,0) prochdzejici bodem P. Dvojici
¢isel (r, ) nazyvame poldrni souradnice bodu P, viz. obrézek 1.24. ProtoZe otoce-
nim o plny thel 27 neboli 360 stupnt dostaneme zpét kladnou poloosu x1, neni thel
« urceny jednoznacné. Rizné mozné hodnoty «a se lisi o néjaky celociselny nasobek
27. V pripadé, ze P = (0,0) je poc¢atek souradnic, je 7 = 0 a Ghel a neni definovén.

Z poldrnich soutadnic (r, @) bodu P # (0,0) vypocteme jeho kartézské sourad-
nice (a,b) jako

a=rcosa, b=rsina .
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OBRAZEK 1.24. Polarni soufadnice bodu v roviné

Naopak z kartézskych soutadnic (a,b) bodu P # (0,0) dostaneme jeho poldrni
soutfadnice pomoci vztaht

b
r=+/a? + b2, cosa:7a2a+b2, sinoz:ir_'_b2 .

Protoze funkce sinus a kosinus maji periodu 27, plyne odtud znovu, ze tihel « je
urceny jednoznacné az na celo¢iselny nasobek 2.

1.4.7. Goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Bod P odpovida komplex-
nimu ¢islu z = a+ib. Vyjadiime-li jeho kartézské souradnice (a, b) pomoci polarnich,
dostaneme

z=a+ib=rcosa+irsina=r(cosa+isina) .

Vyjédfeni z = r(cos a+1 sin «) nazyvame goniometricky tvar komplexniho éisla

z # 0.
e (islo r nazyvdme absolutni hodnota &isla z a oznacujeme jej |z| ,
e thel a nazyvame argument komplexniho ¢isla z a oznacujeme jej argz .

Plati tedy
a b
2zl =+va?+ b2, cos(argz) = ———, sin(argz) = —— ,
|2| (arg 2) = —= — (arg 2) Ty
také arg z muze nabyvat raznych hodnot, které se ale vzdy lisi o celo¢iselny néso-

bek 27. Protoze plati (posledni pata rovnost pod Definici 1.8), 7e 2z = a? + b2,
dostavame pro absolutni hodnotu ¢isla z vyjadreni

o 22=27 .

1.4.8. Geometricky vyznam nasobeni komplexnich éisel. Body na jed-
notkové kruznici odpovidaji komplexnim ¢islim cosa + isin . Takovym ¢islim
tikame komplexni jednotky.

Pro souéin dvou komplexnich jednotek w = cosa + isina a z = cos § + isin 8
plati

wz = (cosa+isina)(cosf + isinf)
= cosacosf —sinasinf + i(cosasin 5 + sin«acos §)
= cos(a+ p) +isin(a+p) ,

v posledni rovnosti jsme pouzili vzorce pro sinus a kosinus souc¢tu dvou uhli.
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OBRAZEK 1.25. Souéin komplexnich jednotek

Soucin dvou komplexnich jednotek je tedy opét komplexni jednotka, pro kterou
plati

arg(wz) = argw + argz

rovnost plati az na celociselny nasobek 27.
Jednoduchou indukeci podle n pak snadno dokazeme dulezitou Moivreovu vétu:

VETA 1.13. Pro kazdy thel o a kaZdé prirozené &islo n plati
(cosa +isina)™ = cos(na) + isin(na) .
DUKAZ. Pro n = 0 Moivreova v&ta zjevné plati, nebot
(cosa +isina)? =1 = cos 0 = cos(0a) + isin(0a) .
Predpokladejme, ze plati
(cosa +isina)™ = cos(na) + i sin(na)

pro néjaké prirozené n > 0. Z tohoto induk¢éniho predpokladu a souctovych vzorci
pro sinus a kosinus pak spocitame, ze

(cosa +isina)"™ = (cosa +isina)”(cosa +isina) =
= (cos(na) +isin(na))(cosa +isina) =
= (cos(na) cos a — sin(na) sin ar) + i(cos(na) sin o + sin(na) cos o) =
= cos(n+ 1la+isin(n+ 1a ,

¢imz je indukéni krok dokazan. 0

Jsou-li nyni w = r(cosa+isina) a z = s(cos B+isin 3) libovolnd dvé nenulova
komplexni ¢isla, pak pro jejich soucin plati
wz = r(cosa+isina)s(cosp + isinf)
= rs(cosa +isina)(cos B + isin f3)
= rs(cos(a+ B) +isin(a + 3)) .
Pro absolutni hodnotu a argument souc¢inu w z tak plati

o wz| = fw||z] ,
e arg(wz) = argw +argz .
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OBRAZEK 1.26. Souéin komplexnich &isel

V jednoduchém specidlnim piipadé, kdy w = ¢ = cos(w/2) + isin(7/2) dosté-
vame, 7e |iz| = [i||z| = |z| a arg(iz) = argi +argz = § + argz. Vyndsobit ¢islo z
¢islem 7 tak znamend pootocit ¢islo z kolem pocatku souradnic o pravy thel proti
sméru hodinovych rucicek. To miizeme také snadno nahlédnout z algebraického
tvaru z = a + b, nebot i z = i(a + ib) = —b+ia .

12

OBRAZEK 1.27. Souéin komplexniho éisla s imaginarni jednotkou

1.4.9. Komplexni exponencidla. Komplerni erponencidlu definujeme po-
moci Fulerovy formule

e'“ =cosa+isina .

pro kazdé redlné ¢islo a.. Specidlnim pripadem je elegantni Fulerova identita
e =1 .

Eulerovu formuli Ize pouzit jako pohodlnéjsi zapis komplexnich jednotek cos a4+
isin a. Diive dokdzané vlastnosti souc¢inu dvou komplexnich ¢isel mizeme pomoci
Eulerovy formule zapsat jako pravidla pro pocitani s mocninami, které v pripadé
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realnych exponentt zndate ze stfedni skoly. Vzorec pro sou¢in dvou komplexnich
jednotek pak muzeme zapsat jako
eia eiﬁ — ei(a+ﬁ) ]

Podobné jednoduse lze zapsat Moivreovu vétu:
(eia)” _ ei(na) )
Goniometricky tvar nenulového ¢isla w = r(cos a + i sin ) je potom

y = ,reza _ 61nr+wz ,

kde r = |w| a o = argw.

1.4.10. Trojihelnikova nerovnost. Dokéazeme si jesté dvéma zptisoby troj-
uhelnikovou merovnost pro komplexni ¢isla, ktera 1ika, ze pro libovolna dvé cisla
z=a-+1baw=c+id plati

o z4+w| < |z + |w| .

K algebraickému dikazu trojihelnikové nerovnosti vyuzijeme dalsi dvé jedno-
duché vlastnosti absolutni hodnoty komplexnich ¢isel. Pro kazdé komplexni ¢islo
z = a + b plati

e |zl =z,
o Rez <z .

Prvni rovnost plyne primo z definice absolutni hodnoty, dokazeme druhou. Je-li

z = a + b, pak plati

a<lal=va2<Va2+b=|z| .

Pro kazdou rovnost nebo nerovnost v nésledujicim vypoétu (s vyjimkou po-
sledni rovnosti) si najdéte v predchozim textu tu vlastnost komplexnich éisel, kterou
pouzivame.
lz+w® = (+w(zFw)=(2+w)(Z+DT) =27+ 20 + wZ + W

= |24 20+ wz + |w]? = |2* + 2w + 2w + |w|?
= |2 +2Re (2@) + |wf? < |2* + 212@] + [w]* = |2 + 2 |2] [@] + w]?
|22 + 2zl [w] + [w]* = (2] + w])* .
Dokézali jsme tak |z+w|? < (|z]+|w])? a po odmocnéni dostavame trojihelnikovou
nerovnost pro komplexni ¢isla.

Pomoci geometrického vyznamu sc¢itani komplexnich ¢isel trojuhelnikovou ne-
rovnost snadno nahlédneme z obrazku.
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OBRAZEK 1.28. Trojihelnikovd nerovnost pro komplexni ¢&isla

1.5. Zobrazeni

Upozorneni: na této cdsti se jeste pracuje.

Velka cast matematiky se zabyva zkoumanim vlastnosti nejriznéjsich zobrazeni.
Obecnou formélni definici pfenechdme jingm textim. Neformélné, zobrazend (nékdy
se také 11k funkce) z mnozZiny X do mnoZiny Y prifazuje kazdému prvku « € X
prave jeden prvek y € Y.

Skutecnost, ze f je zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y zapisujeme f : X —
Y. Jednozna¢né urceny prvek mnoziny Y, ktery zobrazeni f prifazuje prvku xz € X,
zapisujeme jako f(z). Rikdme také, Ze f(x) je hodnota zobrazeni f v bodé . Mnozina
X se nazyva definicni obor zobrazeni f, pro mnozinu Y zvlastni nizev zavadét
nebudeme. Muzeme také Tict, Ze zobrazeni f vede z mnoziny X do mnoziny Y.

1.5.1. Priklady zobrazeni. Asi nejblize formalni definici je predstava zob-
razeni f : X — Y jako cerné skiinky, kterda dostane na vstup néjaky prvek x € X
a na vystupu nam dé odpovéd v podobé hodnoty f(z) € Y. Pokud bychom zkusili
zadat na vstup néjaky prvek z, ktery nelezi v mnoziné X, skrinka nereaguje, neda
zddnou odpovéd. Hodnota zobrazeni f neni v bodé z ¢ X definovdna. Dilezité je,
ze pokud dédme na vstup opakované stejnou hodnotu x € X, na vystupu se objevi
vzdy stejnd hodnota f(z) € Y.

OBRAZEK 1.29. Zobrazen{ jako ¢erné skririka

Vnitrek cerné skrinky miize byt treba elektricky obvod, do kterého po néjakych
dratech pritékaji (vstupuji) proudy uréité hodnoty a po jinych dratech z ného vyté-
kaji proudy jinych hodnot, které jsou vystupem. Nebo muze vnitiek ¢erné skiinky
tvorit implementace néjakého algoritmu, ktery na vstupni data x € X odpovi vy-
stupem f(z) €Y.
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Tento vnitrek nas ale nezajima! Dvé zobrazeni f,g z X do Y tedy povazujeme
za stejnd, pokud pro kazdé x € X plati f(x) = g(z). Jak se k hodnotdm f a g
prijde neni soucéasti samotného objektu — zobrazeni.

Zobrazeni f : X — Y mulzeme zadat nejriznéjsimi zpisoby.

PRIKLAD 1.14. Zobrazeni f : X — Y z mnoZiny X = {a,b,¢,d} do mnoZiny
Y ={1,2,3,4,5} muzeme zadat tak, ze pro kazdou hodnotu = € {a,b, ¢, d} zaddme
hodnotu f(z):

I
I N

Jiny mozny zptsob zapisu je napiiklad
f: X -

a

1111
»lkoou;hl%

b
c
d

Dalsi moznosti je zapis tabulkou.
x ‘ a b ¢ d
fl@)|1 4 3 4
V uvedeném zapisu tabulkou schazi informace o tom, ze zobrazeni f vede do mno-
ziny {1,2,3,4,5}. Tuto informaci musime k tabulce pfidat.
Zobrazeni f muzeme popsat také pomoci grafu jako na obrazku 1.30.

= o W e Ot
o

OBRAZEK 1.30. Z&pis zobrazeni grafem

Nebo pomoci obrazku jako na obrazku 1.31. A

PRIKLAD 1.15. Zobrazeni f : R — R se obvykle nazjva funkce, piesnéji redind
funkce jedné redlné promenné. Také funkce mizeme popsat riznymi zpusoby. Casté
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OBRAZEK 1.31. Zépis zobrazeni obrizkem

je zadani néjakou formuli (vzorcem, predpisem), napr.
fR=>R, f(x)=|z| .
Nebo
fR—>R, z+sinz .

Také funkci si lze priblizit grafem, takovy graf mize ale ukézat hodnoty funkce
pouze na omezeném intervalu. Napr. funkce f : R — R definovand na mnoziné
vSech redlnych ¢isel predpisem f(z) = |z| je zndzornéna grafem na obrazku 1.32.

\

OBRAZEK 1.32. Graf funkce f(z) = |z].

Jedno zobrazen{ mizeme zadat riznymi predpisy. Tak napi. predpisy f(x) = |z|
a g(x) = V2?2 definuji jedno a to samé zobrazeni f = g na mnoziné R. Zobrazeni a
formulka definujici toto zobrazeni jsou dvé rizné véci.

Také je dilezité si uvédomit, ze soucasti definice konkrétniho zobrazeni f :
X — Y neni pouze vzorec pro vypocet hodnoty f(z) v kazdém bodé z € X, ale
také samotny definiéni obor X a mnozina Y. Napriklad predpisy
22 -1
r—1
definuji jedno a to samé zobrazeni s definiénim oborem R \ {1}. Pokud ale bereme
predpis f(x) = x + 1 jako zobrazeni f : R — R, pak jde o jiné zobrazeni nez
zobrazeni g : R\ {1} — R definované piedpisem g(z) = (22 —1)/(z — 1). Zobrazeni
f, g maji v tomto pripadé rizné defini¢ni obory a proto se nerovnaji, prestoze f(z) =
g(x) pro kazdy bod z, ktery lezi v definiénim oboru obou zobrazeni. Stejné tak

fl@)=z+1,  g(x)=



1.5. ZOBRAZENI 31

zobrazeni f : R — R definované ptedpisem f(z) = z? je rtizné od zobrazeni g :
R — R\ (—00,0) definovaného piedpisem g(z) = z2, pfestoze obé zobrazeni maji
stejny defini¢ni obor R a plati f(z) = g(z) pro kazdé x € R. Jsou ruzné proto, Ze
vedou do ruznych mnozin R (zobrazen{ f) a R\ (—o0,0) (zobrazeni g). A

PRIKLAD 1.16. Zobrazeni také miZeme popsat slovné nebo geometrickou kon-
strukei. Napiiklad zobrazeni f : R? — R? mfizeme popsat tak, Ze jde o oto¢eni kolem
pocatku souradnic o thel 30° proti sméru hodinovych rucicek. Na obrazku 1.33 jsou
znazornéné obrazy nékolika bodu danym otocenim.
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OBRAZEK 1.33. Rotace kolem poc¢atku o thel 30°

Rotaci f : R? — R? o tihel 30° kolem poéatku proti sméru hodinovych rucicek
muzeme také popsat pomoci predpisu

f((z,y)) = (xcos30° — ysin 30°, 2 sin 30° + y cos 30°)

Graf rotace f uz nakreslit nemuzeme, potfebovali bychom k tomu prostor dimenze
4. A

PRIKLAD 1.17. Né&kterd zobrazeni miZzeme popsat pouze formulkou. Napt. zob-
razeni g : R? — R? definované predpisem

L - sinlo) )

nemad zadnou zjevnou geometrickou interpretaci, jeho graf také nelze nakreslit, ani
nemuzeme vypsat jeho hodnoty ve vSech bodech defini¢niho oboru. A

9((z,y) = <2w +siny + 3y®, cos(zy) — =, %

PRIKLAD 1.18. Dalsi zobrazeni muzeme zadat pouze algoritmem. Typickym
prikladem jsou kryptografické hasovaci funkce, které libovolné dlouhému vstupu =z,
kterym muze byt kazda posloupnost bit (¢islic 0 a 1), ptitadi vystup f(z) v délce
256 bitu. Kvalitné navrzend hasovaci funkce vyzaduje, aby algoritmus k danému
vstupu z spodital vystup f(z) dostateéné rychle a soucasné nebylo mozné z vystupu
f(x) usoudit nic o vstupu x. Mezi dalsi pozadavky patii naptiklad nemoznost najit
dva ruzné vstupy z,y se stejnym vystupem f(z) = f(y). Tyto pozadavky mimo
jiné vylucuji moznost, ze by hasovaci funkci f bylo mozné zadat néjakou formulkou
nebo vzorcem, natoz grafem. A

Ukézali jsme si nékolik riznych zptsobt, jak popsat zobrazeni f : X — Y.
Jsou to
e tabulkou, neboli vypisem jeho hodnot ve vSech bodech defini¢niho oboru,
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formulkou/vzorcem,
grafem,

slovné,

obrazkem,
algoritmem.

Z4dny z uvedenych zptisobii nestaéi ani k tomu, abychom mohli popsat viechna
zobrazeni f : R — R. Obecnou definici zobrazeni zde uvadét nebudeme. Staci védét,
ze zobrazeni f : X — Y kazdému prvku x € X pfifazuje jednoznacné urcéeny prvek
f(x) € Y. Jakym zptsobem je f(z) urc¢ené neni podstatné.

1.5.2. Prosta zobrazeni, zobrazeni ,,na“. V této ¢asti uvedeme nékolik
zékladnich pojmt, které budeme v dalsim textu Casto pouzivat.

DEFINICE 1.19. Zobrazeni f : X — Y nazyvame

(1) prosté, nékdy se také Fiké injektivni, jestlize pro dva rtizné prvky z,y € X
plati f(z) # f(y). Nebo jinak feceno, pokud pro kazdé y € Y existuje
nejvyse jedno x € X takové, ze f(x) =y,

(2) na mnozinu Y, nékdy se také fika surjektivni, pokud pro kazdé y € Y
existuje asponi jedno x € X takové, ze f(x) =y,

(3) wzdjemné jednoznacné, nékdy se také ¥ikd bijektivni, pokud je souCasné
prosté a na mnozinu Y, neboli pokud pro kazdé y € Y existuje prave
jedno x € X takové, ze f(x) =y.

PRIKLAD 1.20. Zobrazeni f z piikladu 1.14 nenf prosté, protoze f(b) = f(d) (=
4) a plati b # d. Neni ani na mnozinu Y, protoze neexistuje zadny prvek x mnoziny
X ={a,b,c,d}, pro ktery by platilo f(z) = 2.

Stejné tak neni prosté ani zobrazeni f(z) = |z| z pfikladu 1.15 definované jako
zobrazeni f : R — R. Plati totiz napt. f(2) = f(—2) = 2. Toto zobrazeni neni ani
na mnozinu R, protoze zadné zaporné realné ¢islo neni absolutni hodnotou néjakého
redlného ¢isla.

Zobrazen{ g : R — [0, +00) definované stejnym predpisem g(z) = |x| je na mno-
Zinu vSech nezépornych redlnych ¢isel [0, +00), nebot pro kazdé nezdporné redlné
¢islo a plati g(a) = |a|] = a. A

DEFINICE 1.21. Oborem hodnot zobrazeni f: X — Y nazyvame mnozinu
Im(f)={y €Y : existuje z € X takové, ze f(z) =y} CY .
Obor hodnot mtzeme alternativné také popsat jako

Im (f) = {f(z) : v € X}
Z definice ihned plyne, ze zobrazeni f : X — Y je na mnozinu Y pravé kdyz
Im(f)=Y.

PRIKLAD 1.22. Obor hodnot Im (f) zobrazeni f(z) = |z| z piikladu 1.15 defi-
novaného jako zobrazeni f : R — R, se rovnd intervalu [0, 00) vSech nezdpornych
redlnych ¢isel. Pro kazdé nezdporné redlné ¢islo y totiz plati f(y) = |y| = y a pro-
toze f(z) = |x| > 0 pro kazdé redlné ¢islo x, zadné zdporné y € R v mnoziné Im (f)
lezet nemuze. A

Posledni priklad ukazuje, ze z kazdého zobrazeni f : X — Y mizeme udélat
zobrazeni na, pokud z mnoziny Y vynechame ,, nadbytecné* prvky.

1.5.3. Obraz a vzor. Zabyvame-li se zobrazenim f : X — Y, ¢asto nds
zajimaji nejen obrazy jednotlivych prvku ale také celych mnozin.

DEFINICE 1.23. Je-li f: X — Y zobrazeni a A C X, pak obrazem mnoziny A
pri zobrazeni f rozumime mnozinu f(A) = {f(x): x € A}.
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Obrazem mnoziny A je tedy podmnozina mnoziny Y, kterou také muzeme

zapsat nasledujicim zpusobem.
f(A) ={y €Y : existuje z € A takové, ze f(z) = y}

Vsimnéte si, ze Im (f) = f(X).

Podobné nas ¢asto zajimaji vzory podmnozin mnoziny Y, tj. prvky mnoziny
X, které se do této podmnoziny zobrazi.

DEFINICE 1.24. Je-li f : X — Y zobrazeni a B C Y, pak (dplngm) vzorem
mnoZiny B pri zobrazeni f rozumime mnozinu f~}(B) = {z € X : f(x) € B}.

( Uplngm, ) vzorem proku b € Y rozumime tplny vzor jednoprvkové mnoziny {b},
tj. mnozinu {z € X : f(x) = b}.

PRIKLAD 1.25. Pojem tiplného vzoru si ilustrujeme na p¥ikladu 1.14. Pro tplné
vzory jednotlivych prvkt mnoziny {1,2,3,4,5} plati

) = A{a},

f7{2hH =0
718 = A,
{4y = {bd},
S ({5 0.

Déle plati napt.

L2y = Aay,
725 = 0,

7 {3.4,50) = {bed},
{4 = Hadd}

PRIKLAD 1.26. TODO: priklad pro nejaky geometricky zobrazeni
1.5.4. Skladani zobrazeni.

DEFINICE 1.27. Jsou-li f: X — Y ag:Y — Z dvé zobrazeni, pak zobrazeni
h: X — Z, které kazdému x € X pritazuje prvek h(z) = g(f(z)), nazgvime sloZeni
zobrazeni f a g (v tomto poradi), a oznacujeme jej g o f, nebo také gf.

Definici slozeni zobrazeni si mizeme priblizit graficky pomoci ¢ernych skiinek
na obr.1.34. ZdUraznéme jesté jednou, ze slozeni zobrazeni f a g zapisujeme jako
golf.

Snadno ovérime, ze sklddani zobrazeni je asociativni.

TVRZENT 1.28. Jsou-li f: X —Y,qg:Y = Z ah:Z — W tri zobrazeni, pak
jsou obé sloZeni ho(go f) a (hog)o f definovina a plati

ho(gof)=(hog)of .
DUKAZ. ProtoZe g o f je definované jako zobrazeni z mnoZiny X do mnoziny

Z ah:Z — W, je slozené zobrazeni ho (go f) : X — W definované a pro kazdé
z € X plati
ho(go f)(x) =h((go f)(x)) = h(g(f(x))) .
Podobné diky tomu, ze (hog) : Y — W a f: X = Y, je také definované
sloZené zobrazen{ (ho g)o f : X — W a pro libovolné z € X plati

(hog)o f(z) = (hog)(f(x)) = h(g(f(2))) -
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T ; f(z) y P 9(y)
T f fa)=y ) 9(y)
T 7o f 9(f(x))

OBRAZEK 1.34. Skladéni zobrazeni pomoci ¢ernych skifnék

Obé zobrazeni ho (go f) a (hog)o f vedou z mnoziny X do mnoziny W a pro
kazdy bod x ze spole¢ného defini¢niho oboru X plati
ho(ge f)(x) = (hog)o f(z) ,
¢imz je rovnost ho (go f) = (hog) o f dokdzéna. O
PRIKLAD 1.29. Definici sloZeni dvou zobrazeni si ilustrujeme na sloZeni zobra-
zeni f:{a,b,c,d} — {1,2,3,4,5} z prikladu 1.14 se zobrazenim g : {1,2,3,4,5} —
{%,, 0, d} definovanym tabulkou
y |1 2 3 4 5
gy | s O & O &
Spocitdme hodnoty sloZeni zobrazeni g o f : {a,b,c,d} — {&, O, 0, &} v jed-
notlivych prveich definiéntho oboru {a, b, ¢, d}:

(goflla) = g(f(a))=9g(1)=&,
(go f)b) = g(f(b)=94) =0,
(gofle) = g(f(c) =9(3)=a,
(gof)(d) = g(f(d)=9g(4)=0 .

Slozeni g o f muzeme rovnéz zapsat tabulkou

z__|

a b ¢ d
Go N & O & ©

A
PRIKLAD 1.30. TODO: priklad na skladani geometrickych zobrazeni A
Velmi specidlnim vzajemné jednozna¢nym zobrazenim je identické zobrazeni na
mnoziné X.
DEFINICE 1.31. Identické zobrazeni na mnoziné X je zobrazeni idx : X — X,
které kazdému prvku x € X prifazuje ten samy prvek x, neboli

idx(z) =z pro kazdé x € X.
TVRZENI 1.32. Pro kaZdé zobrazeni f : X —'Y plati
idyOf:f:fOidX .
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DUKAzZ. DokéZeme rovnost idy of = f. Druhé rovnost f = foidy se dokdze
zcela stejné.

Protoze f : X — Y aidy : Y — Y, slozeni idy of je definované a vede z
mnoziny X do mnoziny Y, stejné jako zobrazeni f. K diikazu rovnosti idy of = f
staéi ovérit, ze plati (idy of)(xz) = f(x) pro kazdé = € X. To je ale skoro zfejmé,
nebot z definice identického zobrazeni na mnoziné Y plyne, Ze pro kazdé x € X je

(idy of)(z) = idy (f(z)) = f(x) .
O

Podivejme se podrobnéji, co znamenad, ze zobrazeni f : X — Y je vzdjemné
jednoznacné. Definice 1.19.3 tika, ze pro kazdé y € Y existuje jednoznacné urcené
z € X takové, ze f(x) = y. Vzdjemné jednoznacné zobrazeni f : X — Y tak definuje
jiné zobrazeni g : Y — X, které kazdému prvku y € Y prifazuje (jednoznacéné
uréeny) prvek g(y) = x € X, pro ktery plati f(z) = y.

TVRZENT 1.33. Pro kaZdé vzdjemné jednoznacné zobrazeni f : X — 'Y emistuje
(jednoznacné uréené) zobrazeni g : Y — X takové, Ze plati

gof=idx, a fog=idy

DUKAZ. Definici zobrazeni g : Y — X jsme uvedli jiz pied tvrzenim. Zbyva
ovérit obé rovnosti, které ma g splnovat. Zacneme rovnosti go f = idx. Z definice g
plyne, ze go f : X — X stejné jako idx : X — X. Zvolime libovolné z € X. Potom

(9o f)(x) =g(f(x)) .
Zobrazeni f: X — Y je vziajemné jednoznacné, specidlné tedy také prosté. Pokud
pro néjaké z € X plati f(z) = f(x), musi byt z = x. Plat{ tedy g(f(z)) = = pro
jakékoliv x € X, coz dokazuje go f = idx.

K dikazu rovnosti f o g = idy zvolime libovolné y € Y. Protoze zobrazeni f
je na celou mnozinu Y, existuje néjaké x € X, pro které plati y = f(z). Protoze
zobrazeni f je také prosté, je toto x € X urcené jednoznacné, coz ndm dava jedinou
moznost definovat g(y) = x. Proto plati

(fog)ly) = flg(y) = flz)=y
pro kazdé y € Y. ]

DEFINICE 1.34. Jsou-li f: X — Y a g:Y — X zobrazeni, pro ktera plati
gof:idX7 a fog:idY7

pak zobrazeni g nazyvame inverzni zobrazeni k f a oznacujeme jej f~!. Rikdme
také, ze zobrazeni f je invertovatelné.

Vsimnéme si, ze je-li g inverzni zobrazeni k f, pak také f je inverzni zobrazeni
ke g a plati tak
(fHt=g"=r.
Zatim jsme si ukazali, ze ke kazdému vzajemné jednoznacnému zobrazeni f :
X — Y existuje inverzni zobrazeni. Ve skutec¢nosti existence inverzniho zobrazeni
charakterizuje vzajemné jednoznac¢nd zobrazeni.

TVRzENT 1.35. Inverzni zobrazeni g : Y — X ke zobrazeni f : X — Y emistuje
prave kdyz je zobrazeni f vzdjemné jednoznacné.

DUKAz. Existenci inverzniho zobrazeni k libovolnému vzéjemné jednoznad-
nému zobrazeni jsme ukézali uz v Tvrzeni 1.33. Zbyva dokazat opac¢nou implikaci,
tj. Ze z existence inverzniho zobrazeni k f : X — Y plyne vzdjemnd jednoznacnost
f. Predpokladejme tedy, ze g : Y — X je zobrazeni inverzni k f : X — Y. Pro
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dukaz, Ze f je prosté, predpoklddejme, Ze pro dva prvky z,y € X plati f(z) = f(y).
Potom

r=idx(z) = (go f)(x) = g(f(x)) = 9(f(y)) = (go f)(y) =idx(y) =y .

To dokazuje, ze zobrazeni f : X — Y je prosté.
K dikazu, ze f je zobrazeni na celou mnozinu Y, zvolme néjaké y € Y. Potom
plati

y=idy(y) = (fog)(y) = f9(y)) .
Pro x = g(y) tak plati y = f(z). O

Inverzni zobrazeni g : ¥ — X ke zobrazeni f : X — Y musi spliovat obé
rovnosti z definice 1.34. Pokud spliiuje pouze jednu z téchto rovnosti, mluvime
o inverznim zobrazeni zleva nebo zprava (nebo o levém nebo pravém inverzu) k
zobrazeni f.

DEFINICE 1.36. Pokud pro zobrazeni f: X — Y ag:Y — X plati

(1) go f =idx, pak Fikdme, Ze zobrazeni g je inverzni zleva ke zobrazeni f a
ze zobrazeni f je invertovatelné zleva.

(2) fog=idy, pak fikdme, Ze zobrazeni g je inverzni zprava ke zobrazeni f
a ze zobrazeni f je invertovatelné zprava.

Napred si dokdzeme jednoduché tvrzeni, které rika, ze zobrazeni invertovatelné
zleva i zprava uz je invertovatelné.

TVRZENI 1.37. Zobrazeni f : X — Y je invertovatelné prdvé kdy? je inverto-
vatelné zleva i zprava.

DUKAz. P¥imo z definic vyplyvé, ze kazdé invertovatelné zobrazeni je sou¢asné
invertovatelné zleva i zprava.

Predpokladejme naopak, Ze zobrazeni f : X — Y je soucasné invertovatelné
zleva i zprava. Protoze je invertovatelné zleva, existuje zobrazeni g : ¥ — X,
pro které plati g o f = idx. Protoze je invertovatelné zprava, existuje zobrazeni
h:Y — X, pro které plati f o h = idy. Dokazeme-li, ze g = h, vyplyne z toho, zZe
g je inverzni k f. Rovnost g = h dokazeme nésledujicim vypoctem.

g=goidy =go(foh)=(gof)oh=idxoh=h .

Je dulezité uvédomit si, pro¢ kazda z rovnosti ve vypoctu plati. Takze, prvni rovnost
g = goidy vyplyva z Tvrzeni 1.32, nebot g : Y — X. Druha rovnost plyne z rovnosti
idy = f o h, nebot h je pravy inverz k f. Tteti rovnost go (foh) = (go f)oh
je asociativita sklddani zobrazeni dokdzana v Tvrzeni 1.28. Ctvrta rovnost plyne
z go f = idx, nebot g je levy inverz k f. A posledni rovnost idx oh = h plyne z
Tvrzeni 1.32, aplikovaného na zobrazeni h : Y — X. U

Z nésledujictho obecnéjsiho tvrzeni vyplyva Tvrzeni 1.35 charakterizujici inver-
tovatelna zobrazeni. Zobrazeni f : X — Y je podle definice vzdjemné jednoznacné
pravé kdyz je prosté a na mnozinu Y, coz je podle nasledujiciho tvrzeni pravé kdyz
je invertovatelné zleva a zprava, a to je podle pravé dokazaného Tvrzeni 1.37 prave
kdyz je invertovatelné. Neni proto divu, ze v dikazu néasledujiciho tvrzeni jsou
podobné uvahy jako v dikazech Tvrzeni 1.33 a 1.35. Staci je pouze trochu jinak
usporadat a zpfesnit.

TVRZENI 1.38. Predpoklddejme, Ze X a 'Y jsou neprdzdné mmnoZiny. Zobrazeni
f:X—>Y

(1) je prosté pravé kdyz existuje zobrazeni g : Y — X, které je inverzni zleva

kf,
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(2) jena mnozinuY pravé kdyZ existuje zobrazeni g : Y — X, které je inverzni
zprava k f.

DUKAZ. Prvni tvrzeni se skldd4 ze dvou implikaci. Pfedpoklddejme napted, Ze
f je prosté. Hleddme zobrazeni g : Y — X, které je inverzni zleva k f. Jeho definici
rozdélime na dvé ¢dsti. Je-li y € Im (f), existuje podle definice Im (f) aspon jedno
x € X takové, ze f(x) = y. ProtoZe je f prosté, je takové x uréené jednoznacné.
Definujeme v tomto piipadé g(y) = x. Pokud y ¢ Im (f), zvolime za ¢(y) libovolny
prvek mnoziny X (kterd je neprazdnd, takZe to jde). Potom plati pro kazdé x € X,
ze

(go f)(@)=9g(f(z) ==,

nebot f(z) € Im (f). Tim je dokdzéno, ze go f = idx, a tedy g je inverzni zleva k
f-

Dukaz opacné implikace, Ze z existence zobrazeni g : Y — X inverzniho zleva
k f: X — Y plyne, Ze [ je prosté, muzeme prakticky beze zmény prevzit z dikazu
Tvrzeni 1.35. Jsou-li totiz =,y € X dva prvky takové, ze f(x) = f(y), pak si stadi
si pouze uvédomit, ze ve vypoctu

z=idx(x) = (9o f)(z) = g(f(z)) = g(f(y) = (g f)ly) =idx(y) =y

jsme pouzili pouze predpoklad, Ze g je inverzni zleva k f.

K dukazu druhého tvrzeni muzeme také v jednom sméru pouzit ¢ast dikazu
Tvrzeni 1.35. Pokud je g : Y — X zobrazeni inverzni zprava k f, zvolime libovolné
y € Y. Potom plati

y=1idy(y) = (fog)(y) = flg(y)) ,

coz znamend, ze pro x = g(y) plati f(x) =y, coz dokazuje, Ze f je na mnoZinu Y.
P1i vypoctu jsme pouzili pouze predpoklad, ze g je inverzni zprava k f.

Je-li naopak f : X — Y zobrazeni na Y, existuje pro kazdé y € Y aspon
jeden prvek z € X, pro ktery plati f(z) = y. Uplny vzor f~1({y}) je tedy vidy
neprazdnd mnozina a zvolime za g(y) libovolny prvek z € f~1({y}). Pak plati pro
kazdé y € Y, ze

(feg)y) = flaw) =y
nebot jsme zvolili g(y) € f~1({y}) a tedy plati f(g(y)) = y. O

Posledni odstavec ditkazu predchoziho tvrzeni jsme pouzili nasledujici krok. Pro kazdy prvek y € Y
umime vybrat néjaky prvek Gplného vzoru f~1({y}) # 0. K tomu, aby bylo zobrazeni g : ¥ — X
dobfe definované, musime to umét udélat pro vSechna y € Y najednou. V pfipadé nekonec¢né mnoziny
Y je takovy soudasny vybér prvkii z podmnozin f~1({y}) pro kazdé y € Y mozny pouze diky tzv.
axiomu vybéru. Jeho znéni je nasledujici.

Axiom vybéru. Je-li {Ay : y € Y} soubor neprazdnych podmnozin mnoziny X, pak existuje zobrazen{
g:Y — X takové, ze g(y) € Ay pro kazdé y € Y.

V pripadé, ze Y je kone¢nd mnozina, tj, kdyz potfebujeme vybrat prvky z konecného souboru
podmnozin mnoziny X, pak to mizeme udélat pomoci matematické indukce. Axiom vybéru je nutny
teprve ve chvili, kdy je Y nekonecna mnozina, tj. mame-li dan nekoneény soubor podmnoZin mnoZziny
X.

Axiom vybéru je uzite¢ny axiom teorie mnozin, bez kterého se fada oblasti matematiky neobejde.
V kurzu linedrni algebry axiom vybéru budeme pouzivat pouze zfidka. Ale naptiklad matematicka

analyza se bez axiomu vybéru neobejde ani pfi diikazech zcela zdkladnich tvrzeni.

Zakonc¢ime jednim tvrzenim, které také odlisuje konecné mnoziny od nekonec-
nych.

TVRZENI 1.39. Jsou-li X a Y dvé koneéné mnoZiny, které maji stejny pocet
prvki, pak zobrazeni f : X — 'Y je prosté pravé tehdy, kdyz je na mnoZinu Y .
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DUKAz. Je-li f prosté, ma Im (f) stejny pocet prvki jako X, tedy i stejny jako
mé Y. ProtoZe Im (f) C Y, musi byt Im (f) = Y. Neni-li f prosté, ma Im (f) ostte
méné prvka nez Y a tedy f nemtuize byt na mnozinu Y. [l

Ani jedna z implikaci v poslednim tvrzeni neplati pro nekonec¢né mnoziny, jak
ukazuje nasledujici priklad.

PRIKLAD 1.40. Definujeme zobrazeni f : Ng — Ny predpisem
fn) =n+1

pro kazdé prirozené ¢islo n € Ny (kde Ny zna¢i mnozinu vSech pfirozenych cisel
s nulou). Takové zobrazeni neni na Ny, protoze 0 ¢ Im (f). Je ale prosté, protoze
pokud pro néjaké dva prvky m,n € Ny plati f(m) = f(n), plyne odtud m+1 = n+1
a tedy m = n. Z toho, ze f je prosté tedy neplyne, ze je také na.

Zobrazeni g : Ng — Ny definujeme predpisem

9(n) = [n/2]
pro kazdé n € Ny. Symbolem |z]| oznacujeme dolni celou ddst redlného &isla
tj. nejvétsi celé ¢islo y mensi nebo rovné x. Pro takto definované g plati g(0) =
0 = ¢g(1), takze g neni prosté. Naopak pro jakékoliv pfirozené ¢islo k € Ny plati
k = g(2k), takze g je na mnozinu Ny. Z toho, Ze je zobrazeni g na, tak neplyne, ze
je prosté. A



KAPITOLA 2

Reseni soustav linearnich rovnic

Cil. Naucime se Tesit soustavy linedrnich rovnic Gaussovou eli-
minacni metodou. UkdzZeme si, jak parametricky vyjadrit mnoZinu
vsech Teseni takové soustavy. A upozornime na problémy, které
prindsi resent velkych soustav linedrnich rovnic na pocitacich.

2.1. Ulohy vedouci na soustavy linearnich rovnic

Mnoho (loh lze prevést na FeSeni soustavy lineérnich rovnic. Pro ilustraci uvedeme Sest jednodu-
chych prikladl z rGznych obor.

2.1.1. Prokladani kruznice danymi body. Chceme najit kruznici v roviné prochazejici body A =
(—-1,2), B = (1,0), C = (3,1). (Napfiklad vime, Ze né&jaky objekt se pohybuje po kruhové draze,
mame zméfeny tfi polohy a chceme uréit stied a polomér obihani.)

Geometricky sestrojime stfed hledané kruznice snadno. Sestrojime osy tseéek AB a BC' a najdeme
jejich praseéik. Chceme-li soufadnice stfedu vypoditat, prelozime uvedeny geometricky postup do jazyka
algebry. VSe potfebné uz umime z prvni kapitoly, Ptikladu 1.3.

Vektor B — A ma soufadnice (1,0) — (—1,2) = (2, —2), rovnice osy tse¢ky AB proto bude ve
tvaru 2z — 2y = ¢ a hodnotu ¢ spo¢teme dosazenim soutadnic sttedu tse¢ky AB, které jsou (0,1).
Protoc=2-0—2-1 = —2, takZe osa AB ma rovnici

20 — 2y = -2 .
Analogicky najdeme rovnici osy tse¢ky BC a dostaneme
2r+y=9/2 .

Soustava téchto dvou rovnic mé feeni z = 7/6 a y = 13/6.

\/

B \ x

OBRAZEK 2.1. Konstrukce a vypocet stfedu kruznice prochazejici
tfemi body

Nasli jsme tak stfed hledané kruznice S = (7/6,13/6). Polomér snadno dopoéitdme jako vzdale-
nost stfedu od kteréhokoliv ze t¥ danych bodd, vyjde /85/18.

39
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Ve skutec¢nosti budou méfeni polohy obihajiciho objektu zatizena chybou, takZe jich provedeme
daleko vice a vznikne soustava mnoha rovnic o dvou neznamych. Kazda rovnice bude rovnici osy néjaké
dvojice naméfenych poloh. Soustava zpravidla nebude mit FeSeni, osy se nebudou protinat v jednom
bodé. Budeme hledat stfed kruznice, ktery bude v néjakém smyslu nejlépe odpovidat namérenym
polohdam. V kapitole o skalarnim soudinu se sezndmime s jednou metodou, pomoci které lze néjaky
takovy ,nejlépe odpovidajici bod" najit. Bude to metoda nejmensich Ctvercii.

OTAZKY K SAMOSTATNEMU STUDIU 2.1. Vyfeste tuto tlohu pomoci parametrickych tvarii os
tsetek AB, BC. Dal$i moznosti jak Glohu fesit je vyjit z rovnice kruznice (z —a)? 4+ (y —b)2 =72 s
neznamym stfedem (a, b) a polomérem r. Dosadime-li do ni postupné za x, y soufadnice bodii A, B, C,
dostaneme soustavu tfi kvadratickych rovnic o tfech nezndmych a, b, r. Jak byste ji fesili? Jak soustavu
upravite, abyste dostali soustavu lineadrnich rovnic, kterou jsme pouzili my?

2.1.2. Vycislovani chemické rovnice. Uvazujme chemickou reakci toluenu a kyseliny dusi¢né, pfi
které vznikd TNT a voda:

C7Hg + HNO3s — C7H50¢N3 + H20 .

Vycisleni chemické rovnice znamena nalezeni pomért jednotlivych molekul, aby pocet atomi kazdého
prvku byl na obou stranach stejny.

xC7Hg + yHNO3 — zC7Hs506N3 + vH20 .

Chceme tedy najit hodnoty z,y, z, v, které spliuji soustavu rovnic. To vede na rovnice

Tex =Tz
8x+y=>5z+2v
y =3z,

Jy=6z+v .

Vzhledem k vybusné povaze tohoto pfikladu nebudeme na tomto misté radéji uvadét reseni.

Redlny vyznam maji pouze nezdporna feSeni. Nezajimaji nas tedy vSechna FeSeni soustavy, ale
pouze ta feseni, kterd splfiuji dodate¢né omezujici podminky x > 0, y > 0, z > 0, v > 0. S témito
omezujicimi podminkami dostadvdme soustavu linedrnich rovnic a nerovnosti. MnoZina vSech feSeni
takovych soustav je dilezitd pro obor nazyvany linedrni optimalizace nebo také linearni programovani.
V takovych dlohach se hledd maximum nebo minimum néjaké linearni funkce definované na mnoziné
véech Feeni soustavy linedrnich rovnic a nerovnosti. Ulohy linedrniho programovani jsou nejjednodussi
ttidou a nejpouzivanéj$im typem optimalizacnich dloh, rozsidhlého oboru s aplikacemi v nejriiznéjsich
oblastech lidského konani.

2.1.3. Rizeni pohybu télesa po pfimce. Objekt jednotkové hmotnosti se pohybuje bez t¥eni po
pfimce, na pocatku je v poloze 0 a ma nulovou rychlost. Po dobu osmi vtefin na objekt pisobi vnéjsi
sily f(t). Vnéjsi sila je konstantni vzdy béhem jedné vtefiny, tj. f(t) = xz; pro j —1 <t < j a
j=1,2,...,8. Kladn3 sila plsobi zleva doprava, se zapornym znaménkem pisobi opa¢nym smérem.
Chceme dosahnout toho, aby se po osmi vtefindch poloha objektu rovnala 4 a jeho rychlost byla 0.

Jde o velmi jednoduchy ptiklad Glohy teorie Fizeni.
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OBRAZEK 2.2. Pohyb télesa po pfimce

Podle Newtonova zdkona sila x1 zplsobi zrychleni télesa a1 = x1/m, kde m je hmotnost télesa,
a protoze predpokldddme m = 1, plati a1 = z1. Béhem jedné vtefiny tim zméni rychlost télesa o
v] = a1 - 1 = x1. Béhem druhé vtefiny se rychlost zméni o x2. Je-li smér plsobeni sily 2 opacny nez
u sily 1, téleso se pfibrzdi nebo dokonce zméni smér pohybu, v pfipadé souhlasné orientovanych sil se
jeho rychlost zvysi. Po osmi vtefinach bude mit téleso rychlost

1 +x2+ -+ a8
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Poloha télesa po jedné vteting bude (1/2)vy-12 = (1/2)z1. Béhem druhé vtefiny rychlost v1 prida
vzdalenost v -1 = x7. Sila 22 plisobici béhem druhé vtefiny dale zméni polohu télesa o (1/2)vs-12 =
(1/2)x2. Jeho poloha po dvou vtefinach bude

1 1 3 1

571 + (m + 5:62) =57 + 5%2
Ma-li sila z2 opaéné znaménko nez sila z1, bude po dvou vtefinidch vzdalenost télesa od pocatku mensi,
nez by byla bez aplikace sily z2.

Na konci druhé vtefiny tak bude mit téleso rychlost x1 4 z2, kterad jej béhem treti vtefiny posune
déle o vzdalenost z1 + z2. Pisobeni sily z3 k ni p¥idd/ubere (v zavislosti na znaménku z3) jesté
vzdalenost (1/2)x3, takZe po tfech vtefinach bude téleso v poloze

2 2
Po osmi vtefinach tedy bude poloha télesa

15 n 13 n 11 n n 3 n 1
2901 23&2 2x3 2w7 2zs .

Vidime, ze konecna poloha télesa zavisi nejvice na sile aplikované v prvni vtefiné a nejméné na sile
pouzité v posledni osmé vtefiné. Zatimco kone¢na rychlost je ovlivnéna vemi silami stejné.
Reseni nasi Glohy tak spodiva v feSeni soustavy rovnic

3 +1 n " +1 5 +3 +1
1 2:1:2 x1 + x2 2x5 = -z ng 2:(:3.

1 +w2+w3+T4+x5+T6+T7 +T8 = 0
15 13 1 9 7 5 3 1
?xl+?$2+?x3+5$4+§1’5+§$6+§x7+§$8 = 4,
kterym ziskdme vSechny moznosti pro vektor sil (z1,x2,...,zs), které pfemisti téleso b&hem osmi

vtetin z klidové polohy v pocatku do klidové polohy v bodé 4.

Soustava ma mnoho neznamych, malo rovnic a mnoho feseni. V této kapitole se nau¢ime uspo-
kojivé popsat véechna feseni. V pozdéjsich kapitolach uvidime, ze mnoZina vSech feseni ma dimenzi 6.
V nematematickych oborech se ¢asto fika, ze Gloha ma 6 stupni volnosti.

V praxi ndm vétsinou pljde o to vybrat v néjakém smyslu nejvyhodnéjsi feSeni. Tfeba chceme
minimalizovat mnozstvi energie, kterou je tfeba na premisténi télesa vynalozit. Z fyziky vime, ze plso-
benim sily z;, kterd zméni rychlost t&lesa o v; = x;, vynalozime energii (1/2)mv? = (1/2)z3. Celkova
energie, kterou vynaloZime, zvolime-li feSenf (z1,z2,...,x3), se tak rovna

1
E($173327---7$8):5($%+$§+"'+$$+$§) .

Hleddme tedy to feSeni, které minimalizuje funkci £ na mnoziné vSech feseni. Dal$i mozna omezeni
jsou dana tfeba maximalni silou, kterou mizeme aplikovat, takze uvazujeme pouze ta feSeni soustavy,
pro kterd plati —C' < z; < C pro néjakou konstantu C' > 0 a kazdé z;.

Stejné jako v wlohach linedrniho programovani minimalizujeme hodnotu néjaké funkce, v tomto
ptipadé kvadratické, na mnoziné spliujici soustavu linearnich rovnic a nerovnosti. Takovym tlohdm se
Fika dlohy kvadratické optimalizace nebo kvadratického programovani.

2.1.4. Navigace v roviné pomoci vzdalenych majakia. Bezednym zdrojem soustav linearnich rov-
plochy nahradime p¥imkami nebo rovinami. Casto nahrazujeme kfivku te¢nou v daném bodé kFivky, plo-
chu te¢nou rovinou v daném bodé plochy, moznosti je mnohem vice. Jako pfiklad linearizace uvedeme
navigaci v roviné pomoci vzdalenych majaki. Jde o velmi zjednodusenou verzi GPS.

Navigaéni pfistroj se nachazi v roviné v néjakém bodé P s nezndmymi soufadnicemi (p, g). Umi
ale ziskat vzdalenosti od majakd M1 a Ma, které maji znamé soutadnice (a1, b1) a (a2, b2). Vzdalenost
od majaku M je di, od majdku M> je da.

Soufadnice bodu P pak lze ziskat jako soufadnice priseéiku kruznice k; se stredem M; a po-
lomérem di s kruznici ko, kterd ma stied v bodé My a polomér da. Cili jako FeSeni soustavy dvou
kvadratickych rovnic

(x—a1)®+ (y—b1)? d3
(x—a2)®+(y—b2)®> = d .

Na rozdil od hledani stfedu kruznice prochazejici tfemi danymi body nelze posledni soustavu
prevést na néjakou soustavu linearnich rovnic se stejnym feSenim. P¥i¢ina je v tom, Ze uvedena soustava
dvou kvadratickych rovnic mize mit také dvé feSeni, zatimco FesSitelna soustava linedrnich rovnic o dvou
nezndmych ma bud jedno nebo nekonecné mnoho feseni.

Linearizace tlohy je zndzornéna na obrazku 2.3. Navigace si zvoli jako pocateéni odhad polohy
néjaky bod Ro se soutadnicemi (rg, so). Pak spoé&itd vektory M1 — Rg a M2 — Rp. Jednoduse lze
najit rovnici teény ke kruznici k1 v bodé Q1, ktery leZi na spojnici bodti M1 a Ro (tj. ve vzdalenosti
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k?2 kl

OBRAZEK 2.3. Navigace pomoci vzdalenych majaki

d1 od majaku M1). To uz umime, sta&i modifikovat postup z p¥ikladu 1.3. Pozdéji se v kapitole o
skaldrnim soudinu nau¢ime mnohem jednodussi zpisob. Analogicky lze napsat rovnici te¢ny ke kruznici
ko v priseéiku Q2 spojnice bodii M2 a Rp, ktery je ve vzdalenosti do od majaku Msz. Nahrazenim
kruznic k1 a ko te¢nami v bodech Q1 a Q2 jsme Glohu linearizovali. Soufadnice priseciku tecen uz
najdeme jako feSenf{ soustavy dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych. Prise¢ik R obou tecen zjevné
neni bodem P, ale je mu blize, nez pavodni odhad Ry, pokud je pocateéni odhad Ry zvolen blize k
bodu P neZz k druhému priseciku obou kruznic.

Cely postup pak opakujeme s tim, ze pavodni odhad polohy Ry nahradime vypoditanym bodem
R1. Na obrazku 2.4 je znazornéna druhd iterace hledani polohy ve zvétSeném vytezu z obrazku 2.3.
Dostaneme tak soufadnice bodu R2, ktery je jesté blize ke skute¢né poloze P. Cely vypocet opakujeme
tak dlouho, dokud neni rozdil mezi dvéma po sobé vypocitanymi body R; dostate¢né maly. Co je
dostate¢né malé, zavisi na tom, jak presné se pfi vypocltech chceme priblizit skute¢né poloze P.

Reélna situace je mnohem slozitéjsi. | v roviné mizeme pouzit vice nez dva majaky. V tom pripadé
dostaneme aspon tfi tecny, které se nebudou protinat v jednom bodé, nejen kvili nepresnostem méreni,
soustava tfi linedrnich rovnic o dvou neznamych bude nefesitelna. V tom ptipadé musime pouzit metodu
nejmensich ¢tverct, abychom ziskali bod Rq, ktery bude nejlépe odpovidat naméfenym vzdalenostem
od t¥i nebo vice majaka.

Reélnad GPS pracuje v 3D prostoru s druzicemi na obézné draze misto majikd. Kazda druzice
vysild kazdou tisicinu vtefiny informaci o své poloze v daném okamziku. Navigacni pristroj vidi v
kazdém okamziku aspon Ctyfi druzice, obvykle ale Sest nebo sedm. Vzdalenosti od druzic pristroj ziska
na zékladé toho, jak dlouho signal z druzice leti. K tomu potfebuje naptred synchronizovat svij ¢as s
¢asem na druzicich. Signal navic prochazi riiznymi vrstvami atmosféry riiznou rychlostfi, coz je tfeba také
vzit v Uvahu. Linearizace spociva v nahradé kouli se stfedy v mistech vyskytu druzic te¢nymi rovinami a
vypoctem spolecného bodu téchto rovin coby feSeni soustavy linearnich rovnic. Jako pocatecni odhad
polohy prijimac voli stfed Zemé.

Uvedeny priklad dobre ilustruje obvyklou metodu feSeni praktickych dloh. Absolutné presné resen{
sice existuje (v nasem pipadé je to redlna poloha navigaéniho ptistroje), ale nelze je vypoéitat, protoze
vypocty zavisi na méfenych parametrech, jejichz hodnoty jsou zatizené chybami, toleranci pfistrojdl,
atmosférickymi vlivy, erupcemi na Slunci, apod. Misto hledani ptesného feSeni se snazime postupné
se k nému priblizovat opakovanym pouzitim néjakého vypocetniho postupu, v nasem ptipadé to bylo
postupné Feseni riiznych soustav linedrnich rovnic o dvou nezndmych, jejichz konkrétni podoba zavisi
na méfenich a predchozich vypocétech. Pokud umime néjak dokazat, Ze priblizna FeSeni ziskana v
jednotlivych iteracich konverguji k absolutné presnému feseni, mizeme se k nému priblizit s libovolnou
presnosti, zalezi pouze na tom, kolikrat postup opakujeme.



2.1. ULOHY VEDOUCI NA SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC 43

OBRAZEK 2.4. Navigace, druh3 iterace

OTAZKY K SAMOSTATNEMU STUDIU 2.2. Na &em zaleZi rychlost konvergence postupné poéitanych
poloh ke skuteéné poloze navigaéniho pristroje? Skute¢na poloha navigace je v jednom ze dvou priise-
¢ika kruznic se stfredem v majécich a polomérem danym naméfenou vzdalenosti navigace od majaku.
Ke kterému z obou moznych prisecikil se postupné priblizujeme pomoci vypoctii pfibliznych poloh?

2.1.5. Neznama zavazi. Dal$im zdrojem tloh vedoucich na soustavy linedrnich rovnic je studium
rovnovaznych fyzikalnich systémi, které se nevyvijeji v ¢ase, jsou ustalené. Zde si ukdzeme jeden priklad
z mechaniky a v dalsi Gloze priklad z elektfiny.

Méme tfi zvazi. Prvni vazi 2kg, ale hmotnost daldich dvou nezndme (pFedstavte si vesmirné
objekty, jejichz vzdalenosti Ize pfimo uréit, ale hmotnosti nikoliv). Podafilo se ndm ale najit dvé rov-
novazné polohy, viz obrazek.

OBRAZEK 2.5. Nezndmd zavaZi na pace

Z téchto informaci mizeme hmotnosti urcit. Porovndnim momenti totiz dostaneme soustavu
linedrnich rovnic

40h 4 15¢ = 50 - 2
25¢ = 25 -2+ 50h |

kterou snadno vyresime.

Qo
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OBRAZEK 2.6. Elektricky obvod
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2.1.6. Elektrické obvody. U elektrického obvodu na obrazku 2.6 chceme urdit proudy protékajici

jednotlivymi vétvemi.

Pouzijeme druhy Kirchhoffiv zakon, ktery fika, ze soucet orientovanych napéti na jednotlivych
odporech v uzaviené smycce se rovna sou¢tu napéti na zdrojich v této smycce. Obvod néjak rozdélime
na elementarni smycky a v kazdé smycce si libovolné zvolime smér prochazejiciho proudu. Proudy
protékajici jednotlivymi elementarnimi smycékami oznacime I, I2, I3 podle obrazku. Pro kazdou smy¢ku

tak ziskdme (je$té s pomoci Ohmova zakona) jednu rovnici:

11 +25(Il — 12) + 50([1 — Ig) =10
25(Iy — I1) + 3012 + 1(I2 — I3) =0
50([3 — 11) + 1([3 — Ig) + 5513 =0 .

Zjednodusenim dostaneme soustavu tfech linearnich rovnic o trech nezndmych, kterd ma pravé jedno

feSeni (11, I2, I3) = (0,245, 0,111, 0,117). Z toho dopoéteme proudy pro jednotlivé vétve.

0V

1Q

0,111 A

250 §

; 300

0134 A Y
= 0,00; A /\/\/\l
50Q ; 55 Q)
0,128 A
0,245 A‘ 0,1;7 A

OBRAZEK 2.7. Vypocitané proudy ve vétvich obvodu
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Vysledek na obrazku 2.7 je v souladu s dalsim Kirchhoffovym zdkonem, ktery fika, ze soulet
velikosti proudi pritékajicich do néjakého uzlu se rovna souctu proudi z tohoto uzlu odtékajicich.

2.2. Soustavy linearnich rovnic a aritmetické vektory
2.2.1. Soustavy linearnich rovnic.
DEFINICE 2.3. Linedrni rovnice o n nezndmgch s redlnymi koeficienty je rovnice
a1x1 4+ asxe + -+ anxty =b

kde vsechny koeficienty a1, as,...,a, a ¢islo b jsou dana redlné cisla a x1,zs, ..., T,
jsou neznamé.
Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmgch je soustava

1121 + 1222 + -+ -+ A1pTn = by

a21%1 + a22%2 + -+ + A2p Ty, = bo

Am1T1 + Am2Z2 + ++ + AppTn = bm

s redlnymi koeficienty a;;, redlnymi pravymi stranami b; a neznamymi x1, 2, . . . , Tn.
Redlnd cisla x1,...,x, jsou resenim dané soustavy, pokud spliuji zaroven
vSechny rovnice.

Koeficient a;; je koeficient v i-té rovnici u j-té nezndmé x;. Prvni z indexi ij
je index rovnice, druhy je index neznamé.

Jedno Teseni soustavy linearnich rovnic o n neznamych budeme zapisovat jako
usporadanou n-tici ¢isel. To predpoklada néjaké pevné uspordadani neznamych. 7
kontextu bude toto usporadani ziejmé, nezndmé jsou vétsinou znaceny i, ..., Ty,.
Usporadanou n-tici Cisel nazyvame n-slozkovy aritmeticky vektor.

2.2.2. Aritmetické vektory.

DEFINICE 2.4. Aritmetickiym vektorem nad R s n sloZkami rozumime uspora-
danou n-tici redlnych cisel
T
)

Tn

Pozdéji uvidime, ze za vektor lze povazovat i funkci, matici, atd. Privlastek
aritmeticky pouzivime proto, abychom zduraznili, Ze mame na mysli usporadané
n-tice cisel.

Jak je vidét z definice, aritmetické vektory budeme psat sloupcové. Napiiklad
3-slozkovy vektor zapiseme

Pro tsporu mista aritmeticky vektor casto napiseme radkové a pridame exponent
T, napriklad
v=(1,-33,5)7" .

V prvni kapitole jsme si pfipomnéli, ze 2-slozkovy aritmeticky vektor mizeme
interpretovat jako souradnice bodu nebo jako soufadnice vektoru v roviné se sou-
fadnym systémem. Podobné 3-slozkové aritmetické vektory mohou geometricky od-
povidat bodim nebo vektorim v prostoru.
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Na z4kladé analogie miizeme iikat, Ze 4-slozkové aritmetické vektory (a1, az, as,aq)”
odpovidaji bodiim nebo vektortim ve ¢tyrdimenzionalnim prostoru s néjakym sou-
rfadnym systémem, prestoze Ctyrdimenziondlni prostor si uz vizualné predstavit
neumime. Podobné pro kazdé n € N miizeme n-slozkové aritmetické vektory inter-
pretovat jako body nebo jako vektory v prostoru dimenze n.

2.2.3. Operace s aritmetickymi vektory. Kazdy redlny aritmeticky vektor
muzeme néasobit redlnym cislem a aritmetické vektory se stejnym poctem slozek
muzeme sc¢itat. Obé operace provadime , po slozkach®.

DEFINICE 2.5. Jsou-li u = (uj,uz...,un)? a v = (vi,v,...,v,)T dva n-
slozkové aritmetické vektory nad R, pak jejich souc¢tem rozumime aritmeticky vektor

Uy U1 Uy + V1
U2 (%) Ug + Vo
u+v= . + . =
Unp Un Up, + Up
Je-li u = (uy,...,u,)T aritmeticky vektor nad R a t € R redlné &islo, pak
t-nasobkem vektoru u rozumime vektor
Ul tu1
U2 tUQ
t-u=tu=t =

Un, tu,

Pro dva n-slozkové vektory u, v definujeme
—u=(-1)'u a u—-v=u+(-v).
Vektor —u nazyvame opacny vektor k vektoru u.

PRIKLAD 2.6.

1 5 2 -5 -3
2.3 |- 2 |=6 |+ —2]=| 4
7 —2 14 2 16

A

Pokud interpretujeme 2-slozkové aritmetické vektory jako soutadnice geomet-
rickych vektort v roviné, pak soucet aritmetickych vektort odpovida souctu geo-
metrickych vektori, ukazali jsme si to na obrazku 1.10 v ivodni kapitole. Podobné
soucin ¢isla ¢ s 2-slozkovym aritmetickym vektorem u odpovidéd ¢-nédsobku geome-
trického vektoru v roviné — obrazek 1.9. Stejny vztah maji operace s 3-slozkovymi
aritmetickymi vektory a odpovidajici operace s vektory v prostoru, pouze obrazky
by byly méné prehledné.

2.3. Ekvivalentni a elementarni apravy

Soustavy linearnich rovnic lze TeSit tak, Ze postupné eliminujeme neznamé.
Pouzivame k tomu tpravy, které neméni mnozinu vSech feseni soustavy. Takovym
Upravam iikdme ekvivalentni dpravy.

DEFINICE 2.7. Ekvivalentni upravou soustavy lineadrnich rovnic rozumime tpravu,
ktera neméni mnozinu vSech fesSendi.

Eliminaci nezndmé si nejprve ukédzeme na piikladu dvou linedrnich rovnic o
dvou neznamych.
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PRIKLAD 2.8. VyfeSime soustavu
x1 + 229 =3
3:171 — Ty = 2
Budeme eliminovat neznamou x1. Z prvni rovnice ji vyjadrime pomoci xo:
I = 3— 21’2 5
a dosadime do druhé rovnice, prvni rovnici nechdme beze zmény:
1+ 229 =3
3(3*21‘2)7562:2 .
Po roznasobeni a tpravé druhé rovnice dostaneme soustavu
xr1 + 21’2 =3
—71‘2 =-7.

Eliminovali jsme tak nezndmou x; z druhé rovnice. Provedené tpravy jsou
vratné v tom smyslu, Ze ze vzniklé soustavy rovnic lze odvodit puvodni soustavu.
Proto maji obé soustavy stejnou mnozinu vsech feSeni a provedend uprava je tedy
ekvivalentni.

Stejné upravy soustavy miizeme dosdhnout mnohem rychleji tak, ze pfipoc-
teme (—3)-ndsobek prvni rovnice k druhé a prvni rovnici nechdme beze zmény.
Vyjadfovani a dosazovani proto nebudeme nadéle pfi eliminaci pouzivat.

Vzniklou soustavu muzeme jednoduse doresit. Z druhé rovnice vypocteme xo =
1 a dosadime do prvni rovnice (znovu eliminace, tentokrat nezndmé ). Dostaneme

3?1:3—2.’1?2:1

Piivodn{ soustava ma pravé jedno feseni, a to (1,1)7. Jinymi slovy, mnozina vsech

TeSeni soustavy je
1
1

Ukazuje se, ze pri feseni jakékoliv soustavy linedrnich rovnic vysta¢ime pouze se
tfemi jednoduchymi typy ekvivalentnich tprav, které nazyvime elementarni upravy
soustavy.

A

DEFINICE 2.9. Elementdrni upravy soustavy linearnich rovnic jsou
(i) prohozeni dvou rovnic,
(ii) vyndsobeni néjaké rovnice nenulovym &islem ¢,
(iii) pricteni t-ndsobku jedné rovnice k jiné rovnici .
Dokazeme, ze elementarni tpravy jsou skutecné ekvivalentni, tj. ze neméni
mnozinu vSech feSeni soustavy linearnich rovnic.

TVRZENI 2.10. Elementdrni dpravy neméni mnoZinu vsech teseni soustavy li-
nedrnich rovnic.

DUKAZ. Dilkaz dostaneme spojenim tif jednoduchych tivah. Napied si v&im-
neme, ze kazda elementarni tprava zméni nejvyse jednu rovnici v soustave.

Potom si ukézeme, Ze kazdé feSeni (z1,zs,...,2,)" pivodni soustavy je také
fesenim jediné zménéné rovnice v nové soustavé. Dokazeme si to na tfeti elementarni
upravé, kdy pric¢itdme t-nasobek i-té rovnice k j-té rovnici pro néjaké j # i. Dané
feSent (21,9, ...,2,)T plvodni soustavy splituje rovnice

a1 T1 + QT2 + -+ ATy = by

aj1T1 + ajoT2 + 0+ ajnTn =bj
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spliiuje proto také rovnici
tainxy +taprs + - - +taine, = tb;

(tim jsme mimochodem dokézali, Ze kazdé FeSen{ pivodni{ soustavy je také Fesenim
nové rovnice vzniklé druhou elementrni ipravou) a tedy také rovnici

((le + tail)xl + (ajz + taig)(EQ + -+ (ajn + tam)xn = bj + th .

Vektor (1, Ta, . ..,7,)T je samoziejmé také fesenim vSech ostatnich (nezménénych)
rovnic nové soustavy.

Oznac¢ime S mnozinu vsech feseni ptivodni soustavy a 7" mnozinu vsech feseni
nové soustavy. Pravé jsme dokazali, ze plati S C T — z4dné Feseni ptivodni soustavy
se elementarnimi tpravami neztrati.

A nakonec si uvédomime, ze efekt kazdé elementarni tpravy muzeme zvratit
jinou elementarni ipravou a dostat zpét puvodni soustavu. V pripadé prvni upravy
sta¢i prohodit jesté jednou prohozené rovnice. V ptipadé druhé tpravy staci tu-
té7 rovnici vynésobit inverznim ¢islem ¢t~ (proto je nutné piedpokladat ¢ # 0). V
pripadé tfeti tipravy pri¢teme (—t) ndsobek i-té rovnice k j-té rovnici. (To pred-
poklada, ze i-t4 rovnice se tfeti elementdrni ipravou nezménila, proto predpoklad
j#i)

Protoze ptivodni soustavu dostaneme z nové také jednou elementarni tpravou,
plati rovnéz T' C S, odkud plyne rovnost S = T'. Ta iik4, ze ptivodni a nové soustava
maji stejné mnoziny vSech feseni. O

2.3.1. Soustava s jednim reSenim. Jako dalsi priklad vyresime néasledujici

soustavu tii linearnich rovnic o trech nezndmych x1, x5, 3 pomoci elementarnich
aprav.

2x1 + 629 + 523 =0
3r1 4+ dxo + 18x3 = 33
2x1 + 4x9 + 1023 = 16 .

Budeme postupné eliminovat neznamé tak, abychom ptevedli soustavu do tvaru,
ze kterého se feseni snadno dopocita. Tvar, o ktery se snazime, je tzv. odstupriovang
tvar. Ponékud nepresné feceno odstupnovany tvar znamend, ze v kazdé rovnici je
na zacatku vice nulovych koeficientd nez v rovnici predchézejici.

Nejprve eliminujeme neznamou x1, tj. docilime toho, Ze ve vSech rovnicich
kromé prvni bude nulovy koeficient u z;. Udélame to tak, ze pricteme vhodné
nésobky vhodné rovnice (vhodné je kazd4 rovnice s nenulovym koeficientem u 1)
k ostatnim tak, aby z ostatnich rovnic neznama x ,,zmizela“, tj. méla v nich nulovy
koeficient.

V nasem piipadé bychom mohli (—3/2)-ndsobek prvni rovnice pficist k druhé
a (—1)-ndsobek prvni rovnice pri¢ist ke treti. Aby ndm vychazely hez¢i koeficienty,
vynasobime napted tieti rovnici jednou polovinou:

2x1 4+ 622 + Hx3 =0
3r1 + 5x9 + 18x3 = 33
r1 + 229+ dxr3 =8
a pak ji prohodime s prvni rovnici:
r1 + 229 + bx3 =8
3x1 + bxo + 18z3 = 33
2x1 +6x2 + 523 =0 .
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Nyn{ jsme pripraveni k eliminaci nezndmé x;. PFi¢teme (—3)-ndsobek prvn{
rovnice ke druhé:
T1 + 229 + 5x3 =8
—Zo + 3:63 =9
2x1 4+ 629 + 523 =0 .

a (—2)-nasobek prvni rovnice ke tfeti:

r1 + 2x9 + brs =8
9
—16 .

—xo + 313
+2x9 — b3

Po eliminaci jedné neznamé jiz prvni rovnici nebudeme ménit a budeme se za-
byvat pouze zbylymi rovnicemi. V nasem pripadé jiz zbyvaji pouze dvé a k eliminaci
neznamé xo staci pricist 2-nasobek druhé rovnice ke treti.

xr1 + 229 4+ 5x3 =8
—2x94+3x3 =9
I3 — 2.

Tim jsme dokoncili eliminacni fdzi feSeni soustavy a muzeme dopocitat FeSeni
tzv. zpétnou substituci, kdy postupujeme od posledni rovnice k prvni a postupné
dosazovanim ziskdvame hodnoty jednotlivych nezndmych. V nasem pripadé dosté-
vame r3 = 2, xo = —3, r1 = 4. Plivodni soustava ma pravé jedno reseni, a to
aritmeticky vektor

X1 4
X = ) = -3

Pr1i feseni soustavy jsme mohli samoztejmé zacit eliminaci libovolné neznamé,
také nebylo nutné tteti rovnici prehazovat s prvni a nasobit ji napfed jednou polo-
vinou.

Pro tTeseni velkych soustav tisict rovnic o tisicich nezndmych potirebujeme jed-
notlivé kroky eliminace néjak usporadat tak, aby je bylo mozné pouzit kdykoliv a
bez ohledu na to, jaké jsou koeficienty soustavy. Tomuto postupu se ¥ikd Gaussova
eliminacni metoda nebo zkracené Gaussova eliminace.

2.3.2. Maticovy zapis. K formulaci Gaussovy eliminace a také pro zkraceni
zapisu budeme misto soustavy psat jeji rozsirenou matici. Nejprve zavedeme pojem
matice.

DEFINICE 2.11. Matici (nad R) typu m x n rozumime obdélnikové schéma
realnych ¢isel s m radky a n sloupci.

Zapis A = (a;j)mxn znamena, ze A je matice typu m x n, kterd ma na pozici
(4,4) (tedy v i-tém Fadku a j-tém sloupci) ¢islo a;.

Pozor na poradi indexi — prvni index oznacuje fadek, druhy sloupec.
DEFINICE 2.12. Matici soustavy

61171 + 1222 + - -+ a1n Ty = by

a21%1 + A% + -+ + A2p Ty = by

am1T1 + AmaZ2 + - + AppTn = bm
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rozumime matici koeficientt u neznamych:

ail a12 oo Q1p
azr G2 ... Q2pn
A= (aij)mxn =
am1 Am2 ... G(mn
Vektor pravijch stran je vektor b = (by, by, ..., by)T a roz§iend matice soustavy je
matice typu m x (n+ 1)
a1 ai12 oo Qip b1
a1 a22 ... Qon bg
(Alb) =
Am1l  Gm2 - Qmp | bm

Rozsitend matice soustavy tedy vznikne tak, ze do i-tého radku zapiSeme koe-
ficienty v i-té rovnici u proménnych x1,...,x, a nakonec pridame pravou stranu.
Pro prehlednost se pravé strany nékdy oddéluji svislou ¢arou. Rozsifend matice se
tim rozdéli na dva bloky. V levém je matice soustavy a v pravém je sloupec pravych
stran.

Pro soustavu rovnic z predchoziho prikladu

2x1 4+ 6x2 + 53 =0
31’1 + 5IC2 + 18%3 =33
2x1 + 4x5 + 10z3 = 16

jsou jeji matice, sloupec pravych stran a rozsifena matice poradé

2 6 5 0 2 6 5|0
A= 3 5 18 |, b= 33|, 4|b)=| 3 5 1833
2 4 10 16 2 4 10|16

Prohozeni dvou rovnic se v rozsifené matici projevi prohozenim odpovidajicich
dvou Fadkt, vynasobeni i-té rovnice Cislem ¢ odpovidd vyndsobeni i-tého Tadku
matice ¢islem t a podobné pri¢teni t-nasobku i-té rovnice k j-té odpovida pri¢teni
t-nasobku i-tého rfadku k j-tému fadku. Pro vyznaceni, Ze rozsifena matice vznikla
z predchozi ekvivalentni Gpravou, pouzivime symbol ~. Upravy provedené u nasi
soustavy tedy zapiseme takto:

2 6 510 1 2 5|8

3 5 1833 |~ 3 5 18(33 | ~

2 4 10116 2 6 510

1 2 ) 8 1 2 5|8
~1 0 -1 3 9 ~1 0 -1 3|9

0 2 -=5|-16 0 0 1|2

Zapis uprav se timto znacné zkratil a zprehlednil.

Misto ,,soustava rovnic s rozsifenou matici (A | b)* budeme nékdy strucéné rikat
ssoustava (A |b)“. V dalsim textu také budeme asto misto slova nezndmd pouzivat
slovo proménnd.

Poznamenejme jesté, ze uzitim nasobeni matic z kapitoly 4 lze feseni soustavy
rovnic s rozsifenou matici (A|b) zapsat jako hleddni vSech aritmetickych vektoru
x takovych, ze

Ax=b .

Vv

tické dvahy.
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2.3.3. Jeden parametr. Podivejme se nyni na priklad soustavy tii rovnic o
tfech neznamych, kdy fesenim je primka. Pouzivime rovnou maticovy zapis.

1 4 3|11 1 4 3|11

1 45|15 |~l00 21]4 |~

2 8 3|16 0 0 —3|—6
L4 3711 1 4 3|11

N0024N<0024>
00 0|0

V prvni dpravé jsme pricetli (—1)-ndsobek prvniho fddku k druhému a (—2)-
nésobek prvniho Fadku k tfetimu. V druhé dpravé jsme (3/2)-ndsobek druhého
radku pricetli k tfetimu. Nakonec jsme jen vynechali posledni fadek odpovidajici
rovnici 0z1 4+ Ozg 4+ Ozg = 0, kterd mnozinu feSeni neméni (vynechéni této rovnice
neni elementdrni Upravou, ale je zfejmé upravou ekvivalentni). Vznikld soustava
rovnic je v nematicovém zapisu

X1 +4£L’2+3£L’3:11
2173:4 .

7 posledni rovnice umime spodéitat 3 = 2 a z prvni rovnice z1, zndme-li ovsem
. Neznamou x5 lze volit libovolné a budeme ji rikat parametr. Parametr oznac¢ime
ro =t a vyjde z1 = 11 — 4z — 3x3 = 5 — 4¢. Mnozina vsech Teseni je tedy

5— 4t
t teR
2

V nasem konkrétnim pripadé lze za parametr zvolit také nezndmou z; = s,
dopoditat xo = 5/4 — s/4 a ziskat mnozinu Teseni ve tvaru

s
5/4—s/4 | :seR
2

Nevyhodou této druhé volby je, ze by nefungovala, pokud by byl koeficient u xo v
prvni rovnici roven nule. Volba parametri, ktera funguje vzdy, bude diskutovana u
nasledujiciho prikladu a pak v plné obecnosti v ¢asti 2.4.

Vratme se ale k mnoziné feseni {(5 — 4t,¢,2)T : t € R}. Vektor (5 — 4t,t,2)T
Ize pomoci séitani aritmetickych vektor a jejich nasobeni redlnymi ¢isly vyjadrit
také jako

5— 4t 5— 4t 5 —4t 5 —4
t = 0+t | =10 |+ t |=(0]+t[ 1
2 2+ 0t 2 0t 2 0

Takze mnozinu vSech feSeni lze napsat ve tvaru

5 —4
0 |+t 1 :teR
2 0

Tento tvar je lepsi nez predchozi. Vidime z néj totiz ihned, Ze fesenim je primka
prochdzejici bodem (5,0,2)7 se smérovym vektorem (—4,1,0)%.
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2.3.4. Vice parametri. Podivame se na soustavu s vice parametry, ze které
jiz snad bude vidét obecny postup. Soustava bude mit pét neznamych x4, x2, 3, 4, Ts5,
jeji Feseni budou 5-slozkové aritmetické vektory, které odpovidaji bodim (nebo vek-
torim) v pétidimenziondlnim prostoru. Vizudln{ pfedstava proto neni dost dobfe
mozna.

Elementarnimi tpravami rozsitené matice soustavy dostaneme

00 1 0 2|-3 12 -1 3 0] 2
2 4 -1 6 2|1 ~1 2 4 -1 6 2|1 ~
1 2 -1 3 0] 2 00 1 0 2|3
1 2 -1 3 0] 2 1 2 -1 3 0] 2
oo 1 0 2(-3]~100 1 0 2|-3
00 1 0 2|-3 00 0 00O

V prvni upravé jsme prohodili fadky tak, aby byl na prvnim misté v prvnim radku
nenulovy prvek. V druhé tdpravé jsme (—2)-ndsobek prvniho fddku pficetli ke dru-
hému. Ve tfet{ tpravé jsme (—1)-ndsobek druhého fadku pricetli ke tfetimu.

Soustava je ted v odstupnovaném tvaru. K volbé parametri nejprve urcime pi-
voty, to jsou prvni nenulové prvky v kazdém rfadku. Proménné odpovidajici sloup-
cum s pivotem se nazyvaji bdzové proménné. V nasem pripadé jsou jimi x; a x3.
Zbylé proménné jsou tzv. volné promenné, v nasem piipadé xa, x4, 5. Volnym pro-
ménnym také rikame parametry, nebot jejich hodnoty mizeme zvolit libovolné:
To = to, g4 = t4, x5 = t5 pro néjaka Cisla to, 14,15 € R.

Hodnoty bazovych proménnych x1, x3 pak dopoc¢teme zpétnou substituci. Tim
dostaneme x3 = —3 —2t5 a x1 = 2 — 2ty +x3 — 3ty = —1 — 2ty — 3t4 — 2t5. Mnozinu
vsech Teseni soustavy tak miizeme zapsat jako mnozinu 5-slozkovych aritmetickych
vektoril

—1 — 2ty — 3ty — 2t5

t2
—3 — 2t5 tto,ty,ts ER s
21
s
kterou pomoci operaci s aritmetickymi vektory zapiseme v parametrickém tvaru

-1 -2 -3 -2
0 1 0 0
-3 + 19 0 + iy 0 +t5 -2 tto,tg,ts eR
0 0 1 0
0 0 0 1

Pozdéji si ukazeme o néco rychlejsi zptisob, jak najit parametrické vyjadieni
mnoziny vSech feSeni soustavy linedrnich rovnic.

2.4. Gaussova elimina¢ni metoda
Nyni predstavime obecnou metodu FeSeni soustav linearnich rovnic.

2.4.1. Odstupnovany tvar. Dosud jsme pfi feSeni soustav linedrnich rovnic
vystacili s ekvivalentnimi tipravami tii typu. A protoZe misto rovnic piseme rozsi-
Fenou matici soustavy, provadime tpravy radka této matice. Proto jim fikdme ele-
mentdrni radkové upravy. Pouziti elementarnich fadkovych tprav je mnohem Sirsi
nez na pouhé feseni soustav linedrnich rovnic. S jejich pomoci zjistime zakladni
vlastnosti jakékoliv matice. Definujeme je proto obecné pro jakoukoliv matici.

DEFINICE 2.13. Elementdrnimi rddkovymi upravami matice rozumime néasle-
dujici tii typy tuprav:
(i) prohozeni dvou fadki matice,
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(if) vyndsobeni jednoho z Fadkl matice nenulovym ¢&islem,
(iii) pricteni libovolného ndsobku jednoho fadku k jinému fddku.

Upravy (i), tedy prohozeni dvou fadku matice, 1ze docilit posloupnosti zbylych
dvou uprav, viz cviceni.

Gaussova elimina¢ni metoda je zalozena na prevodu jakékoliv matice do rad-
kové odstupniovaného tvaru pomoci elementirnich radkovych tprav. Matice C' =
(Cij)mxn je v odstupriovaném tvaru, pokud v kazdém nenulovém fddku matice C
kromé prvniho je na podatku (tj. zleva) vice nul, nez na pocatku fddku nad nim.
7 této definice ihned plyne, Ze nad zadnym nenulovym rddkem nemiize byt nulovy
radek. V matici v fadkové odstupnovaném tvaru tak jsou vSechny nenulové radky
v horni ¢asti matice a teprve pod nimi jsou radky nulové.

1 kl kg k‘T n

OBRAZEK 2.8. Matice v fddkové odstuptiovaném tvaru

Symbolicky miizeme definovat matici v fadkové odstupnovaném tvaru nasle-
dovné.

DEFINICE 2.14. Matice C = (¢;j)mxn je v rddkové odstupriovaném tvaru, pokud

existuje celé éislo r € {0,1,...,m} takové, ze fadky r+1,...,m jsou nulové, Fadky
1,...,7 jsou nenulové, a plati k1 < ko < --- < k,., kde k; je index sloupce, ve kterém
je prvni nenulové ¢islo v i-tém Fadku (tedy plati ¢4 = ¢io = -+ = ¢ip,—1 = 0 a
Cik; 7 0; jesté jinak, k; = min{l : ¢;; # 0}).

Prvkim ¢; ,, ¢ =1,2,...,r, fikdme pivoty.

Soustava linedrnich rovnic je v rddkove odstupriovaném tvaru, pokud jeji rozsi-
rend matice je v fadkové odstupnovaném tvaru.

Lze také definovat sloupcové odstupnovany tvar matice. Ten ale nebudeme pou-
zivat, proto budeme misto fadkové odstupnovany tvar rikat strucnéji odstuprovany
tvar.

PRIKLAD 2.15. Matice

0103 4 0 O

1 7 2 00200 -1 0

<888>7 03 1], 00004 2 3
0 0 7 0 000 0 0 10

00000 0 O

jsou v odstupnovaném tvaru. Matice

00 0 1 7 2
00 1) 00 1],
0 0 7

O O N
N W W
e
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v odstupnovaném tvaru nejsou. A

Gaussova eliminace prevadi kazdou matici A = (a;;)mxn do odstuptiovaného
tvaru posloupnosti elementarnich radkovych tprav.
Eliminace jednoho sloupce (jedné proménné) probéhne nasledovné.

1. Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznacime k;. Pokud takovy
sloupec neexistuje, je matice A v fadkové odstuptiovaném tvaru (nebot je
nulovd), jsme tedy hotovi.

2. Pokud je aj, = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym rfadkem i, ve
kterém je a;, # 0.
3. Pro kazdé i = 2,3, ..., m pficteme (—a;x, /a1x, )-ndsobek prvniho fadku k

i-tému radku.
Vsimnéte si, ze po provedeni kroku 2. mame a1x, # 0 a po provedeni kroku 3 méme
A2k, = A3k, = *** = Ak, = 0.

Déle postup opakujeme s matici bez prvniho radku. V dalsim kroku tedy na-
jdeme prvni sloupec s indexem ks, pro ktery je alespon jedno z ¢isel aog,, - - -, Gmk,
nenulové, feknéme ajg, # 0,7 > 2. Prohodime druhy a j-ty radek a pak pro kazdé
i=3,4,...,m pri¢teme (—a;k, /a2, )-nasobek prvniho radku k i-tému radku.

Gaussova eliminace kon¢i bud v bodé 1, nebo ve chvili, kdy dojdou nenulové
radky. To je i ptripad, kdy ma matice A pouze jeden nenulovy radek.

N4s popis Gaussovy eliminace neni jednozna¢ny algoritmus, protoze neprede-
pisujeme, ktery radek prohodime s prvnim fadkem v kroku 2. Rizné implementace
Gaussovy eliminace to fesi riznym zpusobem, coz je duvod, pro¢ zadny konkrétni
zpusob nepiedepisujeme. Vice o tom v ¢asti 2.6 o numerické stabilité.

VETA 2.16. Gaussova eliminace prevede kaZdou matici A = (a;;) typu m x n
do odstuprniovaného tvaru.

DUKAz. Dikaz provedeme indukei podle po¢tu faddkd matice A, tj. podle m.
Pro m = 1 Gaussova eliminace nic nedéld a matice je vzdy v odstupriovaném tvaru,
takze tvrzeni plati.

Predpokladejme, Ze véta plati, pokud ma matice méné nez m radku, a vezméme
matici A s m Fadky. Pokud ji tvofi samé nuly, pak se eliminace zastavi v bodé 1. a
véta plati, protoze nulova matice je v odstupnovaném tvaru. Predpoklddejme tedy,
ze tomu tak neni.

Necht £ je index prvniho nenulového sloupce v matici soustavy. Oznacme B
matici po provedeni eliminace k-tého sloupce.

1 k k+1 n
1 B

0 7

OBRAZEK 2.9. Gaussova eliminace po prvnim cyklu
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Z matice B vynechame prvni fadek a na matici se zbylymi m — 1 fadky pro-
vedeme Gaussovu eliminaci. Podle indukéniho predpokladu dostaneme matici C' v
odstupnovaném tvaru. Prvni nenulovy sloupec v matici C' ma index [ > k, nebot
prvni nenulovy sloupec v celé matici A mél index k a vSechny prvky v k-tém sloupci
matice B pod nenulovym prvkem v prvnim fddku jsou nulové. Vratime-li do ma-
tice C' nahoru prvni radek matice B, dostaneme tak opét matici v odstupnovaném
tvaru. Tato matice je vysledkem Gaussovy eliminace na puvodni matici A. O

Plati dokonce vice — poéet r nenulovych fadkt v matici C' je matici A uréeny
jednoznacné, tj. nezavisi na tom, jak jsme Gaussovu eliminaci pouzili. Stejné tak
jsou matici A jednoznacné urcené indexy ki, ks,..., k. sloupct v matici C, které
obsahuji pivoty. Dokézeme si to pozdéji, prislusnou terminologii zavedeme uz nyni.

DEFINICE 2.17. Necht A je matice a C' matice v odstupniovaném tvaru, kte-
rou dostaneme z matice A Gaussovou eliminaci. Necht r, k1, ko, ..., k- jsou Cisla z
definice 2.14 pro matici C (!). Cislo r, tj. pocet nenulovych fadkf v matici C, se
nazyva hodnost matice A a znadi se r(A) nebo rank(A). Sloupce v matici A s indexy
ki,ka, ..., k. nazyvame bdzové sloupce matice A.

Ptimo z definice hodnosti matice snadno ovérime nésledujici tvrzeni.
P0zOROVANT 2.18. Pro hodnost rank(A) matice A typu m X n plati nerovnosti
rank(A) <m,n .

DUKAz. Gaussova eliminace neméni pocet fddkd v matici, takZe pocet nenu-
lovych Fadki v jakékoliv matici C, kterou dostaneme z matice A, je nejvyse rovny
poctu vsech fadkt v matici A. Elementarni fadkové upravy zachovavaji typ matice.

Déle v kazdém nenulovém tadku jakékoliv matice v odstupnovaném tvaru je
prvni nenulovy prvek pivot a rtzné pivoty lezi v riznych sloupcich, takze pocet
nenulovych rfadkt v jakékoliv matici C' v odstupniovaném tvaru, kterou dostaneme
z matice A posloupnosti elementarnich radkovych tUprav, se rovnd poctu pivot v
matici C' a ten je mensi nebo rovny poctu sloupct v matici C, tj. také v matici
A. O

2.4.2. Eliminacni faze reseni soustavy linearnich rovnic. Mame-li fesit
soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych x4, ..., x, s rozsifenou matici (A |b),
pouzijeme Gaussovu eliminaci na matici (A | b). Vysledkem je néjaka matice (C'|d)
v tadkové odstupniovaném tvaru, ze které také muizeme urcit bazové sloupce. Je-
li sloupec pravych stran bazovy, je posledni nenulovy fddek matice (C'|d) tvaru
(00 ... 0]d,), kde pivot d,. # 0. Tento fddek odpovidéd rovnici

Oxy + 0z +--- + 0z, = d;

kterd nemd zadné feseni. Puvodni soustava (A|b) je proto také nefesitelna.

Pokud sloupec pravych stran neni bazovy sloupec matice (A |b), tj. plati-li
1<k <ky<-- <k <mn, ukdzeme Ze soustava (A |b) je Fesitelnd a najdeme
vSechna TeSeni pomoci zpétné substituce.

2.4.3. Zpétna substituce. Oznac¢ime P mnozinu indexu téch sloupcu od 1
do n, které nejsou bazové, tj.

P=1{12....0)\{k1, ...k} .

Mnozina P muze byt i prazdnd, pokud je kazdy sloupec s vyjimkou sloupce pravych
stran bazovy. Proménnym z,, p € P, fikdme volné proménné (nebo téz parametry).
Ostatni proménné, tj. proménné zy, , Tk,, - - ., Tk, jsou badzové proménné.
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Nyni nahlédneme, Ze kazda volba hodnot volnych proménnych déva pravé jedno
feseni soustavy (A | b). Matici (C'|d) po provedeni Gaussovy eliminace odpovida
soustava linedrnich rovnic ve tvaru

Clky Thy + ClLky+1Thy 41 + -+ C1p%p = dy

€21y Thy + C2 ky+1Thyt1 + ++ + C2nTy = da

Crk, Lk, + Crk,+1%k,+1 + -+ CrndTn = d'r 5

coz je ekvivalentni soustavé rovnic

1

T, = Cpp, (di = CLg 1Tk 41 — - — C1nT)
~1

Ty = Co o, (A2 = €2y 41Ty 41 — -+« — C2,nTn)
—1

Lk, = Cp k. (dr = Crkp+1Tk,+1 = « -+ = CrnTn)

Posledni rovnice jednoznac¢né urcuje hodnotu bazové proménné zxj, pomoci hodnot
volnych proménnych — parametrii. Po dosazeni za xj, do piedposledni rovnice jed-
noznacné spocteme xy,. , pomoci hodnot volnych proménnych — parametri, atd.
Tomuto dopocitavani hodnot bazovych proménnych rikame zpéind substituce. Do-
kézali jsme tak nasledujici pozorovani.

P0ZOROVANT 2.19. Pokud sloupec pravich stran rovnice (A|b) neni bdzovy,
pak pro libovolnd redlnd cisla x, € R, p € P, existuji jednoznacné urcend redlnd
¢isla Tpy, Thy, - - -, Tg,, € R takovd, Ze aritmeticky vektor (x1,x2,...,2,)7T je fesenim
soustavy (A|b).

Nakonec podobné jako v c¢astech 2.3.3 a 2.3.4 vyjadiime mnozinu vSech reseni
soustavy (A|b) ve tvaru

S = H+thvp:tpe]R pro kazdé pe P, |
peEP
kde u a v, pro p € P jsou vhodné n-slozkové aritmetické vektory. Nebylo by tézké
nahlédnout, Ze FeSeni lze skutecné zapsat v tomto tvaru, ale dikaz odloZime na
dobu, kdy budeme mit vhodné pojmy a aparat.
Dosavadni poznatky o feseni soustav linearnich rovnic si shrneme do nésledujici
véty.

VETA 2.20. MnoZina vsech tedeni tesitelné soustavy (A|b) o n nezndmiych je
ToUnd mnoziné

S = u+thvp: t, € R pro kazdé pe P
peEP

pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory u a v,, p € P.

Piipomerime jesté geometricky vyznam: S je néjaky “rovny atvar” (bod, pfimka,
rovina, ...), u je jeden z bodu v S a v,, p € P jsou smérové vektory.

2.4.4. Shrnuti. Obecnou soustavu m linearnich rovnic o n neznadmych lze
vyresit nasledujicim postupem.
1. Gaussovou eliminaci prevedeme soustavu na ekvivalentni soustavu v od-
stupniovaném tvaru.
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2. Rozhodneme, zda soustava ma reseni. Pokud ne, tj. pokud existuje rovnice
typu Oxy + Oxo + --- + 0x,, = d # 0, skonCime s tim, Ze soustava je
neresitelnd.

3. Je-li fesitelnd, uréime volné proménné (parametry) — tj. proménné od-
povidajici sloupctum, kde nejsou pivoty. Mnozinu indexu téchto sloupci
oznacime P.

4. Mnozinu vSech Teseni vyjadiime tvaru

u+ Y t,v,: t, €R prokazdé pe P
peP

pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory u a v,, p € P.

Vsimnéte si, ze pocet volnych proménnych je roven ¢islu n — r, kde r je pocet
nenulovych fadkd matice v odstupnovaném tvaru, kterou jsme dostali z rozsitené
matice TeSitelné soustavy (A|b) Gaussovou eliminaci. Jiz dfive jsme definovali,
Ze toto Cislo se rovnd hodnosti rank(A |b) rozsffené matice soustavy. Zatim sice
neumime dokézat, ze hodnost matice nezavisi na tom, jaké ekvivalentni tpravy
pouzivame k jejimu prevodu do odstupnovaného tvaru, nicméné tomu tak je. Intui-
tivné to lze zdivodnit tim, Ze v popisu mnoziny feSeni mame n—r parametru, takze
mnozina TeSen{ je (n — r)-dimenziondlni ttvar, pfidemz tato dimenze samoziejmé
zavisi jen na puvodni soustavé, nikoliv na konkrétnim odstupnovaném tvaru.

Na popsany postup feseni rovnic se da také divat takto: na zacatku mame
rovnicovy popis ,rovného utvaru“ v n-rozmérném prostoru, v bodé 1. nalezneme
prehlednéjsi rovnicovy popis stejného ttvaru a v bodé 4. nalezneme jeho paramet-
ricky popis.

V dalsi ¢ésti této kapitoly se budeme zabyvat tfemi souvisejicimi otazkami.

e Jak rozumét geometrii soustav linedrnich rovnic?

e Co se muze prihodit, budeme-li soustavy linedrnich rovnic fesit na poci-
taci?

e Jak dlouho to bude trvat?

2.5. Geometrie soustav linearnich rovnic

2.5.1. Radkovy pohled na soustavy linearnich rovnic. V prvni opako-
vaci kapitole jsme si ukéazali, ze v pripadé soustavy linedrnich rovnic o dvou nezna-
mych z1, o urcuje kazda rovnice néjakou primku v roviné, pokud je aspon jeden
z koeficienti u x1 a x2 nenulovy. Mnozina vSech feseni je potom prunikem téchto
primek. Z toho je intuitivné jasné, jak mtize vypadat mnozina vsech fesSeni.

e Celd rovina. To se stane v pripadé, ze vSechny rovnice maji trividlni tvar
Ox1 + 0x9 = 0.

e Piimka. To se stane v pripadé, ze vSechny (netrividlni) rovnice popisuji
tutéz primku, neboli vSechny rovnice jsou nasobkem jedné z rovnic.

e Bod. Nastane v pripadé, Ze rovnice soustavy popisuji alespon dvé ruzné
primky a vSechny tyto primky prochazeji jednim bodem.

e Priazdna mnozina. Nastane v pripadé, ze dvé rovnice urcuji rovnobézné
primky, nebo rovnice urcuji tii pfimky neprochézejici jednim bodem, nebo
jedna z rovnic je trividlné nesplnitelna, napriklad Ox; + 0zo = 123.

V pripadé soustavy linedrnich rovnic o tfech neznamych x1, zs, z3 je kazdé re-
Seni néjaky bod v trojrozmérném prostoru. Kazda rovnice s aspon jednim nenulo-
vym koeficientem u nezndmych 1, x2, 3 urcuje néjakou rovinu v prostoru. Mnozina
vSech Teseni soustavy je tedy prunikem néjakych rovin. Pro mnozinu vSech feseni
tedy mame nasledujici moznosti, uz bez obrazki.
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OBRAZEK 2.10. Geometrie jednoznacné fesitelné soustavy o dvou nezndmych

7 H

OBRAZEK 2.11. Geometrické diivody nefeSitelnosti soustavy o
dvou neznamych

e Cely prostor. To nastane v trividlnim pfipadé, kdy jsou vSechny rovnice
v soustavé tvaru 0z; + Oxo + Oz = 0.

Rovina.

Primka.

Bod.

Prazdna mnozina. Tento pripad nastane, pokud dvé rovnice urcuji rovno-
bézné roviny, nebo jsou roviny sice po dvou riznobézné, ale nemaji zadny
spolecny bod (v tom piipadé musi byt aspor tfi), a nebo je v soustavé
trividlné nefesitelna rovnice, napiiklad Ox; 4 0xo + Oxg = 123.

Jedna netrivialni linedrni rovnice o dvou neznamych odpovida piimce v ro-
viné. Jedna netrividlni linedrni rovnice o tfech neznamych odpovida roviné v tii-
dimenziondlnim prostoru. Na zakladé analogie miizeme tvrdit, ze jedna netrivialni
rovnice o ¢tyfech neznamych odpovida 3-dimenziondlnimu rovnému utvaru ve 4-
dimenziondlnim prostoru. A s jesté vétsi odvahou mizeme prohlasit, Ze mnozina
v8ech FeSeni jedné netrividlni rovnice o n nezndmych odpovidd néjakému (n — 1)-
dimenzionalnimu rovnému ttvaru umisténému v n-dimenzionalnim prostoru. Tako-
vému utvaru fikame nadrovina v n-dimenzionalnim prostoru. Mnozina vSech reseni
soustavy linearnich rovnic o n neznamych pak odpovidéa priniku néjakych nadrovin
v n-dimenzionalnim prostoru.

2.5.2. Sloupcovy geometricky pohled. Ukazeme si jesté jeden geometricky
pohled na soustavy linedrnich rovnic. Tento pohled bude v dal$im textu nabyvat
na vétsim vyznamu nez puvodni pohled pres rovnice primek, rovin, atd. Vezméme
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si jednoduchou soustavu dvou rovnic o dvou neznamych
—r1+ 32 =1
201 —x9 =3 .
Rozsirena matice této soustavy je
(2 A1)
2 —-113

Pri feseni soustavy hledame hodnoty proménnych x1, x5 tak, aby platila rovnost
dvouslozkovych vektori
—x1 + 34 _ 1
2z 1 — X9 - 3

Vsimnéme si, ze v prvnim sloupci matice soustavy jsou koeficienty u proménné
x1 a ve druhém sloupci jsou koeficienty u proménné zs. Témto vektorum fikdme
sloupcové vektory matice soustavy. Levou stranu posledni rovnosti mizeme pomoci
sloupcovych vektortu prepsat ve tvaru

— +3$2 _ -1 + 3
2y —wy ) L\ 2 2\ 1
a celou soustavu jako
-1 3 1
(o) 2)=(5)

Na obrazku je geometrické znazornéni této soustavy. Mame dany dva vektory a; =
(—1,2)T aay = (3,—1)7, a hleddme néjaké jejich ndsobky tak, abychom se souc¢tem
téchto nasobki ,, trefili do bodu se soutadnicemi (1,3)7, coZ je aritmeticky vektor
b pravych stran soustavy.

A T2

aj

az

OBRAZEK 2.12. Sloupcové zadani soustavy o dvou nezndmych

Na dalsim obrazku pak vidime ,, geometrické* feseni této soustavy.

Plati totiz
-1 3 1
2 (5)(0)-(5)

feSenfm je aritmeticky vektor (2,1)7.
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as A T2

231

231
ap

ag

OBRAZEK 2.13. Geometrické feseni soustavy o dvou nezndmych sloupcové

Ze sloupcového pohledu na tuto soustavu muzeme ziskat jesté vice. Leva strana
soustavy muze nabyvat hodnot

() oo %) e )

To je parametrické vyjadienf roviny. Z geometrického ndhledu vidime (i kdyz to jesté
neumime efektivné dokézat), ze vhodnou volbou nésobki vektorti a; = (—1,2)7 a
a; = (3,—1)T se mitzeme trefit do jakéhokoliv bodu roviny a navic pravé jednim
zpusobem. Tento poznatek muzeme zformulovat také tak, Ze soustava

-1 3 |h
2 —1|by
je Tesitelnd pro jakoukoliv pravou stranu b = (by,bo)” a fefeni je vidy urcené

jednoznacné.
Jesté zajimavéjsi je pripad tii linearnich rovnic o dvou nezndmych, napf.

x1 + 3rxy = —5
2.%1 + 2£82 =-2
31 +x9=1 .
Rozsirena matice této soustavy je
1 3|5
2 2| -2
3 1|1
Soustavu mizeme pomoci sloupcovych vektora rozsirené matice zapsat jako
1 3 -5
X1 2 —+ X9 2 = —2
3 1 1

Tentokrat hleddame koeficienty x1 a x2, kterymi je tfeba vynasobit sloupcové vektory
a; = (1,2,3)T aay = (3,2,1)7 tak, abychom se aritmetickym vektorem xja; +xoas
trefili do bodu se soufadnicemi (-5, —2,1)7.
Mnozina
{Ilal + xoa9 : X1, X2 € R}
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je parametrické vyjddieni roviny v trojrozmérném prostoru (kterd prochdzi bodem
(0,0,0)7). Mizeme se proto trefit pouze do bodi, které lezi v této roviné. Pokud
vektor b = (by, by, b3)T v roviné {x1a; + 0@y : 11, 19 € R} nelezi, soustava

1 3|b
2 2| b
3 1103

neni fesitelnd. Pokud vektor b v této roviné lezi, soustava ma feseni, které je navic
urc¢ené jednoznacné. Soustava je tedy resitelnd pravé tehdy, kdyz vektor pravych
stran b lezi v roviné s parametrickym vyjddienim {zia; + x2as : 1,22 € R}.

V nagem konkrétnim piipadé vektoru (-5, —2,1)7 plati

1 3 —5
3 1 1

coz dokazuje nejen to, Ze soustava s pravou stranou (—5,—2,1)T je feSiteln4, ale
takeé, ze vektor (—5,—2,1)T lezf v roving

1 3
xr1 2 + X2 2 tx1,20 €ER
3 1

Abychom zjednodusili dalsi vyjadiovani, zavedeme nésledujici zcela zakladni

vvvvvv

arni algebry.

DEFINICE 2.21. Jsou-li uj,us,...,u, m-slozkové vektory a ai,as,...,a, re-
alna cisla, pak definujeme linedrni kombinaci vektori up,us,...,u, s koeficienty
ai,as, ..., a, jako m-slozkovy vektor

aju; + agup + -+ aply, .
Soustavu

1121 + 1222 + -+ A1pTy = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty = by

am1T1 + AmaZ2 + - + AppTn = bm

pak mtzeme prepsat do tvaru

a1 a2 a1n by

a1 @22 A2 bo
z1 + Z2 R ) =

Am1 Am2 Amn bm

Na levé strané mame linedrni kombinaci sloupcovych vektori matice soustavy s
nezndmymi koeficienty x1,xs,...,x,. Soustava je TeSitelnd pravé tehdy, kdyz lze
sloupec pravych stran vyjadrit jako linearni kombinaci sloupcovych vektoru matice
soustavy. Vektory koeficientiu kazdé takové linedrni kombinace pak tvori mnozinu
vsech Teseni soustavy.
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2.5.3. Vyznam obou geometrickych pohledi na soustavu linearnich
rovnic. Radkovy pohled nam déva predstavu, jak miize vypadat mnozina vsech fe-
Seni soustavy linedrnich rovnic o n-neznamych. Mnozina vSech feSeni jedné rovnice
je nadrovina (za pfedpokladu, Ze asponi jeden z koeficientt u nezndmych je nenu-
lovy) v n-dimenziondlnim prostoru. MnoZina vSech feseni soustavy m-linedrnich
rovnic o n nezndmych je pak prinikem néjakych nadrovin.

Naproti tomu sloupcovy pohled nam dava geometrickou predstavu, kdy je sou-
stava linedarnich rovnic Ax = b fesitelnd. Je to pravé tehdy, kdyz lze sloupcovy
vektor pravych stran b vyjadrit jako linearni kombinaci sloupcovych vektort ma-
tice soustavy A. Geometricky vyznam této podminky v pripadé soustavy dvou nebo
t¥1 rovnic o dvou nezndmych jsme si ukazali vyse.

2.6. Praktické problémy pfi numerickém ¥eSeni velkych soustav rovnic

2.6.1. Numericka stabilita metody. P¥i feseni soustav lineadrnich rovnic na poditadi ¢asto repre-
zentujeme redlna &isla s néjakou pfedem urlenou presnosti. Takovych &isel, které mizeme reprezentovat
v poditadi pomoci plovouci desetinné ¢arky, je ale pouze kone¢né mnoho, jakkoliv obrovsky ten pocet
je. Mize se prihodit, Ze vysledek néjaké aritmetické operace se dvéma reprezentovatelnymi Cisly uz
reprezentovat nejde a poditac jej musi zaokrouhlit.

Problémem je, ze zaokrouhlovani koeficientd neni ekvivalentni Uprava soustavy. Na konci algo-
ritmu tak sice dostaneme presné reseni, ale jiné soustavy. Otazkou obrovské dilezitosti je, jak moc se
liSi presné feSeni soustavy pozménéné zaokrouhlovanim od presného feseni pivodni soustavy. Témito
otazkami se mimo jiné zabyva numericka linearni algebra. Zakladni poznatek zni, ze Gaussova eliminace
je obecné numericky nestabilni. To znamena, Ze malé zaokrouhlovaci chyby mohou vést k vysledku,
ktery se velmi lisi od spravného.

UvaZujme napfiklad soustavu (v8echny ptiklady v &asti o numerické stabilité jsme prevzali z u&eb-
nice Carl D. Meyer, Matrix Analysis and Applied Linear Algebra, SIAM 2000)

—107% 1|2
1 113 )

( 1 2,0003\7
1,0001° 1,0001)

Pokud pouzijeme aritmetiku s tfemi platnymi ciframi, Gaussova eliminace nam da

-107% 1] 2 -107* 1 2
( 1 1‘3)”( 0 10* 2-104)

a zpétnou substituci dostaneme fedeni (0,2)7, které se od spravného li§i vyznamné v prvni slozce.
Problémem je, Ze jsme pti Gpravé pFi¢itali 10%-nasobek prvniho ¥adku k druhému a &islo 10% je tak
velké, Ze smazZe pro danou soustavu podstatny rozdil mezi koeficientem 1 u proménné x2 a pravou
stranou 3 ve druhé rovnici.

Tomuto problému lIze nékdy predejit tak, ze vzdy pred eliminaci jedné proménné prohodime fadky

tak, aby pivot byl co nejvétsi (v absolutni hodnoté). Tomu se Fika &dste¢nd pivotace. V naSem prikladu
bychom napted prohodili oba Fadky a teprve pak eliminovali prvni sloupec:

—107% 1|2 1 1|3 1 113
1 1]3 —107% 12 0 1]2
Dostaneme tak fedeni (1,2)T, které se rovna spravnému feseni zaokrouhlenému na t¥i desetinna mista.

Lépe to se zaokrouhlovanim na t¥i desetinnd mista nejde.
Castedna pivotace ale nezamezi véem problémim s numerickou stabilitou. P¥ikladem muze byt

soustava
2-10°
3 b

ktera vznikne z predchozi vynasobenim prvni rovnice &islem 10%. Redeni pfi pouziti aritmetiky se tfemi
platnymi ciframi vyjde opét (0,2)7 a &aste¢na pivotace tomuto problému nezamezi (¥adky jsou jiz
od zacatku ve spravném poradi). U tohoto pfikladu je problém ve znaéném rozdilu ve velikosti ¢isel v
prvnim fadku a druhém Fadku.

Témto i dalSim typlm problém( Ize zamezit dplnou pivotaci, pfi niz prohodime pred kazdym
cyklem eliminace zbylé ¥adky a sloupce tak, aby pivot byl co nejvétsi. Uplna pivotace je numericky

jejimz presnym fesenim je

—10 10°
1 1
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stabilni v kazdém p¥ipadé. P¥i prohozeni sloupcli nesmime zapomenout na to, Ze vlastné prohazujeme
proménné. Misto prvni soustavy bychom tak fesili soustavu

1 —107% ]2
1 1 3
Gaussova eliminace se zaokrouhlovanim na tfi platnd mista by probéhla nasledovné:
1 —1074 ]2 1 —107% ]2
1 1 3 0 1 1

a zpétnou substituci bychom dostali 1 = 1 (prohazovali jsme sloupce, tak musime také prohodit
proménné) a xa = 2, coZ je tak blizko presnému ¥eSeni plivodni soustavy, jak je to pfi zaokrouhlovani

na tfi platnd mista mozné.
Prohledavani matice v kazdém cyklu tak, aby byl pivot co nejvétsi, je Casové hodné narocné, proto
se pro feSeni velkych soustav lineadrnich rovnic pouzivaji jiné metody nez Gaussova eliminace.

2.6.2. Spatné podminéné soustavy. Jiny typ problémii ukdzeme na soustavé

0,835 0,667 | 0,168
0,333 0,266 | 0,067 ) °

jejiz fedenim je (1,—1)T.

Pokud ¢&islo 0,067 jen nepatrné zménime na hodnotu 0,066, Fe$eni se zméni na (—666, 834)T.
Diivodem tohoto drastického rozdilu je, Ze pfimky urcené rovnicemi jsou téméF rovnobézné, takze mala
zména jedné z nich mize posunout prisedik daleko od ptlivodniho. V nasem pfikladu se smérnice obou
primek li&i zhruba o 3,6 - 1076.

Soustavam, jejichz feSeni je velmi citlivé na malou zménu koeficientd, Fikdme spatné podminéné.
U Spatné podminénych soustav ndm nepomdtize ani numericky velmi stabilni algoritmus, protoze koefi-
cienty jsou v praxi vétSinou ziskané méfenim, takze jsou zatizené chybou. Pokud je to mozné, snazime
se zménit matematicky model, ktery vedl k soustavé, navrhnout jiny experiment, apod., abychom se
vyhnuli $patné podminénym soustavam.

Nicméné numericka stabilita metody feSeni a Spatnd podminénost Ulohy spolu tésné souvisi —
numerickym FeSenim soustavy linedrnich rovnic nestabilnim postupem mizeme z dobfe podminéné
soustavy vytvorit soustavu Spatné podminénou a zaokrouhlovani vedouci k nepatrné zméné koeficientd
pak vede k naprosto jinému feseni.

Presvédcit se o tom miizeme hned u prvniho ptikladu v ¢asti 2.6.1 o numerické stabilité. V soustavé

s matici
—107% 1|2
1 1|3 ’

sviraji pfimky uréené jednotlivymi rovnicemi dhel pFiblizné 7 /4, tj. 45°, coZ je docela dobrd podminé-
nost. Po prvnim kroku Gaussovy eliminace jsme dostali soustavu

-107% 1 2
0 10* | 2-10% )
ve které rovnice urcuji skoro rovnobézné primky. Drobna zména koeficientil a pravé strany v disledku

zaokrouhlovani pak zptsobila velkou zménu v feseni.
P¥i pouziti ¢astecné pivotace jsme z pivodni soustavy dostali soustavu

1 1|3
0 1]2

a pfimky definované rovnicemi soustavy stale sviraly uhel skoro 7 /4. Proto se ¥feSeni soustavy vlivem
zaokrouhlovani zménilo nepatrné.

Z téchto tvah plyne zasadni pouceni — numericky stabilni metody FeSeni soustav linedrnich rov-
nic by nemély ménit Ghly mezi pfimkami (obecné nadrovinami) definovanymi jednotlivymi rovnicemi
soustavy, méné formalné feceno by nemély zhorSovat podminénost soustavy. V kapitole o skaldrnim
soudinu si ukdzeme, jak toho dosidhnout. Tak jako ve vSem, ani numerickd stabilita neni zadarmo,
numericky stabilni algoritmy pro feSeni soustav linedrnich rovnic mohou byt vypocetné naro¢néjsi nez
Gaussova eliminace.

2.7. Jak dlouho to bude trvat

Mame-li feSit velkou soustavu linearnich rovnic na poditaci, potfebujeme néjakou predstavu, jak
dlouho bude vypodet trvat — vtefinu, den, mésic, do Vanoc? Doba vypocltu samoziejmé zavisi na
konstrukci pocitace. Nicméné jakousi predstavu ndam mize dat odhad poctu aritmetickych operaci,
které je tfeba pFi vypoltu provést.
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Pocet operaci se obvykle udava v jednotce flop, coz je zkratka od floating-point operation pouzi-
vana i v ¢estiné. Kazda z operaci séitani, od¢itani, nasobeni a déleni dvou &isel predstavuje jeden flop.
My budeme radéji pouzivat termin aritmeticka operace. P¥ipadné prohazovani fadkd nepoditame.

Pro zjednoduseni se omezime na FeSeni soustav n linearnich rovnic o n nezndmych, které maji
jednoznaéné feseni. To znamena, Ze mnozina vSech feSeni nemd zadny parametr, neboli ze kazda
proménna je bazova. Po Gaussové eliminaci jsou proto pivoty na mistech s indexy 11, 22, 33, .., nn.
Ve skuteénosti toto je pripad, ktery vyzaduje nejvice aritmetickych operaci.

1 2 n n+l
1 °
2
n .

OBRAZEK 2.14. Rozsitend matice soustavy po Gaussové eliminaci

Zvlast spoéteme pocet aritmetickych operaci nutnych pro Gaussovu eliminaci a zvlast pro zpétnou
substituci. Nékteré kroky vypoctu si mizete doplnit jako cviceni.

P¥i Gaussové eliminaci pouzivdme aritmetické operace pouze v kroku 3. Spoéitame, kolik aritme-
tickych operaci je maximalné treba pro krok 3., tj. pro jeden cyklus Gaussovy eliminace.

Chceme-li vynulovat prvni prvek ve druhém ¥Fadku, musime napfed spoditat podil az2i/ai1, to
je jedno déleni. Pak musime spoé&itat n — 1 souéinl (a21/a11)a1; pro i = 2,3,...,n a jeden soudin
(a21/a11)b1 pro pravou stranu. To je celkem nejvyse n+1 nasobeni/déleni. Maze jich byt méné, pokud
je nékteré z &isel a1; nebo by rovné 0.

Nakonec spocteme n — 1 souétdi —(az21/a11)a1; + az; pro i =2,3,...,n. Pro i =1 jej poditat
nemusime, protoZe pfedem vime, Ze vyjde 0. Nakonec pfiddme jesté jeden soudet —(az21/a11)b1 + b2
na pravé strané. Celkem potfebujeme nejvyse n séitani/od¢&itani.

Dohromady vynulovéni prvku a2; pod pivotem na misté (1, 1) v matici typu n x (n+ 1) vyZzaduje
nejvyse n + 1 nasobeni/déleni a n s¢itani/odéitani. Je-li as;1 = 0, nemusime tyto operace vibec
provadét.

Musime vynulovat vSech n — 1 prvkid v prvnim sloupci pod a11, to znamend, ze na treti krok
Gaussovy eliminace potfebujeme nejvyse

(n—1)(n+1) =n? —1 nasobeni/déleni a (n — 1)n = n? —n s&itani/od&itani .

Druhy cyklus Gaussovy eliminace provadime s matici bez prvniho fadku a nemusime se starat o
prvni sloupec, ktery uz je cely nulovy. Potfebujeme na néj nejvyse

(n —1)%2 — 1 nasobeni/déleni a (n —1)2 — (n — 1) s&itani/odgitani .
Ve tfetim cyklu je to nejvyse
(n—2)2 —1 nasobeni/déleni a (n —2)2 — (n —2) stitani/odgitani, atd.
Posledni cyklus Gaussovy eliminace nuluje prvek pod pivotem na misté (n—1,n— 1) a stoji nas nejvyse
22 — 1 nasobeni/déleni a 22 — 2 stitani/odgitani .

Dohromady tak celd Gaussova eliminace vyzaduje nejvyse
n
Z k? — (n—1) nasobeni/d&leni .
k=2
Nynfi vyuZijeme vzore€ky, jejich ditkaz (matematickou indukci) je ponechén jako cvicent:

2
k=1 4
2

S
N3

n n
E k‘2:?+7+ a
k=1 k=
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Gaussova eliminace vyzaduje nejvyse

3 n2 n TL3 2 5

zn:sz(nfl)="—+—+——1f(nf1)= +
k=2

[ON
v
[e]
o
o
S
X
a
oY
o
S

3 2 6

Pocet operaci +/— je pak nejvyse
n n 3 2 2 3
n n n n n n n
By k=—+—+—-—1——+—-—1)=—— = .
Z Z 3 2 6 2 2 3 3
k=2
Vypocet naro¢nosti Gaussovy eliminace si shrneme do nasledujiciho tvrzeni.

TVRZENI 2.22. Gaussova eliminace rozsitené matice soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmych
vyZaduje nejvyse
n3 2 ™ 2n3
6 3

n
3 2

aritmetickych operaci.

Pro velkd n je prvni ¢len dominantni. Gaussova eliminace soustavy s 10000 rovnicemi o 10000
nezndmych tak vyzaduje zhruba (2/3)1012 ~ (2/3)240 aritmetickych operaci (nebot 103 ~ 210).

Pro odhad naroénosti zpétné substituce si pfipomenme tvar soustavy po probéhlé Gaussové eli-
minaci v pripadé, Ze pivoty jsou na mistech 11, 22, .., nn:

c1121 + c12@2 + €133 + - + Cl,n—1Tn—1 + C1nTn = d1

€222 + 2323 + -+ C2n_1Tn—1 + C2nTn = d2

Cn—1n—1Tn—1 + Cn—1,nTn = dn—1
CnnTn = dn .
P¥i zpétné substituci tak postupné dopoditavame
Ty = c;&dn

-1
Tp—1 = Cnfl,nfl(dnfl - Cnfl,nxn)

—1
T2 = Coq (dQ —€23T3 — " —C2n—-1Tn—1 — C?nxn)
_ -1
T1 = Cqq (d1 — €122 — C13%3 — *** — Cl,n—1Tn—1 — Clnxn)
a to vyzaduje
n 2 n—1 2
n n s ’ v ’ n n vz ’ vz ’
E k= — 4 — nasobeni/déleni a E k= — — — sditani/od¢itani .
k=1 2 2 k=1 2 2

TVRZENI 2.23. Zpétns substituce vyZaduje p¥i FeSeni soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmych
nejvyse n? aritmetickych operaci.

Nyni je vidét, ze pro velkd n je poclet operaci nutnych pro zpétnou substituci zanedbatelny
vzhledem k poétu operaci nutnych pro Gaussovu eliminaci.

Cviceni

1. Najdéte kvadraticky polynom p(z) = az® + bz + ¢, pro ktery plati p(0) = 3, p(1) = 1,
p(2) =2.

2. Dokazte, ze prohozeni dvou radka matice lze docilit zbylymi dvéma elementirnimi
rfadkovymi Gpravami.

7 %z

3. Matematickou indukci podle n dokazte, Ze pro kazdé ¢islo n > 1 plati

n2

n
Zk:1+2+3+"'+”:7+
k=1

|3

4. Matematickou indukci podle n dokazte, ze pro kazdé c¢islo n > 1 plati
3

n
3

M)

o
2

Zk2:12+22+32+'“+n2: +
k=1

SIS
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5. Spoctéte, kolik aritmetickych operaci je nejvyse tfeba pro Gaussovu eliminaci soustavy
m rovnic o n neznamych pro libovolna m, n.

6. Spoctéte, kolik aritmetickych operaci je nejvyse tfeba pro zpétnou substituci pii feseni
soustavy m rovnic o n neznamych pro libovolna m, n.



(1)
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Shrnuti druhé kapitoly

Soustava m linedrnich rovnic o n mezndmych s redlnymi koeficienty je
soustava

1121 + a12%2 + - + A1p Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty, = by

Am1%1 + GmaT2 + -+ + AmpTn = bm .

Soustavy linedrnich rovnic fesime pomoci ekvivalentnich dprav. To jsou
tpravy, které neméni mnozinu vsech feseni soustavy.
Vystacime s ekvivalentnimi upravami tii typt, kterym rikame elementdarni
Upravy:

(i) prohozeni dvou rovnic,

(ii) vynésobeni néjaké rovnice nenulovym ¢islem ¢,
(iii) pficteni t-ndsobku jedné rovnice k jiné rovnici.
Kazdé teseni soustavy linedrnich rovnic s m nezndmymi je usporadand
n-tice (x1,Z2,...,%,) redlnych ¢&isel. Uspofddanou n-tici redlnych cisel
nazyvame aritmeticky vektor nad R s n slozkami. Aritmetické vektory
chapeme jako sloupce cisel, kvili tspore mista je ale zapisujeme také
(21,2, ..,2,)T. Mnozinu viech n-slozkovych aritmetickych vektorti nad
R oznacujeme R”, nazyvame ji také redingy aritmeticky prostor dimenze n.
Aritmetické vektory scitdme po slozkdch

($17x27"'7xn)T+(y1>y27"‘7yn)T:(xl +y17x2+y27"'7xn+yn)T

a ndsobime redlngm cislem také po slozkach
t(xlax% cee 7mn)T - (txl,tIQa s 7txn)T

Postup pri feseni soustavy linedrnich rovnic zapisujeme prehledné pomoci

matic. Matice nad R typu m X n je obdélnikové schéma realnych cisel s

m fadky a n sloupci. Zapisujeme ji symbolicky A = (a;j)mxn, ¢islo a;; je

prvek matice v i-tém radku a j-tém sloupci.

Soustava linedrnich rovnic z bodu (1) urcuje dvé matice. Matice soustavy

je matice koeficienttl u neznamych:

a1 ai2 e QA1n
a21 a2 N a2n
A= (ai ')m><n -
J
aml1 Am2 ... Qmn
Piiddme-li k matici soustavy vektor pravijch stran (by,ba, ..., by,)T, dosta-
neme rozsirenou matict soustavy
aii ai12 e A1n bl
a1 a22 . agn b2
(A[b) =
Am1  Gm2 -+ Qmpn | bm

Elementarnim tpravam soustavy linearnich rovnic odpovidaji elementdrni
radkové upravy rozsifené matice soustavy. Definujeme je ale pro jakoukoliv
matici A a jsou to

(i) prohozeni dvou faddku matice,

(ii) vyndsobeni jednoho z faddki matice nenulovym ¢islem,
(iii) pricteni libovolného ndsobku jednoho faddku k jinému radku.
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Gaussova eliminace je postup, jak kazdou matici prevést do odstupnova-
ného tvaru.

Matice C = (¢ij)mxn je v odstupfiovaném tvaru, pokud v kazdém nenu-
lovém Fadku matice C' je na pocédtku (tj. zleva) vice nul, nez na pocéatku
radku nad nim. Grafické znazornéni matice v odstupnovaném tvaru je

OBRAZEK 2.15. Matice v fddkové odstupiiovaném tvaru

Formélné definujeme, ze matice C' = (¢;;)mxn je v 7ddkové odstupriovaném
tvaru, pokud existuje celé ¢islo r € {0,1,...,m} takové, Ze fadky r +
1,...,m jsou nulové, tadky 1,...,r jsou nenulové, a plati k1 < ky < --- <
k., kde k; je index sloupce, ve kterém je prvni nenulové ¢islo v i-tém
radku.

Prvkim ¢; ,, 1 =1,2,...,r, tj. prvnim nenulovym prvkim v jednot-
livych tadcich, fikdme pivoty.
Gaussova eliminace spoc¢iva v nésledujicich krocich:

1. Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznac¢ime k;. Pokud ta-
kovy sloupec neexistuje, je matice A v radkové odstupniovaném tvaru
(nebot je nulovd), a jsme hotovi.

2. Pokud je a1, = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym radkem 4, ve
kterém je a;r, # 0.

3. Pro kazdé i = 2,3,...,m priteme (—ax,/aix, )-ndsobek prvniho
radku k i-tému radku.

4. Postup opakujeme s matici bez prvniho radku.

Gaussovou eliminaci pfevedeme kazdou matici A = (a;j)mxn do odstup-
niovaného tvaru C' = (¢;;)mxn. Rlznym pouzitim Gaussovy eliminace mi-
zeme dostat rizné odstupnované tvary, nebot v kroku 2. méme moznost
volit index 7. Bez dikazu jsme si fekli, ze pocet nenulovych radki r a in-
dexy k1 < ko < - -+ < k,. z formélni definice odstupnovaného tvaru vyjdou
vzdy stejné, jsou uréené jednoznacné matici A.

Cislo r nazgvéame hodnost matice A a znacime je rank(A). Sloupce s indexy
ki,ks, ..., k. nazyvame bdzové sloupce matice A.

Soustavu linedrnich rovnic fesime ve trech krocich. Eliminacnid fdaze spociva
v prevedeni rozsirené matice soustavy do odstupnovaného tvaru Gausso-
vou eliminaci. Je-li sloupec pravych stran bazovy sloupec rozsirené matice
soustavy, nema soustava reSendi.

Pokud sloupec pravych stran neni bazovy, nasleduje zpétnd substituce. Na-
pred urcime bdzové proménné zy,,Tk,,...,Tk,, zbyvajici proménné jsou
volné promeénné a jejich hodnoty muzeme zvolit libovolné. Poté odzadu
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postupné spocteme hodnoty bazovych proménnych zy, .,z ,,..., %1 po-
moci volnych proménnych.
(17) Nakonec zapiSeme mnozinu vSech FeSeni soustavy v parametrickém tvaru

u+thvp: t, € R pro kazdé p € P
pEP

pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory u a v,, p € P, kde P je mno-
zina index® volnych proménnych-parametrii. Kazdé volné proménné z,
odpovid4 jeden vektor v,,.

(18) Reseni soustavy linedrnich rovnic lze chapat geometricky dvéma riiznymi
zpusoby. Mnozina vSech TeSeni soustavy je prunik mnozin feseni jednotli-
vych rovnic. Mnozina vsech feseni jedné linedrni rovnice o n neznamych je
nadrovina, tj. ,rovny ttvar* dimenze n—1 v prostoru R dimenze n. To v
pripadé, ze aspon jeden z koeficientt u neznamych je nenulovy. V trivial-
nim pripadé, kdy jsou vSechny koeficienty u nezndmych nulové, je mnozina
vSech Teseni bud prazdna nebo cely prostor R™. Pokud soustava lineadrnich
rovnic obsahuje aspon jednu netrividlni rovnici, je mnozina jejich Teseni
prunikem nadrovin.

(19) Pro sloupcovy pohled na feSeni soustavy linedrnich rovnic potfebujeme kli-
covy pojem linearni kombinace. Jsou-li uj,ug, ..., u, aritmetické vektory
nad R s m slozkami a aq,as,...,a, redlna c¢isla, pak linedrni kombinaci
vektord uy, g, ..., u, s koeficienty ay,as,...,a, nazyvame vektor

ajuy + asuy + - - - + ayu, € R™ .

(20) Reseni soustavy linearnich rovnic (A|b) spoéiva v nalezeni viech moznych
linedrnich kombinaci sloupcovych vektort aj,as,...,a, matice soustavy
A, které se rovnaji vektoru pravych stran b. Soustava je tedy Tesitelna
pravé tehdy, kdyz sloupec pravych stran lze vyjadrit jako linedrni kombi-
naci sloupcovych vektorid matice soustavy.

(21) Resime-li soustavu linearnich rovnic na podéitadi, je tfeba mit na paméti,
7e v pocitaci 1ze ulozit presné pouze konecné mnoho cisel. Muze se stat,
ze pri nékterych krocich vypoctu je nutné vysledky zaokrouhlit, aby se do
pocitace ,, vesly“. Zaokrouhlovani koeficient ale neni ekvivalentni iprava.
Pocita¢ nam sice da néjaké reseni, je to ale feSeni jiné soustavy. Numerickd
stabilita, tj. vztah mezi presnym Fesenim a TeSenim ziskanym na pocitaci,
je zakladnim problémem numerické linedrni algebry.

(22) Nékteré soustavy maji jinou nepfijemnou vlastnost - drobnd zmeéna nékte-
rého koeficientu nebo prvku na pravé strané zpusobi velkou zménu Teseni.
Takovym soustavam se rika spatné podminéené. Pokud koeficienty soustavy
ziskavame mérenim, tak se na reseni Spatné podminéné soustavy nelze vi-
bec spolehnout. Tento problém nelze odstranit ani numericky velmi sta-
bilnim algoritmem.

(23) Pro hruby odhad doby, jakou bude trvat feseni velké soustavy linedrnich
rovnic o mnoha nezndmych na pocitaci, je dobré odhadnout pocet arit-
metickych operaci, které vypocet vyzaduje. Gaussova eliminace soustavy
n linedrnich rovnic o n nezndmych potiebuje nejvyse (2/3)n® operaci.
Zpétna substituce jich potfebuje nejvyse n2. Pro velkd n je ¢asova naroc-
nost zpétné substituce zanedbatelna.

Klicové znalosti z druhé kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednéasek s pochopenim
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Aritmetické vektory a pocitani s nimi.

Pojem linedrni kombinace vektort.

Matice, zejména védét Ze prvek a;; lezi v i-tém fadku a j-tém sloupci.
Definice radkové odstupnovaného tvaru matice.

Fakt, ze Gaussova eliminace prevede kazdou matici do fddkové odstuprio-
vaného tvaru.

Umét tesit soustavy linedrnich rovnic a vyjadrit mnozinu vsech reseni v
parametrickém tvaru.

Rozumét radkovému a sloupcovému pohledu na feseni soustavy linearnich
rovnic.



KAPITOLA 3

Télesa

Cil. Studiem vlastnosti redlnych cisel, které pouzivame pri reseni
soustav linedrnich rovnic, dojdeme k pojmu télesa. UkdZeme si
nékolik duleZitych prikladi téles.

3.1. Motivace

V minulé kapitole jsme tesili soustavy linedrnich rovnic nad redlnymi ¢isly (t;].
s redlnymi koeficienty). Zcela stejny postup lze vyuZit pro Feseni soustav linedrnich
rovnic nad jinymi obory, napriklad komplexnimi ¢isly. Pomoci detailni analyzy te-
Seni jednoduchych rovnic si uvédomime, jaké vlastnosti pocitani s redlnymi ¢isly
nam umoznuji takové rovnice fesit.

Zamysleme se nejprve jaké vlastnosti realnych ¢isel vyuzivame pii feseni rovnice
T + a = b, konkrétné tieba

r+11=18 .

Snazime se odhlédnout od toho, zZe feSeni okamzité vidime a Ze nékteré vlastnosti
realnych c¢isel jiz pouzivame zcela automaticky.

Vétsina z nas by na tomto misté navrhla odecist od obou stran ¢islo 11. My
se budeme snazit vystacit se dvémi zakladnimi operacemi, s¢itdnim a ndsobenim.
Ostatni operace, jako od¢itdni a déleni, budeme povazovat za odvozené. Proto k
obéma stranam radéji pricteme ¢islo —11. Protoze jsme zapomnéli na komutativitu
s¢itani, musime se domluvit, z které strany pri¢itame. V nasem piipadé potiebujeme
pric¢ist zprava. Dostavame

(x4 11)+ (—-11) = 18 + (—11) .
Dalsim krokem je prezavorkovani levé strany a vypocet souétu na pravé strané:
x4+ (114 (-11) =7 .
Ted mizeme zavorku vypocitat:
r+0=7.
Nakonec vyuzijeme skutecnosti, ze © + 0 = x a dostavame
x=7.

Pri feseni rovnic typu x + a = b tedy vyuzivame asociativitu s¢itani, existenci
neutralniho prvku a existenci opacnych prvku. Presnéji feceno, vyuzivame nasledu-
jici vlastnosti:

(S1) (,asociativita s¢itdni*) Pro libovolnd é&isla a,b, ¢ € R plati
(a+b)+c=a+(b+c) .

(S2) (, existence nulového prvku“) Existuje ¢islo 0 € R takové, ze pro libovolné
a € R plati
0O+a=a+0=a .
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(S3) (,existence opacného prvku“) Pro kazdé a € R existuje b € R takové, Ze
a+b=b+a=0.
Takové b znac¢ime —a.
Pointa je v tom, ze kdykoliv mame na néjaké mnoziné binarni operaci + s témito
vlastnostmi, pak muzeme na fesen{ rovnic typu  + @ = b (nebo a + z = b) pouzit

zcela stejny postup. Bindrni operaci se rozumi jakékoliv zobrazeni, které kazdé
usporadané dvojici prvka z T' jednoznacné priradi prvek 7.

DEFINICE 3.1. Bindrni operaci na mnoziné T' rozumime zobrazeni z T x T' do

T.

Je-li @ bindrni operace na T, pak jeji hodnotu na dvojici (a,b) zapisujeme
vétsinou a @ b, misto ®(a, b), nebo formélné jesté spravnéjstho &((a,d)).

Vsimnéte si, ze a @ b musi byt definované pro kazdou dvojici a,b € T a ze
vysledek operace je opét prvek T'. Pokud mé @ vlastnost (S1), pak ve vyrazech typu
a1 ®as ® -+ @ a, nemusime psat zavorky, protoze kazdé smysluplné uzavorkovani
dé stejny vysledek (dikaz je technicky docela niroény, nebudeme jej providét).
Obecné vSak nemuizeme beztrestné prohazovat poradi.

Piiklady mnozin a operac{ spliiujici (S1), (S2), (S3) jsou

T =7 a + je bézné scitani.
e Podobné T'=Q (nebo T'=R, nebo T'= C) a + je béZné séitani.
e Vétsim prikladem je mnozina vSech redlnych funkci redlné proménné s
operaci sCitani funkei.
e Naopak velmi malym piikladem je T = {0,1} s operaci @ definovanou
060=1®91=0a0pl=100=1.
e Zcela odlisnym prikladem pak je mnozina vSech permutaci na néjaké pevné
mnoziné s operaci o skladani permutaci. Tento priklad se od predchozich
lis{ v tom, Ze operace neni komutativni (tj. nespliiuje a o b = bo a).
Vratme se nyni k problému, které vlastnosti redlnych ¢isel vyuzivame pri feseni
soustav linearnich rovnic. Uvazujme rovnici typu a - + = b, napiiklad 3 - x = 12.
Postup feseni je nasledujici.

3-x=12

371 .3-2)=3""-12
(371.3).2=4
1l-x2=4
r=4.

Vsimnéte si, ze postup je velmi podobny postupu na feseni rovnice x+a = b. Rozdil
je v tom, ze misto operace + pracujeme s operaci -, misto 0 pouzivame prvek 1 a
misto —x pouzivdme x~'. Vlastnosti -, které vyuzivame, jsou proto velmi podobné
vlastnostem (S1), (52), (S3) s jednim dulezitym rozdilem — obdoba vlastnosti (S3),
coz je existence inverzniho prvku, plati pouze pro nenulova ¢isla. Pouzité vlastnosti
jsou nasledujici.
(N1) (,asociativita ndsobeni*) Pro libovolnd ¢isla a, b, c € R plati
(a-b)y-c=a-(b-c) .

(N2) (,existence jednotkového prvku®) Existuje ¢islo 1 € R takové, Ze pro libo-
volné a € R plati
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(N3) (,existence inverznfho prvku®) Pro kazdé a € R takové, Ze a # 0, existuje
b € R takové, ze
a-b=b-a=1.
Takové b znac¢ime a~!.

Pri elementarnich apravach soustavy linearnich rovnic pouzivame jesté dveé dalsi
vlastnosti. Ty lze vidét napiiklad z iprav, které automaticky pouzivame, pric¢itame-
li 2-ndsobek rovnice x+3y = 10 k rovnici (—2)z+4y = 15. V tpravéch jiz vyuzivdme
(S1) a (N1), takze nepiSeme zavorky.

2(x+3y)+ (-2)z+4y=2-10+15
204+2-3y+ (-2)x+4y =35
21 + 6y + (—2)x + 4y = 35
2z 4 (—=2)z + 6y + 4y =35
2+ (=2)r+(6+4)y =235

0z 4+ 10y = 35
0+ 10y =35
10y = 35 .

Kromé jiz formulovanych vlastnosti jsme vyuzili tyto:

(D) (,,oboustrannd distributivita®) Pro libovolna éisla a, b, ¢ € R plati

a-(b+c)=a-b+a-c a (b+c¢)-a=b-atc-a .

(S4) (,, komutativita s¢itdni“) Pro libovolna ¢isla a,b € R plati

a+b=b+a .

Jesté jsme vyuzili, ze 0 - x = 0. Pozdéji vsak ukazeme, ze tento vztah plyne ze
zbylych vlastnosti.

Shrneme-li vsechny doposud zformulované vlastnosti, dostaneme pojem neko-
mutativniho télesa. Nikde jsme totiz nevyuzili komutativitu ndsobeni a soustavy
linearnich rovnic Ize Gaussovou eliminaci Tesit i nad nekomutativnimi télesy, jen
bychom se museli dohodnout, zda koeficienty v rovnicich budeme psat zleva nebo
zprava. Rovnice axz = b totiz mize mit jiné fesSeni nez rovnice za = b. Dllezitym
prikladem nekomutativniho télesa je téleso kvaterniond, o kterém se zminime na
konci kapitoly.

My ale budeme pracovat s télesy, kde nasobeni je komutativni, proto do definice
télesa tuto vlastnost pridame. Tim padem staci vyzadovat jen jeden z distributiv-
nich zdkonu a muzeme také zjednodusit vlastnosti (S2), (S3), (N2) a (N3). Jesté
pridame tzv. axiom netriviality, tj. pozadavek ze téleso ma alespon 2 prvky. Jed-
noprvkovou mnozinu totiz za téleso nechceme povazovat.

3.2. Definice télesa
DEFINICE 3.2. Telesem T rozumime mnozinu 7" spolu s dvéma bindrnimi ope-
racemi 4+, - na T, které splnuji nasledujici axiomy.
(S1) (,asociativita s¢itdni“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati
(a+b)+c=a+(b+c) .

(S2) (,existence nulového prvku*) Existuje prvek 0 € T takovy, ze pro libovolné
a € T plati
a+0=a .
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(S3) (,existence opa¢ného prvku“) Pro kazdé a € T existuje —a € T takové,

v

ze
a+(—a)=0.

(S4) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b € T plati
a+b=b+a .

(N1) (,asociativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati
(a-b)-c=a-(b-c) .
(N2) (,existence jednotkového prvku“) Existuje prvek 1 € T takovy, Ze pro
libovolné a € T plati
a-l=a .
(N3) (,existence inverznfho prvku*) Pro kazdé 0 # a € T existuje a=! € T
takové, ze
a-a”t=1.
(N4) (, komutativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b € T plati
a-b=b-a .
(D) (,distributivita®) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati
a-(b+c)=a-b+a-c.
(= T) (,netrivialita®) |T'| > 1.

Prvek 0 z axiomu (S2) téz nazyvame neutrdlni prvek vzhledem k operaci + a
prvek 1 z axiomu (N2) je neutrdlni prvek vzhledem k operaci - . V nésledujicim
tvrzeni ukazeme, zZe oba neutralni prvky jsou urcené jednoznacné. Tyto jednoznacné
urcené prvky pak vystupuji v axiomech (S3) a (N3).

Formulace (S3) mtze byt trochu matouci. Pfesnéji bychom méli fict, Ze pro
kazdé a € T existuje b € T takové, ze a + b = 0, a poté libovolné takové b oznacit
—a. V nésledujicim tvrzeni dokazeme, ze b = —a je pro dané a urceno jednoznacné.
Podobné pro inverzni prvky.

Stejné jako je bézné u redlnych Cisel, budeme soucin a-b casto zapisovat jako
ab. Také budeme dodrzovat konvenci, Ze ndsobeni ma prednost pred scitdnim. Déale
definujeme

a—b=a+(-b) a %zalfl .

Téleso je zadané mnozinou 7" a urc¢enim dvou bindrnich operaci 4+ a - na
mnoziné T'. Samotna mnozina téleso neurcuje. Rovnéz poznamenejme, Ze vzhledem
k definici bindrn{ operace (definice 3.1) musi byt a+b a ab definované pro kazdou
dvojici prvkt a,b € T a vysledek musi lezet v mnoziné T

Piikladem télesa je mnoZina raciondlnich (nebo realnych nebo komplexnich)
¢isel spolu s béznymi operacemi. Mnozina celych ¢isel spolu s béznymi operacemi
téleso netvori kvili axiomu (N3). D¥{ve neZ se podivame na dalsi ptiklady, dokdzeme
nekolik jednoduchych vlastnosti, které maji vSechna télesa.

TvRzENI 3.3. V kazdém télese T plati

(1) nulovy prvek je urceny jednoznacne,

(2) rovnice a + x = b md vidy prdvé jedno Tesent, specidlné opacny prvek —a
je prokem a € T wurceny jednoznacneé,

(3) jednotkovy prvek je urceny jednoznacné,

(4) rovnice ax = b, a # 0, md vidy prdvé jedno vesend, specidlné prvek a1
inverzni k proku 0 # a € T je prvkem a urceny jednoznacneé,

(5) 0a =0 pro libovolny prvek a € T,

(6) je-li ab=0, pak a =0 nebo b =0,
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(7)

(8) z rovnostia+b=a+c plyne b =c,

(9) z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0 vypljvd b = ¢,
10)

DUKAZ. (1) Ptedpokladejme, ze 0 a 0’ jsou prvky, pro které a +0 = a = a + 0’ pro
libovolné a € T. Pak plati

0=0+0=0+0"=0".

V prvni rovnosti jsme vyuZili, Ze a = a + 0 pro libovolné a (vyuZili jsme to pro a = 0'), ve
druhé rovnosti vyuzivime komutativitu s¢itani — axiom (S3) — a ve tfeti rovnosti vyuzivame,
Ze a4+ 0" =a (pro a =0).
Tedy 0’ = 0, coz jsme chtéli dokazat.
(2) Vezmeme libovolné a,b € T a ptedpokldddme, 2e z € T i 2’ € T spliivjia+x = b a
a + x' = b. P¥i¢teme k ob&ma strandm rovnosti a + * = a + z’ libovolny pevné zvoleny
opaény prvek —a k a, pouZijeme asociativitu s¢itani a axiomy (S3),(S4) a (S2). Dostavame

at+z=a+2a
(—a)+ (a+ ) = (—a) + (a + )
(o) +a) +2=((-a) +a)+’
0O+z=0+2"

r =

Tvrzeni o jednoznacnosti opacného prvku dostaneme volbou b = 0.
(3) Obdobné jako (1)
(4) Obdobné jako (2)
(5) Pro libovolné a mame uZitim (D)

0a 4+ 0a = (04 0)a = 0a .

Rovnice Oa + z = Oa m4 tedy feSeni z = Oq, ale také x = 0 podle axiomu (S2). Z bodu
(2) nyni vyplyva O0a = 0.
(6) Predpokladejme, Ze ab = 0 a a # 0, a dokdZeme, Ze b = 0. Rovnice az = 0 mj Fedeni
z = b a také = 0 podle pfedeslého bodu a axiomu (N4). Takze 0 = b podle bodu (4).
(7) Je tieba ukazat, Ze (—1)a je opa&ny prvek k a. Pak tvrzeni plyne z jednoznaénosti opaéného
prvku (bod (2)). Skute¢né

a+(-1l)a=1la+ (-1)a=(1+(-1))a=0a=0,

kde jsme vyuzili (N2), (D), (S3) a bod (5).
(8) Rovnice a +x = (a + ¢) méa FeSeni z = c (zfejmé) a z = b (podle predpokladu). Z bodu
(2) plyne b =c.
(9) Podobné jako predesly bod.
(10) Pokud 0 = 1, pak vynasobenim obou stran libovolnym ¢&islem a a uzitim (5) a (N2)
dostaneme 0 = Oa = la = a. Tedy kazdy prvek je roven nulovému, takze |T'| = 1.
O

Dalsi spole¢né vlastnosti vSech téles jsou ve cvicenich.

3.3. Télesa Z,

Dilezitym piikladem téles jsou télesa Z,, kde p je prvocislo. Tato a jind kone¢nd
télesa se pouzivaji naptiklad v informatice pti ndvrhu kodu, které umoznuji spoleh-
livy pfrenos informace kanalem se sumem, nebo pii navrhu rychlych algoritmu pro
pocitani s celoc¢iselnymi polynomy.
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3.3.1. Déleni se zbytkem. Pocitani v télesech Z, je zalozené na déleni se
zbytkem. Nésledujici tvrzeni shrnuje to, co jste se naucili uz na prvnim stupni
zékladni gkoly.

TVRZENT 3.4. Pro kazdé prirozené ¢islon € N a kaZdé celé ¢islo a € 7 existuji
jednoznacné urdéend ¢isla q € Z ar €{0,1,2,...,n — 1} takovd, Ze plati

a=nqg+r .

Rovnost a = ng + r muzeme také chapat jako zkousku, kterou ovérujeme, ze
spocitany celociselny podil a zbytek pti déleni a ¢islem n jsou spravné.

PRIKLAD 3.5.
12:5 =2, zbytek 2, nebot 12=5-242
—32:7= -5, zbytek 3, mnebot —32=7(-5)+3
62:8=17, zbytek 6, nebot 62=8-7+6 .
A

Tvrzeni 3.4 dokazovat nebudeme. Z prvniho stupné zakladni skoly dokonce
znate algoritmus, jak ¢isla ¢ a r spocitat. Pro nas bude dilezité ¢islo r, kterému
tikdme zbytek pri déleni cisla a cislem n, a budeme jej oznacovat

amodn .

3.3.2. Modularni pocitani. Libovolnd dvé celd ¢isla a,b muZzeme secist a
vynasobit modulo n:

a®b=(a+b)modn, a®b=(a-b)modn .

Na levych strandch jsou nové definované operace moduldrniho s¢itani a nasobeni,
které definujeme, a na pravych stranach jsou bézné operace v Z. Vysledkem operace
a®b je zbytek pri déleni bézného souctu a + b ¢islem n. Podobné moduldrni soucin
a ® b je zbytek pri déleni bézného soucinu ab c¢islem n. Napiiklad pri pocitani
modulo 5 plati

194=0,304=2,202=4,203=1,303=4,708=1,...

Zbytek pfi déleni ¢&islem n je vzdy v mnoziné {0,1,...,n — 1}. Tuto ,,mno-
zinu moznych zbytkl pfi déleni ¢islem n“ budeme oznacovat Z,. Nadale budeme
predpokladat n > 2, aby mnozina 7Z, méla aspon dva prvky.

Bézné scitani celych cisel je komutativni, plati

a+b=b+a

pro libovolna dvé ¢isla a,b € Z. Proto se také rovnaji zbytky pii déleni obou ¢isel
¢islem n € N:

(a+b)modn=(b+a)modn |,
coz dokazuje rovnost a ® b = b @ a. S¢itani modulo n je tedy komutativni. Zcela
stejné ovérime komutativitu nasobeni modulo n.
noduché pomocné tvrzeni, Ze pii moduldrnim séitdni (nebo ndsobeni) se vysledek
nezméni, pokud kterykoliv ze s¢itanct (nebo ¢initeltl) nahradime éislem se stejnym
zbytkem modulo n.

LEMMA 3.6. Pro libovolné prirozené cislo n a celd cisla a, b, d takovd, Ze a mod
n = d mod n, plati pri pocitini modulo n rovnosti
(1) adb=da,
(2) a®b=doOb .
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DUKAZ. ProtoZe modularni s¢itani a nasobenf je definovano pomoci zbytkii modulo n, ozna&ime
sir =amodn =dmodn as=>bmod n. Existuji tedy celd &isla u, v, w, pro kterad plati

a=nu+r, d=nw+r, b=nv+s.
(1) Pak plati
at+b=(nu+r)+ (nv+s)=nut+v)+(r+s) .

Nyni najdeme zbytek ¢t € {0,1,...,n — 1} pfi déleni &isla r 4+ s &islem n. Pro zbytek ¢
plati rovnost (r + s) = ng +t, kde ¢ je néjaké celé &islo. Po dosazeni do posledniho vyrazu
predchoziho vypoctu dostaneme

a+b=n(u+v)+ (r+s)=n(u+v)+ (ng+1t)
=n(ut+v+q +t,
coz dokazuje, ze a ® b = (a + b) mod n = t. Stejné tak z
d+b=(nw+7)+ (nv+s)=n(w+v)+ (r+s)
=n(w+v)+ (ng+t)=n(w+v+q)+t

plyneddb=tatedydb=t=adb.
(2) V pripadé nasobeni oznaéime t = (rs) mod n, coz znamena, ze rs = nq+t pro néjaké celé
Cislo q. Pak spocteme

ab = (nu + 7)(nv + s) = n%uv + nus + nur +rs
=n(nuv + us + vr) + (ng+t) = n(nuv + us +vr +q) + ¢
a tedy a ©® b = (ab) mod n = t. Rovnéz
db = (nw + r)(nv + ) = n(nwv + ws + rv) + (rs)
=n(nwv+ws+rv+q)+t,
coz dokazuje rovnost d b=t =a ®b.
O

vvvvv

modulo n lze jakykoliv s¢itanec nebo c¢initel nahradit jeho zbytkem modulo n a
vysledek se nezméni.

PRIKLAD 3.7. Budeme poéitat modulo 3:
(5870422)® (71240 128) = (202)®(162)=1®2=0 .
Pokud stejny vypocet déldme modulo 7, dostaneme
(5870 422) @ (7240 128) = (602)®(302)=5d6=4 .
A

Lemma 3.6 mtzeme také pouzit k dikazu obecnych vlastnosti pocitani mo-
dulo n. Z definice a®b = (a+b) mod n totiz plyne, Ze obé ¢isla a®b = (a+b) mod n
a a+b (bézné séitdni) maji stejny zbytek modulo n. Pro libovolnd tfi celd ¢isla a, b, ¢
proto plati

(a®b)@c=(a+b)dc=((a+b)+c¢c) modn ,
v druhé rovnosti jsme pouzili definici s¢itani modulo n. Cely vypocet l1ze proto pro-
vést pomoci bézného s¢itani celych Cisel a teprve na konci spocitat zbytek modulo n.
Stejné tak plati

a®bdc)=a®(b+c)=(a+ (b+c)) modn .

Vzhledem k tomu, ze bézné s¢itani celych cisel je asociativni, plyne odtud také
asociativita modularntho scitani:

(a®b)dc=ad (bdec) .
Zcela stejné ovérime asociativitu modularniho ndsobent:

(a®b) ®c=((ab)e) mod n = (a(be)) modn=a® (b® c)
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a distributivitu:
a®(bdc)=(alb+c)) modn=(ab+ac)modn=(a®b)D(a®c) .

Nulovy prvek pro s¢itani modulo n neexistuje. Prirozenym kandidatem je ¢islo
0, nicméné pro kazdé a € Z plati

a®0=(a+0)modn=amodn € Z,=1{0,1,...,n—1}

a odtud dostavame, ze a & 0 = a pravé kdyz a = a mod n a to nastane pravé kdyz
a € Zy,. 7 analogického duvodu neni ani ¢islo 1 jednotkovym prvkem pro nasobeni
modulo n, nicméné pro kazdé a € Z,, plati a ® 1 = a.

Omezime-li s¢itdni a ndsobeni modulo n na prvky mnoziny Z,, = {0,1,...,n—
1}, bude vysledek obou operaci také v Z,,. S¢itdni a ndsobeni modulo n jsou proto
binarni operace také na mnoziné Z,,. Pravé jsme si ukazali, ze pro kazdé a € Z,
plati a @0 = a = a ® 1, pro sc¢itdni a ndsobeni modulo n na mnoziné Z,, nulovy a
jednotkovy prvek existuji. Zbyva vyjasnit existenci opac¢nych a inverznich prvki.

Pro kazdy nenulovy prvek a € Z,, plati n — a € Z,,, a protoze

a®(n—a)=nmodn=0,

je prvek n — a opaény k prvku a. Vzhledem k tomu, ze 0 & 0 = 0, je nulovy
prvek opacny k sobé samému. Opacny prvek proto existuje ke kazdému a € Z,.
Oznacime jej ©a. Pro kazdé a € Z,, ale plati rovnost (6 a) mod n = (—a) mod n.
Podle lemma 3.6 tak muZzeme pfi modularnim pocitani také kazdy vyskyt prvku
6 a nahradit béznym opacnym prvkem —a a vysledek se nezméni.

PRIKLAD 3.8. Budeme poditat modulo 6:
3210 (©223)0 115 =3210(-223)® (©115) =305® (-115) =3®5=2 .
A

vvvvvv

se ji podrobné&ji zabyvat za chvilku. Dosavadni poznatky si shrneme v néasledujicim
tvrzeni.

TVRZENI 3.9. Pro kaZdé pTirozené c&islo n > 2 jsou operace scitdni a ndsobeni
modulo n bindrni operace na mnoziné Z, = {0,1,...,n — 1} a spliuji vsechny
aziomy télesa s vyjimkou axiomu (N3) o existenci inverzniho prvku ke kaZdému
nenulovému prvku a € Z,.

3.3.3. Existence inverznich prvkua v Z,. Nadéle budeme pfi poc¢itani mo-
dulo n pouzivat bézné oznaceni operaci -+, —, -, pricemz budeme - obvykle
vynechédvat. Skutecnost, ze poc¢itdme modulo n je ddna sdélenim, Ze pocitame v
L.

Zkusime zjistit, existuje-li v Zs inverzni prvek k prvku 2. Udélame to zkusmo,
spocteme vSechny souciny 2x pro x € Zs.

Zjistili jsme, ze v Z3 je 2 inverzni prvek k 2. A protoze v Zs plati také 1-1 =1
(coz plati v kazdém Z,,), nasli jsme inverzni prvek ke kazdému nenulovému prvku
a € Zs. To znamend, Ze pocitini v Zz splituje i axiom (N3) a Z3 je téleso.

Zkusime stejnym zplusobem najit inverzni prvek ke 2 v Zy4:

z [0|1]2)3
20 [0[2[0]2

2
0
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K c¢islu 2 tedy v Z,4 inverzni prvek neexistuje a Z,4 proto neni téleso. Jiny divod,
pro¢ Z4 neni téleso spociva také v rovnosti 2 - 2 = 0, protoze v libovolném télese
musi byt sou¢in dvou nenulovych prvki rtizny od 0 - viz vlastnost (6) v tvrzeni 3.3.
Na zakladé posledniho argumentu miizeme ihned dokazat nasledujici tvrzeni.

TVRZENI 3.10. Je-lin > 2 sloZené ¢islo, pak Z,, s operacemsi s¢itdni a ndsobeni
modulo n neni teleso.

DUKAZ. Protoze predpokladdme, Ze n je slozené &slo, miiZeme jej napsat jako
bézny soucin n = ab, kde obé ¢isla a, b jsou kladna, nenulova, a mensi nez n. Patii
proto do Z,. Pro jejich soué¢in modulo n pak plati ab = n mod n = 0. Pocitani v
Z,, tak nemd vlastnost (6) v tvrzen{ 3.3, kterd musi platit v kazdém télese, a proto
Z., télesem neni. [l

Zkusime-li presto najit v Z, inverzni prvek k 3, vyjde

z [0]1]2]3
3z|0]3]2]1

Inverzni prvek k 3 v Zy existuje. Cislo 2 je jediny nenulovy prvek v Zy, ke
kterému inverzni prvek neexistuje.
Pokroc¢ime dale k Zs:

z [0]1]2]3]4 z | 0|
2c[0[2]4]1[3 4z [0

V Zs proto plati 2-3 =1a4-4 =1, a protoze také 1 -1 = 1, inverzni prvky
existuji ke vsem nenulovym prvkum Zs a Zs proto télesem je. Télesa Z3 a Zs jsou
specialnim pripadem konecnych téles popsanych v nasledujici véte.

VETA 3.11. Pro libovolné prvocislo p je mnoZina Z, spolu s operacemi scitdni
a ndsobeni modulo p téleso.

DUKAZ. Z tvrzeni 3.9 uZ vime, e Zj, spliiuje viechny axiomy télesa s vyjimkou axiomu (N3).
Myslenka diikazu existence inverznich prvkii v Z;, vychazi z pozorovani, ze ve vSech dosud uve-
denych prikladech, kdy inverzni prvek k nenulovému a € Z,, existoval, bylo zobrazeni

T ax : Lp — Lin

vzajemné jednoznacné. Jako prvni krok diikazu ukazeme, ze v pfipadé Zy, kdy p je prvocislo, je pro
kazdy nenulovy prvek a € Z, toto zobrazeni prosté.

Pokud pro néjaké dva prvky =,y € Z, plati, Ze ax = ay v Zp, maji oba (bézné) soudiny az a ay
stejny zbytek 7 pFi déleni prvolislem p. Existuji tedy cela ¢isla u, v, pro kterd plati

ar=pu+7r a ay=puv+r7r .

Odeétenim rovnosti dostaneme a(z — y) = p(u — v). Z této rovnosti plyne, Ze prvodislo p déli (bézny)
soudin a(x — y). ProtoZe je to prvodislo, musi délit aspoh jednoho z &initelii a nebo x — y. Cislo a
délitelné prvodislem p byt nemize, nebot a € {1,2,...,p — 1}. Prvodislo p tedy déli rozdil z — y.
Protoze z,y € Zp = {0,1,...,p — 1}, pro absolutni hodnotu |z — y| plati 0 < |z — y| < p. Jedinou
moznosti délitelnou p je tedy |z — y| =0 a proto z = y.

Zobrazeni

T ax: Lp — Ly

je tedy prosté. ProtoZze je mnozina Zj, konecna, je zobrazeni x — ax také na celou mnoZzinu Zj. Proto
existuje x € Zy takové, Ze v Zy plati ax = 1. O
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PRIKLAD 3.12. V télese Zs mame
171 =1,2"1=3 3 1t=2 41=4.
V télese Z7 je
17'=1,2"1=4,31'=541=251=361=6.

Inverzni prvky jsme nagli zkusmo, napiiklad v télese Zs plati 27! = 3, protoze
2 -3 = 1. Uvedeme nékolik snadnych pozorovani, kterd usnadni praci. Kazdé z nich
ovérte na uvedenych prikladech.

V kazdém télese plati 171 =1 a také (—1)7' = —1. Tedy v Z, je (p—1)"! =
(p— 1), protoze —1 = p — 1 (éti ,opaény prvek k 1 je p — 1*). Podle cvideni 3. na
konci této kapitoly je (—a)~! = —(a™1), takZe zname-li inverzn{ prvek k a, mtizeme
téz urcit inverzni prvek k —a = p — a. Podle stejného cviceni je inverzni prvek k
inverznimu prvku ptvodni prvek, tj. vime-li, ze b = a~ !, pak a = b~!. A

PRIKLAD 3.13. V télese Z; plati
-3 4
— =-=4.-5'=4.3=5.
5 5
Vyuzili jsme 57! = 3, coz jsme nahlédli v predchozim piikladu. Alternativné se lze
primo zeptat jakym Cislem je v Z; tfeba vynasobit 5, abychom dostali 4. Jesté jinak
miuzeme pocitat
-3 4
—=—=-2=5.
5 -2
Poznamenejme, Ze zatimco v télese redlnych (nebo raciondlnich) ¢éisel je 4/5
¢islo, v télese Z7 jde o vyraz ,4 déleno 5. Takové vyrazy by se ve vysledcich

prikladt nemély objevovat, protoze jdou jesté dopocitat. A

Nez se pustime do feseni soustavy linedrnich rovnic s koeficienty v Z,1 v nasle-
dujicim prikladu, pfipravime si tabulku inverznich prvkua v télese Zq1:

v [112]3]4]5/6]7]8]9]
e [L[6[4]3]0]2]8]7]5]

PRIKLAD 3.14. V télese Zy; vyfesime soustavu linedrnich rovnic s matici

2 41 2 103
41 3 8 617
75 0 2 6|8

0
0

6178191
218|751

Soustavu prevedeme do odstupnovaného tvaru.

2 41 2 103 2 41 2 103
41 38 6|7 |~104 14 8|1 |~
7 5 0 2 6|8 0 2 2 6 4|3
2 41 2 103 126 1 5|7
~1 0414 8|1 |~(013 1 2|3
00 7 4 018 0 0 1 10 0|9

V prvni dpravé jsme 9-nasobek prvniho fadku pricetli ke druhému a 2-nésobek
prvniho fadku jsme pricetli ke tretimu.

Jak jsme prisli napiiklad na ¢islo 9 pii nulovan{ pozice (2,1)? Jednou moznost{
je spocitat (—4)27! = 7.6 = 9. Pro mald télesa, zejména Zs,Z3, Zs, Z7, je asi
nejrychlejsi urcit potiebné ¢islo zkusmo. Tim myslime v nasem pripadé tivahou
,kolika je tfeba vyndsobit 2, aby po pri¢teni 4 vznikla 0“. Mozna o néco pocetné
piijemnéjsi nez pri¢itat 9-ndsobek je pri¢itat (—2)-ndsobek.
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Na koeficient 2 pti nulovani pozice (3, 1) mizeme obdobné ptijit bud vypodtem
nebo zkusmo. Vypocet provedeme primocare
-7
5 =
nebo rychleji napriklad takto:

(-7)-27'=4-6=2,

V dalsi dpravé jsme 5-nasobek druhého radku pricetli k tretimu. V posledni
Upravé jsme vyndasobili fadky ¢isly tak, aby pivoty byly rovny 1. To ndm usnadni

vvvvvv

¢islem 271 = 6, druhy fddek éislem 471 = 3 a tfeti fddek éfslem 771 = 8.

Béazové proménné jsou x1, x2 a x3 a volné proménné jsou x4 a xs. Hodnoty
volnych proménnych zvolime libovolné x4 = t4 a x5 = t; a zpétnou substituci
dopoc¢teme hodnoty bazovych proménnych

23 =9—102y =94 (—10)ty = 9+ t4,

x9 =3 —3w3 — x4 — 205 = 3+ 8(9 + t4) + 10t4 + 9¢5
=346+ 8ty + 10ty +9t5 = 9 4 Tty + 9t5,

X1 =7—2wg — 623 — g —5x5 =7 —2(94 Tty +9t5) + 5(9 + t4) — t4 — Bt5
=T7—18—-3t4 —Tts + 1+ 5ty —t4 —5ts =1+ t4 + 105 .

Obecné Teseni soustavy se tedy rovna

1 1 1 10
To 9 7 9
T3 = 9 + 4 1 + t5 0
Tq 0 1 0
Is 0 0 1
a mnozina vSech feSeni soustavy je

1 1 10

9 7 9

9 + ty 1 + 5 0 T lg4, 15 € 711

0 1 0

0 0 1

3.4. Charakteristika
Dulezitym ciselnym parametrem téles je jejich charakteristika.
DEFINICE 3.15. Existuje-li kladné celé cislo n takové, ze v télese T plati
l+14--4+1=0,

n

pak nejmensi takové kladné ¢islo nazyvame charakteristika télesa T.
Pokud zadné takové kladné celé ¢islo n neexistuje, tak fikame ze téleso T mé
charakteristiku 0.

Charakteristika tedy urcuje, kolikrat nejméné je treba secist jednotkovy prvek,
abychom dostali 0. Pokud s¢itanim 1 nikdy nedostaneme nulovy prvek, charakte-
ristika je O.

VETA 3.16. Charakteristika kaZdého télesa je bud 0 nebo prvocislo.
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DUKAZ. JestliZe charakteristika télesa T neni rovnd 0, pak existuje néjaké
kladné celé ¢islo n > 2, pro které plati
14+14---4+1=0.
|
n
Jestlize je n slozené ¢islo, plati n = kl pro néjaka kladna celd ¢isla k,I < n. V
dusledku axiomu distributivity (D) plati
A+1+---+H1+14+---+1)=141+---+1=0 .
E l kl=n

Podle tvrzeni 3.3.(6) mize byt soucin dvou prvki v télese rovny 0 pouze pokud je
aspon jeden z ¢initeld rovny 0. Proto plati

l+14---+1=0
k
nebo
I4+1+--+1=0.
1
V kazdém pripadé nemuze byt slozené ¢islo n > 2 nejmensim kladnym celym ¢islem,
pro které plati
1+14+---+1=0.
n

Protoze je 1 # 0 podle tvrzeni 3.3.(10), musi byt nejmensi takové ¢éislo prvocislo. O

Charakteristika téles Q, R, C je 0. Pro libovolné prvocislo p je charakteristika
télesa Zj, rovna p.

Télesa charakteristiky 2 maji tu prijemnou vlastnost, ze s¢itani a od¢itani sply-
vaji, viz cviceni. V nékterych situacich tato télesa tvori vyjimecné pripady, které je
tfeba zvlast rozebirat. Jednim z divodu je fakt, Ze v nich nelze pocitat aritmeticky
pramér dvou ¢isel — vyraz

a+b

141
totiz nedava smysl, protoze v ném délime nulou. V télese s charakteristikou 2 se
nelze bratrsky rozdélit.

3.5. Dalsi priklady téles

3.5.1. Ctyéprvkové téleso. Pokud n neni prvoéislo, pak Z, neni téleso. Tedy naptiklad Z4 neni
téleso. Nenfi splnény axiom (N3), prvek 2 nem3 inverzni prvek. MiZeme také pouzit vétu 3.16, protoze
charakteristika by byla 4, coz pro téleso neni mozné.

Cty¥prvkové téleso ale existuje. Nejlépe je poéitat s polynomy

GF(4)={0,1,,a + 1}
jedné proménné « s koeficienty v Zs. S&itani je definované jako pfirozené séitani polynomd, pricemz s
koeficienty pocitame jako v télese Zo. Napt.
at+(a+1l)=1+1)a+1=1.
P¥i nasobeni polynomy vynasobime pFirozenym zpiisobem (s koeficienty opét pocitdme jako v Z3) a
p¥ipadny &len o? nahradime sou¢tem o + 1. Naptiklad
(@a+D(a+)=a?+(1+Da+1=
=a’4+l=(a+)+1=a.

2 2

Nahradu ¢lenu a® souctem a + 1 lze chapat také jako zbytek pri déleni polynomu a® polynomem
a2+ a+1. Nasobeni ve 4-prvkovém télese GF'(4) Ize tedy chapat také jako bézné nasobeni polynomii
s koeficienty v Zs modulo polynom a? + a + 1. Stejné tak je mozné i séitani povazovat za bézné
s¢itani polynomit modulo a? 4+ o + 1. Pro polynom a? + o + 1 je diilezité, e jej nelze vyjadFit jako
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soudin dvou polynomi mensiho stupné. Této analogii prvocisel mezi polynomy fikdme nerozloZitelné
polynomy.

3.5.2. Dalsi konecna télesa. Téleso s n prvky existuje pravé tehdy, kdyz n je mocnina prvodisla.
Dikaz uvidite pozdéji v kurzu algebry. Pro kazdé prvocislo p a prirozené Cislo k dokonce existuje v
podstaté (az na preznaleni prvkii) jediné téleso, které ma p* prvki. Lze jej sestrojit podobné jako
Ctytprvkové téleso. Prvky budou polynomy stupné nejvyse k — 1 s koeficienty v Z;, a pocitat budeme
modulo pevné zvoleny nerozlozitelny polynom stupné k, tj. polynom, ktery se neda napsat jako (bézny)
soudin polynomi nizéiho stupné.

Kazdé téleso s p* prvky ma charakteristiku p.

3.5.3. Charakteristika a konec¢nost. Kazdé téleso charakteristiky 0 ma nekoneéné mnoho prvkd,
protoze &isla 0,1,1 + 1,1+ 1 + 1, .., jsou vSechna navzdjem riiznad. Lze ukazat, Zze takové téleso v
jistém smyslu ,obsahuje* téleso racionalnich &isel (viz cviceni).

Na druhou stranu neni pravda, Ze téleso nenulové charakteristiky ma nutné koneény pocet prvki.
Ptiklad uvadét nebudeme, fekneme si pouze, Ze kazdé téleso charakteristiky p ,obsahuje” téleso Zj,
(opét viz cvilen).

3.5.4. Podtélesa komplexnich &isel. Existuje celd fada téles ,mezi" racionalnimi a komplexnimi
¢isly. Naptiklad mnozina komplexnich &isel

{a+bi:a,beQ}

tvori s béznymi operacemi téleso. K diikazu musime ovéfit, Zze tato mnozina je uzavfena na scitani
a nasobeni. Vétsina zbylych axiomi je pak ocividna, kromé existence inverzniho prvku. Uplny dikaz
prenechame do cviceni.

Dal$im prikladem je mnozina

{a+bV2:a,beQ}

opét s béznymi operacemi.

Tato a podobna télesa hraji velkou roli naptiklad pri ditkazu slavné véty, ze neexistuje vzorecek
(vyuzivajici operace +, -, —, , il/) pro kofeny polynomu vétsiho nez ¢tvrtého stupné, nebo pfi dikazu
neexistence konstrukce kvadratury kruhu, trisekce tihlu nebo zdvojeni krychle kruzitkem a pravitkem.

3.5.5. Kvaterniony. Diilezitym pfikladem nekomutativniho télesa jsou kvaterniony. Kvaterniony
definujeme jako vyrazy tvaru

a+ib+jc+kd ,
kde a,b,c,d € R a i, 7, k jsou kvaternionové jednotky. S¢itani je definovano pfirozené, tedy
(a+ib+je+kd) + (a/ +ib' +jc’ +kd' )= (a+a')+i(b+b)+jlc+)+k(d+d) .

P¥i ndsobeni roznasobime zavorky a vyuZijeme vztahi ai = ia,aj = ja,ak = ka pro libovolné a € R
a
2 .2 g2 L s . Lo . . .
“=j"=k"=-1, ij=k, jk=1i, ki=j, ji=—k, kj=—i, ik=—j,

které se dobfe pamatuji pomoci cyklu i — 7 — k — i:
7
k 4—j

Pokud nasobime po sméru cyklu, dostaneme treti kvaternionovou jednotku s kladnym znaménkem,
a nasobeni proti sméru znaménko obraci. Tedy

(a+ib+je+kd) - (a/ + b +jc’ +kd) =
= ad’ +iab’ + jac' + kad' + iba’ + i2bb’ + ijbc’ + ikbd +
+ jea' + jich! + j2cc’ + jked + kda' + kidb' + kjdc’ + k*dd’ =
= ad' +iab’ + jac' + kad' + iba’ — bb' + kb’ — jbd’+
+jca’ — keb! — e’ +icd + kda' + jdb' —idd — dd' =
(aa’ —bb' —cc’ —dd’") + +i(ab’ +ba’ + cd' — dc)+

+j(ac’ —bd' +ca’ +db') + k(ad' +bc’ — cb’ +da’) .
Kvaterniony typu a + ib + jO0 + k0 mizeme scitat a nasobit jako komplexni &isla, nebot

(@ +1ib+ jO+ kO) + (a’ 4+ b + jO+ k0) = (a +a’) +i(b+ ') + 50+ kO
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a rovnéz
(a +ib+ jO + k0) - (a’ +ib" + 50 + k0) = aa’ — bb’ + i(ab’ + ba’) + O + kO .

Téleso kvaternionl je tedy rozsitenim télesa komplexnich Cisel stejné jako je téleso komplexnich ¢&isel
rozsifenim télesa redlnych Cisel.

Linedrni algebru lze mimo jiné pouzit také ke zkoumdani geometrickych zobrazeni. Dulezitymi
ptiklady takovych zobrazeni jsou rotace o néjaky thel o kolem néjaké osy. V kapitole o unitarni dia-
gonalizaci si ukazeme, ze slozeni dvou rotaci kolem riiznych os je opét rotace kolem néjaké osy. Najit
osu a uhel sloZzené rotace ale neni viibec jednoduché. Patrani po tom, jak osa a (hel sloZené rotace
zavisi na osach a dhlech plvodnich rotaci, které skldadame, vedlo k objevu kvaterniona.

Délkou kvaternionu a+ib+ jc+ kd rozumime realné &islo va? + b2 + c2 + d2. Kvaternion délky
1 nazyvame jednotkovy kvaternion. Lze spoéitat (viz cviéenf), Ze souéin dvou jednotkovych kvaterniond
je zase jednotkovy kvaternion. P¥imo z definice také plyne, ze je-li a+ib+jc+kd jednotkovy kvaternion,
pak také —a — ib — jc — kd je jednotkovy kvaternion.

Je-li a® + b2 + ¢ = 1, pak rotaci kolem osy prochazejici po¢atkem soufadnic a bodem (a, b, c) #
(0,0,0) o dhel o v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych ruéi¢ek divdme-li se na rovinu, ve které
se body pohybuji, ze sméru osy rotace) zapiSeme pomoci jednotkového kvaternionu

cos(a/2) + (ia + jb + kc) sin(a/2) .
Tak napfiklad otoleni o thel /2 kolem prvni soutadné osy zapiSeme jako kvaternion
V2 | V2
— +i— .
2 2
Otoceni kolem osy z o dhel 7/2 v kladném sméru zapiS§eme pomoci kvaternionu
2 2
V2 V2o
2
Jednotkovy kvaternion
cos(a/2) + (ia + jb + kc) sin(a/2)
popisuje stejnou rotaci jako jednotkovy kvaternion
—cos(a/2) — (ia + jb + kc) sin(a/2) .

Pro kazdou rotaci mdme proto na vybér dva mozné jednotkové kvaterniony. Oba ptiklady z pfedchoziho
odstavce jsou jednotkové kvaterniony.

Slozime-li dvé rotace, dostaneme osu a (hel sloZené rotace tak, Ze vyndsobime pfislusné kvater-
niony v daném poradi.

PRIKLAD 3.17. SloZime rotaci kolem osy = o thel w/2 s rotaci kolem osy z o dhel /2. Osu a
Uhel sloZzené rotace najdeme jako soucin kvaternioni

1 1
st (i4i+k) =
2 2 2 2> g TE+I+k) 3

1 1 1 1\ V3
=—-+ (z——f—]*+k—) —_—,
2 V3 V3 V3 2
pouzili jsme rovnost ki = j.
Plati tedy, Ze sloZend rotace je kolem osy prvniho oktantu o Ghel 27/3 v kladném sméru. A

Cviceni

1. Dokazte, ze v libovolném télese T plati pro kazdé dva prvky a,b € T, b # 0 vztahy
(—a)(=b) = ab, (—a)b = —(ab) a

2. Dokazte, ze v libovolném télese T funguje prevod na spoleény jmenovatel, tzn. dokazte,
ze pro libovolné a, b, c,d € T, b,d # 0, plati

a c __ad+bc

b d bd

3. Dokazte, Ze v libovolném télese plati —0 =0, 17' =1, (—a) ™' = —a™}, (a™') ' =a
pro libovolné 0 # a € T.
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4. Dokazte, ze pro libovolné n > 2 plati, ze k prvku a € Z,, existuje inverzni prvek v Z,
prave kdyz je ¢islo a nesoudélné s n (tj. nejvétsi spoleény délitel ¢isel a,n se rovnd 1).
5. Dokazte, ze v libovolném télese T charakteristiky 2 plati a = —a pro libovolny prvek
acT.
6. Vytvorte tabulku pocitani ve ¢tyrprvkovém télese a ovérte, ze se skutecné jednd o téleso.
7. Rozhodnéte (a odpovéd dokazte), které z nasledujicich podmnozin C tvoifi s béznymi
operacemi téleso.

e {a+bi:a,beQ}
{a +bv2:a,bcQ}
{a+by/n:a,be Q}, kde n je pevné zvolené prirozené &islo
{a+b¥2:a,bcQ}
{a +b¥24cV4:a,b,ccQ}
{a +bvV2+cV3:a,b,ceQ}
{a +bv/2+cV/3+dV6:a,b,c,dcQ}

8. Dokazte, ze v télese charakteristiky O jsou vSechna ¢isla 0,1,1 4+ 1,14+ 1+ 1, ..navzdjem
rizna.

9. Necht T s operacemi &, ® je téleso charakteristiky 0. Opacné prvky a déleni v tomto
télese budeme znacit &, @. Pro libovolné ptirozené ¢islo n oznac¢me
n=1®1&---®1 a —-n=6n
—_—
nx
Dokazte, ze pro libovolné p1,p2 € Z a q1,q2 € N plati, Ze p1 @ g1 = p2 © g2 prave tehdy,
kdyz se raciondlni ¢isla p1/q1 a p2/qe rovnaji a plati
Prom)o@oR)=PRoqag, Proq)® [{:20qR)=Dpig+paOag -
Prvky T typup @ q, p € Z, q € N se tedy sc¢itaji a nasobi jako raciondlni ¢isla. V tomto
smyslu obsahuje kazdé téleso charakteristiky 0 téleso racionalnich cisel.

10. Po vzoru predchoziho tvrzeni presné zformulujte a dokazte tvrzeni, ze kazdé téleso
charakteristiky p obsahuje téleso Z,.

11. V télese kvaternioni najdéte prvek inverzni k nenulovému kvaternionu a+ib+ jc+ kd.

12. Dokazte, ze soucin dvou jednotkovych kvaterniont je opét jednotkovy kvaternion.
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Shrnuti treti kapitoly

Bindrni operace na mnoziné 7' je zobrazeni z T' x T do T

Teleso T je mnozina T spolu se dvéma binarnimi operacemi + a

- na T splnujici nasledujici podminky

1) pro kazdé a,b,c € T plati (a +b) + c=a+ (b+ ¢),

2) existuje prvek 0 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati a + 0 = q,

) pro kazdy prvek a € T existuje —a € T takovy, ze a + (—a) = 0,

4) pro kazdé a,b € T plati a +b = b+ a,

) pro kazdé a,b,c € T plati (a-b)-c=a-(b-c),

) existuje prvek 1 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati a - 1 = a,

3) pro kazdy prvek a € T, a # 0, existuje a=! € T takovy, ze a-a=1 =1,
)
)

NS S N
w

S
S
S
S

N

2222
o =

4) pro kazdé a,b € T platia-b=10"-a,
D) pro kazdé a,b,ce T platia-(b+¢)=a-b+a-c.
(nT) T m& aspon dva prvky.
Uvedenym vlastnostem pocitani v télese fikdme aziomy télesa.
Z axiomu télesa vyplyvaji nasledujici bézné vlastnosti obou operaci, které
proto plati v kazdém télese T:
e nulovy prvek je urceny jednoznacné,
e rovnice a+x = b ma vzdy pravé jedno reseni, specidlné opacny prvek
—a je prvkem a € T urceny jednoznacné,
e jednotkovy prvek je uréeny jednoznacné,
rovnice ax = b, a # 0, ma vzdy pravé jedno reseni, specidlné prvek
a~! inverzni k prvku 0 # a € T je prvkem a uréeny jednoznac¢né,
e Oa = 0 pro libovolny prvek a € T,
e je-li ab =0, pak bud a = 0 nebo b =0,
e —a = (—1)a pro kazdy prvek a € T,
[ ]
[ ]

—~

z rovnosti a + b = a + ¢ plyne b = ¢,
z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0 vyplyva b = c,
e 0#1.

Klasické ¢iselné obory Q, R a C jsou télesa.
Pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 definujeme soucet modulo n dvou celych
¢isel a,b jako zbytek pti déleni bézného souctu a + b cislem n. Zbytek
bereme vzdy z mnoZiny Z, = {0,1,...,n —1}.
Analogicky definujeme soucin modulo n jako zbytek pfi déleni bézného
souc¢inu ab cislem n.
Pro kazdé prvocislo p je mnozina Z, vsSech ,zbytkd“ modulo p spolu s
operacemi sc¢itani a nasobeni modulo p téleso. Jsou to piiklady koneénych
téles. K dikazu je nutné ovérit platnost vSech axiomu télesa.
Existuje-li kladné celé ¢islo n takové, ze v télese T plati

l+14--+1=0,
n

pak nejmensi takové kladné ¢islo nazyvame charakteristika télesa T.

Pokud zadné takové kladné celé ¢islo n neexistuje, tak fikame ze téleso
T méa charakteristiku 0.
Charakteristika kazdého télesa je bud 0 nebo prvocislo.
Klasické ¢iselné obory Q, R a C maji charakteristiku 0, konecné téleso Z,
maé charakteristiku p. Kazdé konec¢né téleso méa nenulovou charakteristiku.
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Klicové znalosti z treti kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

(1) Znét axiomy télesa a odvozené vlastnosti.

(2) Umét pocitat v télesech Z, a umét feSit soustavy linedrnich rovnic nad
télesy Zy.

(3) Védeét, co je charakteristika télesa.



KAPITOLA 4

Matice

Cil. Definujeme zdkladni operace s maticemi a jejich vlastnosti.
Jednoduché jsou operace scitani matic, soucin cisla s matici a

matic. UkdZeme, jak matici interpretovat jako geometrické zobra-
zeni a odhalime geometricky vyznam ndsobeni matic jako skladdni
zobrazeni. Ddle nékolika zpusoby charakterizujeme matice, které
jdou invertovat, a maucime se inverzni matice pocitat. Nakonec
vyuzijeme poznatky k dalsimu studiu soustav linedrnich rovnic.

Matice pro nas zatim byly pouze pomtckou k prehlednému zapisu soustav li-
nearnich rovnic. Mnoha dalsi data maji prirozenou maticovou strukturu nebo jdou
do matice usporadat. Uvedeme nékolik prikladi.

PRIKLAD 4.1. Ceny akcii v jednotlivych dnech miizeme uloZit do matice A = (a;;), kde a;; je
zavérecnd cena i-té akcie v j-tém dni. Hospodarské prilohy novin nebo zpravodajskych webi zvefejiuji
kazdy den novy sloupec matice. A

PRIKLAD 4.2. Né&jaka velkad korporace vyrabi fadu produktii. K jejich vyrob& potfebuje mnoho
vstupdl (materiél, souéastky, pracovnf sily, energie, voda, atd.). Informaci o tom, kolik jednotek vstupti
do vyroby je potfeba na vyrobu kterého produktu lze zaznamenat do matice A = (a;;), kde a;; je
pocet jednotek vstupu j potfebnych k vyrobé jednoho produktu i. V i-tém Fadku matice A jsou tak
pocty jednotek jednotlivych vstupii pottebnych k vyrobé i-tého produktu. A

PRIKLAD 4.3. Digitalni fotoaparat zaznamenava pro kazdy pixel jeho barvu. Barva se sklada ze
tH zadkladnich sloZek - R,G,B. Intenzitu kazdé ze t¥i zakladnich barev v daném pixelu zaznamenava v
jednom bytu, neboli posloupnosti osmi nul a jedni¢ek. Celkem je tedy moznych 28 = 256 odstini kazdé
ze tfi barev. Ty jsou ukladany pro kazdou z barev do samostatné matice jako celd cisla mezi —127 a
+128. Jedna fotka vyrobena fotoaparatem, ktery ma 8 Mpixeld by tak vyzadovala pamét velikosti 24
MB. Na disk velikosti 1 GB bychom tak mohli ulozit pouze 40 fotek. Fotky je proto nutné komprimovat,
nejznaméjsi komprimaéni format je jpeg. A
PRIKLAD 4.4. Jiny typ dat, kterd lIze uloZit do matice, jsou grafy. Budeme uvaZovat orientované
grafy, ty maji néjakou mnozinu V' vrcholii a néjakou mnozinu E CV x V hran. Je-li e = (u,v) hrana
grafu, pak u je pocatecni vrchol hrany e a v je jeji koncovy vrchol. Jako konkrétni priklad si pfedstavte
mapu leteckych spojeni: vrcholy jsou letisté a dvé letisté u, v jsou spojena hranou, pokud existuje pfimé
letecké spojeni z u do v.
Graf Ize zapsat pomoci matice sousednosti. Je to Etvercova matice ¥adu |V
budeme indexovat prvky mnoziny V. Prvek na misté (u,v) je
1 pokud (u,v) € E,
0  pokud (u,v) ¢ E.
Graf na obrazku 4.1 popiSeme matici radu 5:

, prvky a sloupce

Ayv

0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
1 0 0 0 O
0 0 0 1 0

A

PRIKLAD 4.5. lJiny typ matice grafu (V, E) je matice incidence. Je to obdélnikovd matice typu
|E| x |V, jejiz tadky odpovidaji hrandm grafu a sloupce jeho vrcholim. Prvky matice se rovnaji 0, 1
nebo —1. V Fadku uréeném hranou (u,v) je

88
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OBRAZEK 4.1. P¥iklad grafu

e prvek ve sloupci, ktery odpovida pocate¢nimu vrcholu u, rovny —1,
e prvek ve sloupci, ktery odpovida koncovému vrcholu v, rovny 1,
e viechny ostatni prvky se rovnaji 0.

Graf na obrazku 4.1 tak miZeme zapsat také nasledujici matici typu 7 x 5.

-1 1 0 0 0
0 -1 1 0 0
0 0 -1 1 0
0 0 0 1 -1
-1 0 0 0 1
0 -1 0 0 1
1 0 0 -1 0
Tento zplsob zapisu grafu je vhodny napfiklad ke zkoumani toki v sitich. A

PRIKLAD 4.6. Do matice mizeme také zapsat koeficienty kvadratického polynomu (lépe kvadra-
tické formy)

:p% +4x12x0 + 2123 + 2m§ + 6x2x3 + 3x274 + 32% + 22374 + 42421 .

Jde o kvadraticky polynom, protoZe v kazdém &lenu je soudin néjakych dvou proménnych (mohou byt
i stejné) s néjakym koeficientem. Koeficienty zapiseme do ¢tvercové matice A = (a;;) Fadu 4 (tj. ¥ad
je polet proménnych) tak, Ze na hlavni diagonélu zapiSeme koeficienty u druhych mocnin jednotlivych
proménnych a mimo hlavni diagonalu na misto (%, j) zapiSeme jednu polovinu koeficientu u soucinu
x;x;. To znamena, ze prvky na mistech (%, ) a (4,) se rovnaji. Napf. na mistech (1,2) a (2,1) je &islo
2, nebot je to polovina koeficientu v élenu 4xq 2.

1 2 05 O

2 2 3 15
A=l o5 3 3 1
0 15 1 4

4.1. Matice, jednoduché operace, typy matic

Zacneme definici matice a specidlnich typu matic. Nova definice rozsitfuje sté-
vajici definice 2.4 a 2.11 tim, ze prvky mohou byt z libovolného pevné zvoleného
télesa.

DEFINICE 4.7. Necht T je téleso. Matici typu m X n nad télesem T rozumime
obdélnikové schéma prvkiu télesa T s m radky a n sloupci. Matice typu m x m se
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nazyva ctvercovd matice radu m. Matice typu m X 1 se nazyva sloupcovy aritmeticksy
vektor (nad T) a matice typu 1 X m se nazyvé rddkovy aritmeticky vektor (nad T).

Pfipomenme, Ze zédpisem A = (a;j)mxn rozumime matici A typu m x n, kterd
mé na pozici (i,7) prvek a;; € T. Typ matice m x n vynechdvdme, pokud jej
nechceme specifikovat nebo je zrejmy z kontextu.

Matice A = (a;;) a B = (b;;) povazujeme za stejné, pokud maji stejny typ
m X n a také maji stejné prvky na odpovidajicich pozicich. Form&lnéji, pro kazdé
i€ {1,2,...,m} a kazdé j € {1,2,...,n} plati a;; = b;;. Ovéfit rovnost mezi
dvéma maticemi tak znamend ovérit mn rovnosti mezi jejich prvky na stejnych
mistech.

V dalsim textu budeme pouzivat nasledujici specialni typy ¢tvercovych matic.

DEFINICE 4.8. Ctvercovou matici A = (a;;) nazyviame
e horni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ > 7,
e dolni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv i < j,
o diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv i # j,
e jednotkovd, pokud je diagonalni a navic a;; = 1 pro kazdé ¢,
e permutacni, ma-li v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jeden prvek 1
a ostatni 0,
o symetrickd, pokud a;; = aj; pro kazdé dva indexy 1, j.
(Ve vSech pripadech se rozumi, Ze dand podminka je splnénd pro vSechny pfipustné
hodnoty i, 7, tedy prirozena ¢isla mezi 1 a fddem matice.)
U libovolné matice fikdme, ze prvky a;; lezi na hlavni diagonéle nebo ze tvori
hlavni diagondlu.

0
0 0

OBRAZEK 4.2. Diagondlni a horni trojuhelnikovd matice

Jednotkovou matici fadu n (nad télesem T) budeme znadit I,:

01 - 0
In: . . . .

Téleso, ve kterém pocitame, musi byt zfejmé z kontextu. Prvky jednotkové matice
také zapisujeme pomoci symbolu 6;;, tzn. Kroneckerovo delta. Ten se rovna 1, pokud
i =j, a 0 jinak. Pak mtzeme napsat I, = (6;5)nxn-

4.1.1. Sc¢itani. Zavedeme nékolik jednoduchych operaci s maticemi, které zo-
becnuji prislusné operace pro vektory. Za¢neme sc¢itdnim matic.

DEFINICE 4.9. Jsou-li A = (a;5) a B = (b;;) matice stejného typu m x n nad
stejnym teélesem T, pak definujeme
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o soucet matic A a B jako matici A+ B = (a;; + bij)mxn,
o matici opacnou k A jako matici —A = (—a;j)mxn,
e nulovou matici typu m X n jako matici Opyxn = (0)mxn-

Soucet matic riznych typt nebo nad riznymi télesy neni definovan.

PRIKLAD 4.10. Nad télesem Zs plati

2 1 3 " 4 2 2\ [(2+4 1+2 3+2)\ (1 3 0

4 0 1 11 3) \441 041 143 ) 0 1 4 ’
(2 13\ (-2 -1 =3\ _ (3 4 2 0 (000

401) \-4 -0 -1) " \1o0o4) ™ {000

S¢itani matic méa podobné vlastnosti jako s¢itani v télese. Musime dét ale pozor,
abychom scitali matice stejného typu.

TVRzENT 4.11. Jsou-li A, B, C matice stejného typu m x n nad stejnym télesem
T, pak plati

(1) (A+B)+C=A+(B+0C),
(2) A+0m><n :A:

(3) A+ (—A) = 0pmxn,

(4) A+ B =B+ A.

DUKAZ. Matice maji stejny typ, takZe vyrazy (A + B) +C a A+ (B + C)
jsou definovany a vysledkem jsou matice typu m X n. Prvek na misté (4, j) v matici
(A+ B)+C se rovné (a;; + b;;) + ¢;j, na misté (¢, 7) v matici A+ (B+ C) se rovna
a;j + (bij + ¢;;). Protoze séitani prvka télesa je asociativni — axiom (S1) v definici
télesa — prvky na stejném misté v maticich (A + B) +C a A+ (B + C) se rovnaji.
Proto plati (A+ B)+C =A+ (B+C).

Ostatni vlastnosti s¢itani matic se dokazi podobné. O

4.1.2. Néasobeni skaldrem. Analogicky k definici t-ndsobku aritmetického
vektoru definujeme t-nasobek matice.

DEFINICE 4.12. Je-li A = (a;;) matice typu m X n nad télesem T a ¢t € T, pak
definujeme t-ndsobek matice A jako matici t- A =tA = (ta;j)mxn.

Zduraznéme, Ze vyraz At jsme nedefinovali, t-ndsobek matice A piSeme vzdy
tA.

PRIKLAD 4.13. Nad télesem Zs plati
o2 13\ _(323133)_(134
4 0 1 ~\34 3-0 3-1) \2 0 3

7 axiomu pocitani v télese plyne ihned néasledujici tvrzeni.

TVRZENI 4.14. Pro matice A = (a;j) a B = (b;;) téhoZ typu m x n nad stejngm
telesem T a pro libovolné dva prvky s,t € T plati
(1) s(tA) = (st)4,
(2) 1A= A,
() —A=(-1)4,
(4) (s+1)A=sA+1A,
(5) s(A+ B) =sA+ sB.
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DUKAzZ. DokéZzeme napiiklad vlastnost (5). Protoze predpokldddme, Ze matice
A, B jsou nad stejnym télesem T a maji stejny typ m x n, je soucet A+ B definovan
a ma typ m x n. Proto také matice s(A + B) ma typ m x n. Stejny typ maji také
matice sA a sB, proto také soucet sA + sB je definovan a mé typ m X n.

Prvek na misté (4, 7) v matici s(A + B) se rovna s(a;; + b;;). Prvek na témze
misté (4,7) v matici sA + sB se rovnd sa,;; + sb;;. Z axiomu distributivity (D) pro
pocitani v télesech plyne s(ai; + bij) = sa;j + sbi;.

Prvky na stejnych mistech v maticich s(A + B) a sA + sB se rovnaji, plati
proto rovnost matic s(4 + B) = sA + sB.

Ostatni rovnosti se dokazi stejnym zptisobem. O

4.1.3. Transponovani. Obé definované operace vilbec neberou v tvahu ta-
bulkovou strukturu matice, jsou definované ,,po prvcich“. Prvni operaci, ktera neni
tohoto typu, je transponovani.

DEFINICE 4.15. Transponovand matice k matici A = (a;)mxn je matice AT =
(bij)nxm, kde b;j; = aj; pro libovolné indexy ¢ € {1,2,...,n} aje {1,2,...,m}.

Zavedené oznaceni AT je v souladu s difve pouzfvanym znac¢enim (ay, ..., a,)"
pro sloupcovy aritmeticky vektor.

Primo z definic symetrické matice a transponované matice plyne, Ze ¢tvercova
matice A je symetrickd pravé kdyz AT = A.

Sloupce transponované matice jsou tedy radky puvodni matice a naopak. Na-

priklad
2 4
A:(i é :1))) AT=11 0
3 1

Transponovani matic ma nasledujici t¥i jednoduché vlastnosti.

TVRZENI 4.16. Pro matice A = (a;j) a B = (b;;) téhoZ typu m x n nad stejngm
télesem T a pro libovolny prvek s € T plati
(1) (AT)" = 4,
(2) (A+B)T = AT + BT,
(3) (sA)T =sAT.

DUKAz. Dokézeme pouze vlastnost (1). Matice A7 m4 typ n x m a matice
(AT)T ma proto typ m X n, stejny jako matice A.

Prvek na libovolném misté (7, j) matice (AT)T se rovnd prvku na misté (j,1)
matice AT a ten se rovnd prvku na misté (i,7) matice A, tj. prvku a;;. Tim je
rovnost (AT)T = A dokézéna. O

4.2. Soudin matic

Slozitéjsi a zajimavéjsi operaci s maticemi je jejich soucin. Vyuzijeme jej mimo
jiné na maticovy popis soustav linedrnich rovnic a elimina¢niho procesu. Soucin také
umoznuje matematicky formulovat fadu situaci a uloh. Nékolik z nich se nau¢ime
fesit uz v této kapitole, napiiklad se naucime sklddat nékteré typy geometrickych
zobrazeni.

Pro souc¢in matic je nékdy vhodnéjsi nahlizet na matici jako na posloupnost
sloupcovych aritmetickych vektorti, nikoliv jako na soubor prvka usporadanych do
obdélniku. V tom piipadé matici A = (@;j)mxn nad télesem T zapisujeme jako

A= (a]ag] ... |an) ,
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kde pro kazdé j = 1,2,...,n vektor a; = (a1j,a2;,...,am;)" je m-slozkovy sloup-

covy aritmeticky vektor.
Napriklad realnou matici
11234
= (s[a17]7)
zapiSeme také jako A = (aj|ag|aslas), kde
(1 (2 o 3 (4
a; = 5 , A2 = 6 , A3 = 7 , Ay = 8

Zapfieme-li matici AT transponovanou k matici A = (a;;)mxn sloupcové, do-

staneme zapis
T ~ ~ ~
AT = (ar]ag| - [an) |

kde pro kazdéi = 1,2,...,m vektor a; = (a;1, @iz, ..., ai,)" je i-ty sloupcovy vektor
transponované matice A7

Radkovy zapis matice je pii tomto znaceni

aj

=T
a5

a,
kde éiT = (ai1, 42, - - -, Qi) je i-ty Fadkovy vektor matice A.

4.2.1. Soucin matice s vektorem. Nejdiive definujeme soucin matice s vek-
torem a poté soucin dvou matic.

DEFINICE 4.17. Je-li A = (aj]ag|---|a,) matice typu m x n nad télesem T a
b = (by,bs,...,b,)T (sloupcovy) aritmeticky vektor s n-slozkami z télesa T, pak
definujeme soucin matice A s vektorem b jako

Ab = bja; +bsag +--- +bna, .

Soucin Ab je tedy linedrni kombinace sloupcovych vektori aj,as, ..., a, s koe-
ficienty by, bs, ..., b,. Vysledkem je m-slozkovy vektor nad T.

PRIKLAD 4.18. Spo¢teme souéin nad R

1 2 3 1 1 2 3 14
4 5 6 2 |=1 4 |+21 5 |+3| 6 | =1 32
7 8 9 3 7 3 9 50

A

Pomoci souc¢inu matice s vektorem muzeme kompaktné zapsat soustavu linear-
nich rovnic

1121 + 1222 + -+ -+ A1pTn = by

(21T + G22T2 + -+ - + A2pTp = b

Am1T1 + Am2Z2 + + +  + AppTn = bm

nad télesem T. Je-li A = (ajj)mxn = (a1]ag|---|a,) matice této soustavy, pak
n-slozkovy vektor x = (z1, T2, ...,2,)T € T" je feSenim této soustavy praveé kdyz

Ax = x1a; + 2029+ -+ 2z, =b .
Soustavu proto mizeme zapsat jako

Ax =D .
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Od této chvile budeme pro soustavu linearnich rovnic pouzivat témér vyhradné
tento zapis.

Naésobeni matice vektorem mé prirozenou interpretaci pro vétsinu priklada z
uvodu kapitoly. Podivame se na ptiklad 4.2 o matici vstupti do vyroby.

PRIKLAD 4.19. Matice A = (a;;) zaznamendvé vstupni materialové jednotky
néklady na produkty, fadky odpovidaji produktiim a sloupce vstupiim. Prvek a;;
je roven poctu jednotek vstupu j potiebnych k vyrobé jednoho produktu <.

Oznac¢ime x vektor jednotkovych cen jednotlivych vstupt, jeho j-ta slozka
udéva cenu jednotky j-tého vstupu. Spocitdme-li soucin Ax, bude se jeho i-ta slozka
rovnat

11 + G222 + -+ + AinTyn -

Jinak feceno, i-ta slozka vektoru Ax se rovnd vyrobni cené jednoho i-tého produktu.
V tomto smyslu vektor Ax popisuje vyrobni ceny. A

4.2.2. Soucin dvou matic.

DEFINICE 4.20. Je-li A matice typu m x n a B = (by|bg|---|b,) matice typu
n X p, obé nad stejnym télesem T, pak soucinem matic A a B rozumime matici

AB = (Abq|Aby| - --|Aby) ,

tj. j-ty sloupec souc¢inu matic AB se rovna soucinu matice A s j-tym sloupcem
matice B.

Soucin AB je tedy definovan, pokud pocet sloupct matice A je rovny poctu
radku matice B. Jinak definovan neni. To znamend, ze je-li m # p, soutin BA
definovan neni, prestoze souc¢in AB definovan je.

Na obrazku vidime grafické znazornéni souc¢inu matic.

AB A

OBRAZEK 4.3. Sloupce v sou¢inu matic

Kazdy sloupec v souc¢inu AB je néjakou linedrni kombinaci sloupci matice A.
7 definice také plyne, Ze soucin matice typu m X n s matici typu n X p je matice
typu m X p.

PRIKLAD 4.21. Spoéteme souéin dvou realnych matic

éi <1234>
6 5 6 7 8
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Soucin je definovan nebot pocet sloupcu v levém ciniteli se rovna poctu radku v
pravém c¢initeli. Prvni sloupec v soucinu se rovna

1 2 1 1 2 11
3 4 ( 5 ) =11 3 |+5( 4 |=1| 23
5 6 5 6 35
Analogicky spocteme dalsi t¥i sloupcové vektory soucinu:
1 2 9 14 1 2 3 17
3 4 < 6 ) =\| 30 |, 3 4 ( 7 ) =1 37 ],
5 6 46 5 6 57
1 2 4 20
3 4 g | = 44
5 6 68
Plati tedy
1 2 11 14 17 20
3 4 < é 2 3 3 ) =1 23 30 37 44
5 6 35 46 57 68

A

Vsimnéme si, ze v opacném poradi obé matice vynasobit nelze, jejich soucin
neni definovan.

Pri vypoctu soucinu dvou matic je nékdy vyhodnéjsi pouzit nésledujici tvrzeni,
které rika jak primo spocitat jednotlivé prvky v souc¢inu matic.

TVRZENI 4.22. Jsou-li A = (aij)mxn @ B = (bjk)nxp matice nad télesem T,
pak prvek na misté (i,k) v soucinu AB se rovnd

n
=T
aibik + @izbag + -+ + ainbpg, = E a;jbjr = a; by .
Jj=1

DUKAZ. Prvek na misté (i, k) v souc¢inu AB lezi v k-tém sloupci, ktery se rovna
Aby,. Protoze
Aby = bigag + bopas + - - - + bura,
i-t4 slozka vektoru Aby se rovna

bikasi + bapaio 4 - - - + bpgGin = a;1b1k + @b + -+ ainbpk

AB A

OBRAZEK 4.4. Prvky v soudinu matic
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Prvek na misté (¢, k) v soufinu AB se tak rovnd soucinu i-tého fddku matice
A s k-tym sloupcem matice B. V pripadé redlnych matic tento soucin nazyvame

standardni skaldrni soucin fadkového vektoru a’ se sloupcovym vektorem by, matice
B.
PRIKLAD 4.23. Po&itdme opét nad R.
10 -1 35 2 4
11 0 11 -3 2 |=
0 2 -2 1

[ 1:340-14+(-1)-0 1-54+0-1+(-1)-2
- 1:3+1-140-0 1-54+41-140-2

1-240-(=3)+(=1)-(~=2) 1-440-2+(=1)-1 ) B
1-:241-(=3)+0-(-2) 1-44+1-240-1 -

(33 4 3
“\46 -1 6

Vime uz, jak vypadaji sloupce a jednotlivé prvky v souc¢inu AB. V nasledujicim
tvrzeni popiseme jak v souc¢inu AB vypadaji fadky.

A

TVRZEN{ 4.24. Jsou-li A = (a;;) matice typu m X n a B = (b;,) matice typu
n X p, pak pro kazdé i = 1,2,...,m se i-ty rddek v soucinu AB rovnd linedrni
kombinaci radkd matice B s koeficienty v i-tém rddku matice A. Formdalné, i-ty
radek v soucinu AB se rovnd
ailf)lT + aigf)g —+ -4 amf),TL = Q?B .
DUKAZ. Tvzeni lze dokézat podobné jako piedchozi (cvifeni), nebo miiZeme
vyuzit transponovani (viz priklad 4.34). O

Na obrézku 4.5 vidime grafické znazornéni radku v sou¢inu AB. Kazdy radek
v soucinu matic je néjakou linearni kombinaci radkia pravého Cinitele.

AB A

OBRAZEK 4.5. Radky v sou¢inu matic

PRIKLAD 4.25. Podivejme se jesté jednou na soucin v pirikladu 4.23.
3 5 2 4
AB:(} (1) 01> 11 -3 2
0 2 -2 1

Podle predchoziho tvrzeni je prvni radek vysledku soucet 1-nasobku radkového vek-
torubl = (3,5,2,4), 0-nasobku b = (1,1, —3,2) a (—1)-nasobku b = (0,2, -2,1),
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to je (3,3,4,3). Druhy fddek vysledku je souc¢tem prvnich dvou fadkt matice B,
tedy (4,6,—1,6). Timto zptisobem ziskdme vysledek

3 3 4 3
4 6 -1 6
daleko rychleji. A

Dohromady zatim mame t¥i pohledy na sou¢in matic: sloupcovy (definice 4.20),
po prvcich (tvrzeni 4.22) a fadkovy (tvrzeni 4.24). Dalsi, geometricky vyznam, bude
vysvétlen v 4.4.3.

4.2.3. Vlastnosti souc¢inu. Zacneme varovanim:

nasobeni matic neni komutativni.

Jsou pro to dokonce tii rtizné duvody. Mize byt definovin pouze jeden ze
souc¢ini AB a BA (napiiklad kdyZz A ma typ 2 x 2 a B mé typ 2 x 3). Pokud
jsou definovany oba, mohou mit razny typ (ptiklad 4.26). A pokud maji stejny typ,
muze platit AB # BA (piiklad 4.27).

PRIKLAD 4.26. Nad télesem R mame

3 3 3-1 3-2 3 6
wn(2)raizacn (2)an-(3182)-(30)
A
PRIKLAD 4.27. Opét pocitdme s redlnymi maticemi.
1 2\/10) (10
3 4 00) \30 ’
zatimco
1 oN/1 2\ (12
0 0 3 4) L0 O
A

Nékteré jiné vlastnosti pocitani v télesech se ale na pocitani s maticemi prenasi.
TVRZENI 4.28. Pro libovolnou matici A typu m x n plati I,,A = A = AI,.
DUKAz. Prvni rovnost plyne z fddkového pohledu na maticové nasobeni: i-ty

radek matice I,, A je roven i-tému fadku matice A. Analogicky, druhd rovnost plyne
ze sloupcového pohledu. O

TVRZENI 4.29. Jsou-li A = (a;j) a B = (b;;) matice téhoz typu mxn, C' = (c¢ji)
matice typu n X p, a D = (dy;), E = (ex) matice téhoZ typu p X q, pak plati
(A+B)C = AC+BC, C(D+E)=CD+CE .
DUKAZ. DokdZeme prvni rovnost. Soucet matic A + B méa typ m x n a proto
sou¢in (A+ B)C mé typ m X p. Stejny typ m X p maji také oba souciny AC a BC a
proto i jejich soucet AC + BC'. Obé matice (A+ B)C a AC + BC maji tedy stejny

typ.
Prvek na misté (i, k) v soud¢inu (A + B)C se podle tvrzeni 4.22 rovnd

n

n n
Z(aij + bij)Cjk = Z a;jCjk + Zbijcjk .

j=1 j=1 j=1
Prvky na misté (i,k) v soufinech AC a BC a v souctu AC + BC' se postupné

rovnaji
n n n n
E QijCjks E bijci, E a;ijCik + E bijcik -
j=1 j=1 j=1 j=1

Tim je rovnost (A + B)C = AC + BC' dokézéna. O
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Druhou rovnost v pfedchozim tvrzeni stejné jako vsechny dalsi vlastnosti poci-
tani s maticemi lze dokézat pomoci stejné osnovy:
(1) presvédcime se, ze vSechny operace na obou strandch jsou definované,
(2) ovéfime, Ze na obou strandch vyjdou matice stejného typu,
(3) dokazeme, Ze kazdy prvek ve vysledné matici vlevo se rovnd prvku na
tomtéz misté ve vysledné matici vpravo. Tento krok je zalozeny na definici
prislusnych operaci s maticemi a vlastnostech pocitani v télese.

Dulezitou asociativitu ndsobeni matic dokdzeme v nésledujicim tvrzeni.

TVRZENI 4.30. Jsou-li B = (b;;) matice typu m x n, C' = (¢;i) matice typu
nx p, a D= (dy) matice typu p X q, pak plati

(BC)D = B(CD) .

DUKAZ. Sou¢in BC je definovany a mé typ m x p, proto je definovany také
sou¢in (BC)D, ktery mé typ m X q. Podobné ovérime, ze také soucin B(CD) je
definovany a ma tentyz typ m X q.

Zvolime libovolné i € {1,2,...,m} a l € {1,2,...,q} a spocitdme prvek na
misté (4,1) v matici (BC)D. Prvek na misté (i, k) v soué¢inu BC' = (e;)) se rovné

n
€ik = E bijcik -
i=1

Prvek na misté (¢,1) v souéinu (BC)D se potom rovna

P P n P n
D ewdi =YD bijein | d =Y (bijein)d -
k=1 k=1 \j=1 k=1 j=1

K vypoétu prvku na misté (i,{) v soué¢inu B(C'D) napfed spo¢itdme prvek na
misté (4,1) v soucinu (CD) = (f;1):

p
fi= E Cikdrr -
k=1

Prvek na misté (i,1) v souéinu B(CD) se potom rovna

n n P n p
Zbijfjl = Z bi; (Z lecdkl> Z bij(¢indr)
j=1 j=1 k=1 j=1k=1

Obé dvojité sumy, ke kterym jsme dospéli, se rovnaji nebot v nich sc¢itdme
stejné prvky (b;jc ik )di = bij(cjrdri), pouze v jiném pofadi.

Nahlédnout to mizeme napiiklad tak, Ze si kazdy s¢itanec b;;c;;dx; napiSeme na
misto (7, k) v matici G typu nxp. V ptipadé prvni dvojité sumy > | 377 bijcjndy
je napred secteme po sloupcich matice G a pak seCteme soucty sloupci. V pripadé
druhé dvojité sumy Z 4 Zk 1 bijcjrdi je napfed secteme po fadcich matice G a
pak secteme soucty radku. Vzhledem ke komutativité sc¢itani v télese T je v obou
pripadech vysledkem soucet vSech prvki matice G.

Tim jsme dokézali, Ze prvky na témze misté v maticich (BC)D a B(CD) se
rovnaji, coz dokazuje rovnost matic (BC)D = B(CD). O

Diky asociativité muzeme pro prirozené ¢islo n definovat n-tou mocninu Ctver-
cové matice vztahem
Ab=44...4 .
—
kx
Vysledek totiz nezavisi na uzéavorkovani. Mocnéni matic hraje dilezitou roli v apli-
kacich, jako ukazku uvedeme v ¢asti 4.2.6 dva priklady. Pii této definici kladnych
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mocnin ¢tvercové matice plati pro kazdou matici A a kazda dvé kladnd celd éisla
k,l rovnost
Ak-‘rl _ Ak Al ]
Jak rychle spocitat libovolnou kladnou mocninu ¢tvercové matice se nauc¢ime v
kapitole o vlastnich ¢islech.
Dalsi vlastnosti souc¢inu matic jsou v nasledujicim tvrzeni, jehoz dikaz pone-
chame jako cviceni.

TVRZENI 4.31. Pro libovolné matice A typu m X n a B typu n X p, a kaZdy
prvek s télesa T plati
e s(AB) = (sA)B = A(sB),
o (AB)T = BT AT,
o matice AAT a AT A jsou symetrické.

Vlastnosti transponovani lze ¢asto vyuzit k dikazu néjakého tvrzeni pro sloupce,
zname-li jiz prislusné tvrzeni pro radky.

V nésledujicim prikladu vyuzijeme fadu vlastnosti operaci s maticemi.

PRIKLAD 4.32. Vime uz, Ze ¢tvercovd matice A = (a;;) fadu n je symetrickd
pravé kdyz plati AT = A. Pomoci vlastnosti z tvrzeni 4.31 a tvrzeni 4.16 ukdZeme,
ze pro libovolnou étvercovou matici A je matice B = 24AT + AT A symetricka:

BT = 24AT + ATA)T = 24AT)T + (AT A)T = 2(AAT)T + (AT A)T =
=2(ATYTAT 4+ AT(AT)T =24AT + ATA=B .
Ukézali jsme, ze B = BT, matice B je tedy symetricka. Ml¢ky jsme pouzivali i
druhou vlastnost z tvrzeni 4.31, kdyz jsme napiiklad nepsali zavorky ve vyrazu
2AAT. A
Pri feSeni predchoziho ptikladu jsme pouzili specialni piipad nasledujictho tvr-
zeni, které si snadno dokédzete sami.

TVRZENI 4.33. Pro kafdou matici A typu m X n jsou matice AAT a ATA
symetrickeé.

Vlastnosti transponovani lze ¢asto vyuzit k dikazu néjakého tvrzeni pro sloupce,
zname-li jiz prislusné tvrzeni pro radky. Jako ukdzku dokazeme tvrzeni 4.24.

PRIKLAD 4.34. Mame matice A typu m x n a B typu n x p. Chceme dokézat,
Ze se i-ty radek v soucinu AB rovnd

aﬂf)f + aigf)g 4+ -4 amf)z = ~?B .

Podle definice transponované matice se i-ty fadek v matici AB rovna i-tému
sloupci transponované matice (AB)T. Z tfeti rovnosti v predchozim tvrzeni 4.31
dostavame (AB)T = BT AT,

Z definice souéinu matic plyne, ze i-ty sloupec v souc¢inu BT AT se rovn4 linearni
kombinaci sloupett matice BT = (by|by|---|b,) s koeficienty v i-tém sloupci a; =
(a1, a0, ..., ain)T matice AT, tj. plati

anbi + apbs + -+ ayb, = B'a; .

Prechodem k transponovanym maticim na obou stranich posledni rovnosti a s
vyuzitim vlastnosti transponovani z tvrzeni 4.16 dostaneme rovnost

CL“B? + aigf)QT + -4+ amf)z = (BTZ;Z)T = ﬁTB .

)
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Z uvedenych vlastnosti soucinu snadno vyplyvaji dalsi vlastnosti, jako napriklad
A(B—-C)=AB - AC, A(-B)=—-AB,

kdykoliv ma jedna strana smysl. Diikazy prenechame jako cvicend.
Nésledujici tvrzeni ukazuje, Zze soucin dvou matic jednoho ze specidlnich typt
z definice 4.8 je opét matice téhoz typu.

TVRZENI 4.35. Jsou-li A = (a;;) a B = (bji) c¢tvercové matice téhoz rddu n,
pak jejich soucin AB je
(1) diagondlni, jsou-li obé matice A, B diagondlni,
2) permutacni matice, jsou-li obé matice A, B permutacni,
3) horni trojuhelnikovd matice, jsou-li 0bé matice A, B horni trojihelnikové,
4) horni trojihelnikovd s proky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice A, B
horni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagondle,
(5) dolni trojihelnikovd matice, jsou-li obé matice A, B dolni trojihelnikové,
(6) dolni trojuhelnikovd s proky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice A, B
dolni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagondle.

—~~

DUkAz. K dikazu (1) pouZijeme vyjadreni prvki v soucinu matic AB = (¢;x)
podle tvrzeni 4.22. Prvek ¢;; v soucinu AB se rovna

n
Cikk = E a;jbji
Jj=1

Piedpoklad, ze obé matice A, B jsou diagondlni, znamena a;; = 0 kdykoliv i # j a
b = 0 kdykoliv j # k. Je-li i # k, pak pro kazdé j = 1,2,...,n je bud ¢ # j nebo
j # k. Odtud plyne, Ze bud a;; = 0 nebo b;;, = 0, coz dokazuje c;; = 0 kdykoliv
1 # k, souc¢in AB je proto diagonalni matice.

(2) mizeme dokdzat pFimo z definice 4.20 sou¢inu matic. Prokazdé j = 1,2,...,n
se j-ty sloupec v souc¢inu AB rovna Ab;. Protoze B je permutacni matice, obsahuje
sloupec b; pouze jeden prvek b;; = 1 a ostatni prvky v j-tém sloupci jsou 0. Proto
sloupec Ab; = a; obsahuje rovnéZz pouze jeden prvek rovny 1 a ostatni 0, nebot
predpokladame ze A je také permutacéni matice.

Protoze je v i-tém radku matice B také jediny prvek rovny 1 a ostatni 0, plyne
odtud, ze pouze jeden sloupec sou¢inu AB se rovna a;. Sloupce v souc¢inu AB
tedy dostaneme jako né&jakou permutaci sloupcii matice A. Jelikoz v kazdém fadku
matice A je jediny prvek 1 a ostatni prvky 0, obsahuje také kazdy fadek soucinu
AB jediny prvek 1 a ostatni 0.

(3) opét dokdzeme pomoci tvrzeni 4.22. Prvek na misté (i, k) v souc¢inu AB =

(cik) je tedy
n
Cik — Zaijbjk .
j=1

Piedpoklad, Ze obé matice A, B jsou horni trojihelnikové znamena, ze a;; = 0
kdykoliv ¢ > j a bji = 0 kdykoliv j > k. Je-li nyni ¢ > k, plati pro kazdé j =
1,2,...,n bud j > k nebo i > j. Soucin a;;b;; se proto rovnd 0 pro kazdé j =
1,2,...,m, proto ¢;z = 0 kdykoliv ¢ > k. Souéin AB = (c¢;) je tedy také horni
trojuhelnikova matice.

K dikazu (4) pouze doplnime pfedchozi diikaz (3) tivahou, ¢emu se rovnd prvek
¢y Je-li j # 4, pak bud i > j nebo j > i. V souctu definujicim ¢;; je proto pouze
jediny nenulovy soucin pro j = i, tj. ¢;; = a0 = 1.

Vlastnost (5) dokdzeme prechodem k transponovanym maticim. Jsou-li A, B
dolni trojihelnikové matice, jsou obé transponované matice B a AT horni troj-
tihelnikové. Podle bodu (3) je také sou¢in BT AT = (AB)T horni trojihelnikova

matice a proto je matice AB = ((AB)T)T dolni trojuihelnikova.
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Vlastnost (6) plyne analogicky ze (4). O

4.2.4. Elementarni matice. Tvrzeni 4.24 o radkovém pohledu na nasobeni
matic vede k nasledujicimu maticovému popisu elementarnich radkovych tprav.

TVRZENT{ 4.36. Necht C je matice typu mxn nad télesem T, 4,5 € {1,2,...,m},
i#j,a04teT.

(1) Necht E je matice, kterd vznikne z I, prohozenim i-tého a j-tého rddku.
Pak EC vznikne z C prohozenim i-tého a j-tého ridku.

i J
10 --- 0 -0 --- 0
o1 --- 0 -+ 0 --- 0
i 0 0 0 1 0
E= )
J 0 0 1 0 0
o0 --- 0 -~ 0 --- 1

(2) Necht E je matice, kterd vznikne z I,,, nahrazenim prvku 1 na misté (i,1)
prvkem t. Pak EC vznikne z C vyndsobenim i-tého rddku prvkem t.

i
10 - 0 --- 0
01 --- 0 --- 0
E=1310 0 t 0
o0 --- 0 - 1

(3) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim prvku 0 na misté (i, )
prvkem t. Pak EC vznikne z C' prictenim t-ndsobku j-tého radku k i-tému

radku.
) J
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
L 0 0 1 t 0
E= .
0 0 0 1 0
00 -+ 0 - 0 - 1
DUKAZ. Tvrzeni plyne z tvrzeni 4.24. O

Maticim E z predchoziho tvrzeni fikdame elementdrni matice. Elegatné je mu-
zeme definovat nasledujicim zptisobem.

DEFINICE 4.37. Elementdrni matice je ¢tvercova matice, kterd vznikne z jed-
notkové matice jednou elementarni radkovou ipravou.
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Elementarni radkovou upravu néjaké matice C' lze tedy chépat tak, ze matici C
nasobime zleva vhodnou elementdarni matici. To nam dava elegantni a ucinny for-
malizmus pro fadkové dpravy. Elementarni matice vyuzijeme naptiklad pfi vypoctu
inverznich matic a pfi dalsim zkouméni pribéhu Gaussovy eliminace.

dicky rozvoj soudinu matic. Za¢neme jednoduchym tvrzenim charakterizujicim matice hodnosti 1.

TVRzENf 4.38. Jsou-lia = (a1,az,...,am)T € T™ ab= (b1,ba,...,b,)T € T" libovolné dva
nenulové vektory, pak matice ab” typu m x n ma hodnost 1. Naopak, kaZdou matici C' typu m x n,
kterd ma hodnost 1, Ize vyjadFit ve tvaru C = ab” pro vhodné vektory a € T™ ab € T™.

DUKAzZ. Podle tvrzeni 4.24 o ¥adcich v soudinu dvou matic se i-ty ¥adek v soucinu ab” rovna

a;-nasobku ¥adkového vektoru bL = (b1,b2,...,bn) # on, takze
a1b?
asb?
abT =
amb?

P¥i Gaussové eliminaci matice ab? najdeme n&jaky nenulovy Fadek, tj. n&jaké i takové, Ze a; #
0. Prohodime prvni a i-ty radek, je-li ¢ > 1. Nyni pro kazdé k > 1 odelteme (akai_l)-nésobek
prvniho ¥adku a;b” od k-tého ¥adku aib”. Tim vynulujeme cely k-ty ¥adek. Po prvnim cyklu Gaussovy
eliminace ziistane jediny nenulovy Fadek, takze tim Gaussova eliminace kon&i a rank(ab?) = 1.

Ma-li naopak matice C hodnost 1, skonéi Gaussova eliminace po prvnim cyklu. V ném, je-li to
tfeba, prohodime prvni fadek s néjakym fadkem pod nim. Pak odecitdme vhodné nasobky prvniho fadku
od radkd pod nim. Pro jednoduchost predpokladejme, ze prvni Fadek matice C neni tfeba prohazovat
s n&jakym ¥adkem pod nim. Polozime b = &1, tj. b” se rovna prvnimu ¥adku matice C. Protoze
Gaussova eliminace skonéi po prvnim cyklu, vSechny Fadky pod prvnim fadkem tim vynulujeme. Pro
kazdé i = 2,...,m je proto i-ty fadek matice C' néjakym a;-nasobkem prvniho Fadku ET = b7,
Polozime a = (a1 = 1,a2,...,am). Pak abT = C.

V ptipadé, ze prvni cyklus Gaussovy eliminace vyZaduje prohozeni prvniho a i-tého fadku, jsou
vSechny fadky matice C' nasobky i-tého Fadku. Zbytek ditkazu v tomto pripadé ponechame jako cviéeni.

O

DEFINICE 4.39. Dyadickym rozvojem néjaké matice C' typu m X n nad T nazyvame jeji vyjadreni
jako souctu matic hodnosti 1, tj. vyjadfeni ve tvaru

k
C = ZaZbZT )
i=1
kde a; € T™ a b; € T™ jsou nenulové vektory pro vSechna i =1,2,...,k.

Soudin dvou matic ma velmi jednoduchy dyadicky rozvoj.

TVRZENI 4.40. Jsou-li A = (as;) matice typu m x n a B = (bj,) matice typu n x p, obé nad
télesem T, pak plati

n
AB = ZajBJT .
j=1

DUKAz. Podle tvrzeni 4.22 o prvcich v sou&inu matic dostdvdme, Ze prvek na misté (i, k) v
soudinu ajbjT se rovna a;;bji. Prvek na misté (i,k) v sumé na pravé strané dokazované rovnosti se

tak rovna
n
E a;ijbjk
j=1

coz je podle téhoz tvrzeni 4.22 prvek na misté (%, k) v soudinu matic AB. Protoze to plati pro kazdé
i=1,2,....mak=1,2,...,p, je tim rovnost dokazana. O

Kazdy séitanec v rozvoji souc¢inu AB z ptedchoziho tvrzeni m4 bud hodnost 1 podle tvrzeni 4.38
charakterizujictho matice s hodnosti 1 a nebo jsou to nulové matice (pokud je aspon jeden z vektori
a]',f)j nulovj/).

V kapitole o ortogonalni diagonalizaci si ukdzeme specidlni dyadicky rozvoj libovolné matice, tzv.
singuldrni rozklad, ktery ma rozsahlé vyuzZiti ve véech moznych oblastech matematiky a jejich aplikacich.
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4.2.6. T¥i aplikace. Ukazeme dvé llohy, které vedou na vypocet mocniny matice.

PRIKLAD 4.41 (Poclet cest). Na obrazku 4.6 jsou vyznadena leteckd spojeni mezi mésty X1, Xo,
X3, X4. Vypoditdme pocet spojeni s nejvyse ¢tyFmi prestupy mezi kazdou dvojici mést.

X4

OBRAZEK 4.6. Letecka spojeni

Informaci o spojenich mezi mésty ulozime do matice A = (a;j)ax4 nad R tak, Ze a;; definujeme
rovné 1, pokud z X; vede spojeni do X, a a;; = 0 v opaéném pfipadé. (Je to matice sousednosti
grafu, viz pfiklad 4.4.)

oo~ O
—= o
o O
= o o

0 0

Nyni se zamyslime, jaky je vyznam prvku na misté (i, k) v matici A2. Tento prvek je rovny a;1a1y +
@200k + ai3a3k + ajqa4r. VSimnéte si, ze j-ty ¢len souctu je rovny jedné pravé tehdy, kdyz z X; vede
spojeni do X; a z X; vede spojeni do X}, a je rovny nule v ostatnich pfipadech. Prvek na misté (i, k)
v matici A2 je proto rovny poétu cest z X; do X} s pravé jednim prestupem.

Podobné nahlédneme, Ze prvek na misté (i,k) v matici A™ je rovny poétu cest z X; do Xy s
pravé (n — 1) prestupy. Hledany pocet cest s nejvyse &tyfmi prestupy z X; do X je tedy prvek na
misté (¢, k) v matici

A+ A2+ A3 4 A 4 A5 =

o O = O
= o O -
O = =
= O O+

1
0
1
0
3
1
1
2

PR ON o5 oo

1 0
0 1
1 1
0 0
3 3
1 1
1 3
2 1

O N ==
i
=W W N
=N

Wk oY H O
B oo O
B O g H O N
Wk Wk O =O

A

PRIKLAD 4.42 (Rekurentni rovnice). Asi jste se jiz setkali s Fibonacciho posloupnosti definovanou
predpisem
ap =0, a1 =1, a;42 =a;4+1+ a; pro kazdé i =0,1,2...

Chtéli bychom najit explicitni vzorec pro vypocet n-tého ¢&lenu.
Z definice posloupnosti nahlédneme, ze dvojice sousednich ¢lent spliiuje vztah

ai41 _ 0 1 a;
@it2 - 1 1 a1

Oznadime-li C' matici 2 X 2 vystupujici v této rovnosti, vidime ze

(a)=eCi) (i) =c(i)=cle())==(2)
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Q41 _ Cl ag _ Cl 0
;42 a 1

Podstatnym zpiisobem zde vyuzivdme asociativitu nasobeni matic. K vypoctu i-tého ¢lenu Fibonacciho
posloupnosti tedy sta¢i umét mocnit matice. To se nau¢ime v kapitole o vlastnich ¢&islech a vektorech.
Vyjde mozné prekvapivy vzorec

a indukci podle i dostaneme

_e (o)
V5 V5o
kde ¢ = (14 v/5)/2 je hodnota zlatého Yezu. A

aj;

Posledni ptiklad ukazuje vyuziti maticového nasobeni k matematickému popisu fyzikalni dlohy.

PRIKLAD 4.43. Na obrazku 4.7 vlevo vidime &tyfi pruziny zavé$ené pod sebou. Horni a dolni konec
jsou pevné. Na obrazku vpravo vidime situaci poté, co jsme do spojii mezi pruzinami zavésili zavazi
s hmotnostmi m1, ma a m3. Chceme védét, o kolik se jednotlivé spoje posunou. Vektor neznamych
posunuti si ozna&ime x = (z1, z2,23)”. Horni a dolni konec jsou pevné, vlivem zava?i se neposunou.
Proto je velikost jejich posunuti g = x4 = 0.

OBRAZEK 4.7. Zav&%ené pruZiny

Posunuti koncovych bodi pruzin pod vlivem zavazi zpisobi natazeni nebo zkraceni pruzin. Ta si
oznadime dj,dz2,ds,ds. Pro kazdé i = 1,2, 3,4 plati
di =x; —XTj—1 .

Hodnota d; je kladna, pokud se i-td pruzina natdhne, a je zaporna, pokud se zkrati. Vztah mezi
vektorem d = (d1,dz,d3,ds)T a vektorem neznamych posunuti x = (z1,22,23)T je linedrni a Ize jej
popsat rovnosti

d1 1 0 0
o | | -1 1 o .
d |7 o -1 1 T2
da 0 0 -1 3

Oznacime-li matici v posledni rovnosti A, dostdvame vztah d = Ax.
Prodlouzeni/zkraceni pruzin v nich vyvola vnitini sily, jejichz velikost vyjadfuje Hookeiv zdkon.
Oznadime-li vnitfni sily v pruzinach y;, pak plati y; = k;d;, kde k; > 0 je konstanta udavajici ,pruznost"

i-té pruziny. Také vztah mezi vektorem vnitinich sil y = (y1,v2,y3,v4)” a vektorem d Ize popsat
matici:

Y1 k1 0 0 0 dy

Y2 o 0 ko 0 0 do

Y3 B 0 0 ks 0 ds ’

Y4 0 0 0 kg dy
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neboli y = Cd, kde C oznaluje diagonalni matici z posledni rovnosti. Je dobré si uvédomit, ze pokud
d; > 0, tj. je-li i-td pruzina natazend, tdhne vnitfni sila y; dolni konec této pruziny vzhiiru a horni
konec doli. V pfipadé d; < 0 je tomu presné naopak. Prvni pruzina je vzdy natazena, proto y; > 0,
takze kladny smér vnit¥nich sil v pruzinach je smérem vzhiru.

Na spoj ¢ piisobi vnitini sily pruzin y; a y;41, které se slozi do sily y; —y;41 ptsobici na i-ty spoj.
Vektor sil plsobicich na jednotlivé spoje v disledku vnitfnich sil v pruzinach spoéteme opét pomoci
matice, tentokrat plati

1 -1 0 o (&
0 1 -1 0 2
0o 0 1 -1 s

Ya

matice v posledni rovnosti se rovna matici AT transponované k A. Velikost vnitinich sil piisobicich na
jednotlivé spoje tak dostaneme jako soudin

ATCAx .

V ustaleném rovnovazném stavu jsou vnitini sily pruzin v rovnovaze s vnéjsimi gravitaénimi silami
pusobicimi na jednotlivé spoje. Vnéjsi sila plsobici v i-tém spoji se rovnad f; = m;g, kde g je gravitaéni
konstanta. Vektor vnéjsich je tedy f = (f1, f2, f3)T a v rovnovazném stavu plati rovnost

ATCAx =,

co? je soustava linearnich rovnic s matici ATC A a pravou stranou f. Z té miizeme hodnoty posunuti
x; vypocitat, zndme-li hmotnosti zavazi a koeficienty pruznosti jednotlivych pruzin. A

Matice soustavy ve tvaru AT C A, kde C je diagonalni matice s kladnymi prvky na hlavn{ diagonale,
se vyskytuje pfi feSeni mnoha praktickych problémd a v linedrni algebfe je témto maticim vénovana
specidlni pozornost. Setkdme se s nimi jesté nékolikrat.

4.2.7. Blokové nasobeni matic. Nékdy je vyhodné nahlizet na matici jako rozdélenou do blokd
a operace, zejména nasobeni, provadét blokové. Optimalizované algoritmy pro vypocet soucinu dvou
matic vyuzivaji blokové nasobeni spiSe nez vyjadreni jednotlivych prvki soucinu pomoci tvrzeni 4.22.
Velikost blokli je volena s ohledem na velikost cache v poéitaéi a strukturu nulovych a nenulovych
prvkd v matici. Celd fada aplikaci vede na matice, kde jsou nékteré bloky zcela nulové, ¢imz dochazi
k Gspore vypocletniho ¢asu pro nasobeni.

Vezméme dvé matice nad télesem T, matici A typu m X n a matici B typu n X p. Dale necht

mi,...,Mp, N1,...,Ns a P1,...,Pt jSOU prirozena Cisla, pro ktera

m=mi+ma2+---+my, n=ny+nzg+---+ns a p=pr+---+pt.

Matici A rozdélime podélné na prvnich m; radka, dalsich mqo Fadka, atd. az poslednich m, fadka, a
vertikalné na prvnich ny sloupct, dalSich na sloupct, atd. az poslednich ng sloupcii. Matice A se nyni

skldda z rs bloki A11, A12, ey Als, A21, ey A'rs-
ni n2 Ns
m1 Aq1 | Aro Als
mo Az | A2 Az
A=
My A Ao Ars

Kazdy blok A;; je matice typu m; x n;.

Podobné, matici B rozdélime podélné na oddily velikosti n1,n2,...,ns a vertikdlné na oddily

velikosti p1,p2, ..., pt. Matici B tim rozdélime na st blok( Bi1, .., Bst:
p1 D2 pt
ny Bi1 | Biz Bt
na B2y | Baa Bt
B —
Ns Bs1 Bso Bt
Soudin C = AB lze potom rozdélit do blokl nésledovné.
p1 p2 Pt
my Ci1 | Ci2 C1t
ma Ca1 | Ca2 Cat
C=AB= . . s
mey Crl C’l‘2 Crt
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kde pro kazdé i € {1,2,...,r} ak € {1,2,...,t} plati
S
Cik =Y AijBji .
j=1

Dikaz, ktery pouze vyzaduje spravné si napsat jednotlivé prvky ve vsech maticich a jejich blocich,
prenechame do cviceni.

Nékdy Ize vypocet soucinu dvou matic zjednodusit, pokud si vS§imneme, ze matice maji pfirozenou
blokovou strukturu sloZzenou z jednoduchych bloki.

PRIKLAD 4.44. Najdeme A? pro matici A nad Z7,

1 0 2 3 4
0 1 5 0 6
A= 0 0 1 0 O
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Oznadime-li pravy horni blok

o
Il
/N
(SN
o

3 4
6 bl

Ag_( I \B)( I \B)_( Ioly + BO3x2 | I2B+ B3 )_
O3x2 | I3 O3x2 | I3 03x2l2 + I303x2 | O3x2B + I313
1 0 4 6 1
0O 1 3 0 5
:( 102 2IB >: 0O 0 1 0 O
3 000 1 0
0O 0 0 0 1

miizeme nasobit po blocich

4.3. Soustavy linearnich rovnic podruhé

Matice poskytuji efektivni formalismus ke studiu soustav linearnich rovnic. Jiz
samotnd formulace problému je nyni velice elegantni: pro danou matici A typu mxn
nad T a dany aritmeticky vektor b € T hledame vsSechny x € T™, pro které plati
Ax =b.

V kapitole 2 jsme si ukazali, ze mnozinu vsech feseni soustavy

Ax=Db

m linedrnich rovnic o n nezndmych nad télesem T muzeme zapsat jako

u+ thvp : tp, €T prokazdé pe P
peEP

kde

e P je mnozina indext volnych proménnych,

e u, vy, p € P, jsou,vhodné n-slozkové aritmetické vektory nad T.
Navic vime, Ze ruzné volby parametru t, € T dévaji ruznd Feseni. (Vlastné jsme
vSe probirali jen pro T = R, ale postup nad obecnym télesem je stejny.)

Aritmetické vektory u a v, p € P jsme ziskali uzitim zpétné substituce a alge-

braickych uprav. Jde spocitat tyto vektory primo? Co se stane, kdyZ zménime pouze
pravou stranu soustavy? Nyni mame nastroje na takové otdzky snadno odpoveédét.
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Z tvaru feseni vidime, Ze zvolime-li hodnoty parametri ¢, = 0 pro kazdé p € P,
dostaneme feseni x = u. Vektor u tedy muzeme spocitat z odstupnovaného tvaru
tim, ze zvolime volné proménné rovné 0 a dopocCteme feseni soustavy. Zvolime-
li jeden z parametrt ¢, = 1 a ostatni parametry rovné 0, dostaneme jiné feseni
X = u+v,. Z néasledujiciho pozorovani vyplyva, ze vektor v, = (u+v,)—u je feSenim
soustavy se stejnou matici a nulovou pravou stranou, tzv. prislusné homogenni
soustavy.

PoOzZOROVANT 4.45. Jsou-liu a w dvé feseni soustavy linedrnich rovnic Ax = b,
pak w —u je resenim soustavy Ax = o.

DUKAZ. Protoze jsou aritmetické vektory u,w Feseni soustavy Ax = b, plati
Au = Aw = b. Potom
Aw—u)=Aw—Au=b—-b=0 .
Aritmeticky vektor w — u je proto Fesenim soustavy Ax = o. O
DEFINICE 4.46. Soustava Ax = o se nazyva homogenni soustava linedrnich
rovnic (piislusnd k soustavé Ax = b).

Vektor v, p € P lze tedy ziskat tak, Ze zvolime z,, = 1, ostatni volné proménné
zvolime rovné 0 a dopocteme feseni prislusné homogenni soustavy. Tato po-
zorovani ndm dévaji odpovéd i na druhou otdzku — smérové vektory v, na pravé
strané viibec nezavisi. Geometricky, zménime-li pravou stranu, reSenim bude ttvar
rovnobézny k puvodnimu.

PRIKLAD 4.47. Vratime se k soustavé k piikladu z oddilu 2.3.4. Po eliminaci
jsme ziskali ekvivalentni soustavu s rozsitenou matici

1 2 -1 3 0] 2
-3

00 1 0 2

Soustava mé Teseni, bazové proménné jsou z; a s, volné proménné jsou xs, T4 a
5. Mnozina vSech feSeni proto bude tvaru

{11 + tovo +t4vy +t5vy i lo, 4,5 € R},

Na rozdil od ptredchoziho postupu, uréime nyni aritmetické vektory u, vs, v4 a vy
rychleji. Zvolime x5 = x4 = x5 = 0 a dopocteme FeSeni soustavy zpétnou substituci.
P1i pocitani na papife to vétsinou pujde zpaméti. Nasledujici schéma znézornuje
volbu parametri a postupny vypocet proménnych x3 a .

(7,0,2,0,0)" (2,0,-3,0,00" (~1,0,-3,0,0)" =u

Vektor vo uréime volbou zo = 1,24 = x5 = 0 a dopoctenim feSeni prislusné
homogenni soustavy.

(2,1,2,0,007 (2,1,0,0,007 (-=2,1,0,0,0)T = v,
Podobné spocitame vy a vs.
(2,0,7,1,00T (2,0,0,1,007 (=3,0,0,1,0)T = vy
(2,0,7,0,1)T (2,0,-2,0,1)T (=2,0,-2,0,1)T = v5

Mnozina feseni je tedy

—1 -2 -3 -2
0 1 0 0
-3 + 12 0 + 14 0 +t5 -2 tto,ts,t5 ER
0 0 1 0
0 0 0 1
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Vsimnéte si rovnéz, ze

E tyvp: t, €T pro kazdé pe P
peP
je mnozina vsech TeSeni prislusné homogenni soustavy. Mnozina vSech feseni homo-

genni soustavy Ax = o je dilezitou charakteristikou matice A, kterd bude v dalsim
textu hrat vyznamnou roli pfi zkoumani matic.

DEFINICE 4.48. Mnozina vsech feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic
Ax = o se nazyva jdadro matice A nebo také nulovy prostor matice A. Oznacujeme

ji Ker A.

Nabizeji se dalsi otdzky. Je dulezité zvolit pri vypoctu u vSechny volné proménné
rovny 0, nebo mizeme volit libovolné? Véta 4.50 na tuto otazku odpovida. Podobna
otédzka se nabizi pro vypocet vektort v, tu ale budeme umeét uspokojivé zodpovédét
az v kapitole o vektorovych prostorech.

K dtkazu slibené véty ucinime jesté jedno jednoduché pozorovani.

P0ZOROVANT 4.49. Je-li u Tesent soustavy Ax =b a v Tesend prislusné homo-
genni soustavy Ax = o, pak u+ v je také reseni soustavy Ax = b.

Ditikaz spociva v jednoduchém vypoctu
A(u+v)=Au+Av=b+o0=D
vyuzivajicim opét distributivity.

VETA 4.50. Je-li u jakékoliv TeSeni soustavy linedrnich rovnic Ax = b nad
télesem T (tzv. partikuldrni feSeni), pak se mnoZina vSech Teseni této soustavy
rovnd

{u+v:veKerd} = u+Kerd.

DUKAZ. Je-li w feSeni soustavy Ax = b, pak w — u € Ker A podle pozoro-
vani 4.45 a tedy
w=u+(w—u)€{ut+v:veKeA} .
Naopak pro libovolné v € Ker A je u + v feSsenim soustavy Ax = b podle
pozorovani 4.49. O

Ve formulaci véty je zaroven vysvétlen vyznam vyrazi typu u + Ker A, kdy
,SCitame” vektor s mnozinou vektori. Toto znaceni budeme prilezitostné pouzivat.

4.4. Matice jako zobrazeni

Kazda matice A typu m x n nad télesem T prirozenym zpusobem urcuje zob-
razeni T — T™, které budeme oznacovat f4. Tato geometrickd predstava matic
se od ted bude prolinat celym vykladem. Zobrazeni f, ur¢ené matici A je popsano
v definici 4.53. Nejprve se ale podivame na nékolik prikladt, jak pomoci matic
algebraicky popsat nékterd jednoducha geometrickd zobrazeni v rovineé.

4.4.1. Zobrazeni v roviné. Zacneme otocenim kolem pocatku souradnic o
thel a v kladném smeéru, tj. proti sméru hodinovych rucicek.

PRIKLAD 4.51. Rovinu otodime kolem pocatku soufadnic o tihel o. Kam se
pootoéi bod se soufadnicemi (py1, p2)?, tj. jaké budou jeho soutadnice po otoceni?
Spoéitat soufadnice bodu, do kterého se pooto& bod (p1,p2)?, pifmo pomoci
euklidovské geometrie je dost pracné. Ukdzeme si algebraické feseni, na kterém lze
vidét zakladni rysy linedrné algebraického uvazovani. Misto toho, abychom pocitali
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T2 A

(7,7)

(pl,pz)

OBRAZEK 4.8. Rotace v roviné kolem pocéatku o thel a

ihned soutadnice bodu, do kterého se pooto¢i bod (p1,p2)?, se napted zamyslime
nad tim, muzeme-li ilohu snadno vyfesit pro néjaké jiné body. A pokud to pro
néjaké jiné body umime, jak této znalosti miZeme vyuzit pro vypocet souradnic
bodu, do kterého se pootoci bod (py,p2)T? Na obrazku 4.9 vidime obdélnik, jehoz
vrcholy jsou body (0,0)%, (p1,0)T, (0,p2)7, (p1,p2)T. Tento obdélnik se pootocenim
o thel a kolem pocatku souradnic zobrazi do druhého obdélniku na obrazku.

Nyni ptichdzi to hlavni. Polohovy vektor bodu (p1, p2)T je souétem polohovych
vektori bodi (p1,0)7 a (0,p2)T. Pomoci obrézku 4.9 nahlédneme, 7e tato vlastnost
se otofenim zachova — polohovy vektor bodu (?,?)7, do kterého se pootoéi bod
(p1,p2)7, je souétem polohovych vektorit bodii, do kterych se pooto¢i body (pi,0)T
a (O,pz)T.

T2 A

(p1,0) 1

OBRAZEK 4.9. Rotace obdélniku v roviné kolem poéatku o thel o
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Snadno spoéitame, Ze bod na prvni soufadné ose se soufadnicemi (py,0)7 se
pootoéi do bodu (p; cosa,p;sina)’. A podobné bod na druhé souradné ose se
soutadnicemi (0, pz) se pootoéi do bodu o soutadnicich (—ps sina,ps cosa)?, viz
obréazek 4.10.

T2 A
(0. py sina) (p1 cosa, py sin )
s M1
p1
(—pa2 sin a, pa cos @)
a
p2
e
(—p2sina, 0) (p1 cosa, 0) (p1,0) I

OBRAZEK 4.10. Vypocet soufadnic obrazii bodi na soufadnych osich

Tim padem také vime, Ze soufadnice polohového vektoru bodu (?,7)7 jsou
souctem aritmetickych vektori (p; cos a, p1 sina)? a (—pa sina, pa cos )T
Bod se soutadnicemi (py,p2)7 se tedy pootoéi do bodu se souradnicemi

? P1COS (v " —pasina | cos n —sina«
? p1sina P2 COS P sina p2 cos
[ cosa —sina p1
~\ sina  cosa Do

Muzeme Fict, ze matice

cosa —sina

sina  cosa
,urcuje“ otoceni kolem pocatku souradnic o thel o v kladném sméru. VSimnéme
si také, ze prvni sloupec v matici tvori souradnice bodu, do kterého se zobrazi bod
(1,0)” na prvn{ soufadné ose. Podobné druhy sloupec matice tvoi{ soufadnice bodu,

do kterého se zobrazi bod (0,1)7 na druhé soutadné ose.

Také jind geometricka zobrazeni v roviné mizeme popsat pomoci vhodné ma-
tice.

PRIKLAD 4.52. Osova symetrie vzhledem k prvni souradné ose v roviné zobra-
zuje kazdy bod se souradnicemi (p1, p2)? do bodu se soutadnicemi

p1 _ 1 0 b1
—Dp2 0 -1 P2
Vsimnéme si, Ze opét jsou ve sloupcich matice A obrazy bodu (1,0)” (v prvnfm

sloupci) a bodu (0,1)” (ve druhém sloupci). A

V obou piikladech jsme ze znalosti hodnot zobrazeni (rotace nebo symetrie) v
téchto dvou bodech mohli odvodit hodnotu zobrazeni v kazdém dalsim bodé roviny.
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T2 A
b2 (pl , pz)
D1 =$1
—p2 (Ph *pz)

OBRAZEK 4.11. Symetrie v roviné vzhledem k prvni soufadné ose

4.4.2. Zobrazeni uré¢ené matici. Pro kazdou matici A typu m x n nad té-
lesem T a kazdy n-slozkovy aritmeticky vektor x € T™ je soucin Ax prvkem T™.
Matice A tak uréuje zobrazeni z T™ do T™ ve smyslu nésledujici zdsadni definice.

DEFINICE 4.53. Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak definujeme
zobrazeni fa : T™ — T™ wurcéené matici A predpisem

fa(x) = Ax
pro kazdy aritmeticky vektor x € T™.
Je-li
A = (aij)mxn = (a1]az]...|ay)
a prepiSeme-li vyraz Ax pomoci sloupcové definice souc¢inu matic, dostavame

T
T2
fa . = T1a; + T2a2 + - - + Tra, -

Tn

Obrazem vektoru x pri zobrazeni f4 je tedy linedrni kombinace sloupcovych vektort
matice A s koeficienty rovnymi slozkdm vektoru x.
Pokud piepiseme vyraz Ax pomoci,, prvkové* definice souc¢inu matic, dostaneme

T 1121 + @12%2 + +++ + A1p Ty

T2 2121 + Q22X + +++ + A2p Ty
fa =

Tn U121 + Am2T2 + - + ApnTy

Kazda slozka obrazu vektoru x je tedy tvaru cixy + - -+ + ¢z, pro néjaké prvky
c eT.

PRIKLAD 4.54. V piikladu 4.51 jsme zjistili, Ze rotace v roviné kolem pocéitku
soufadnic o thel o v kladném sméru je zobrazeni f4 : R? — R? uréené matici

A [ cose —sina
sina cosa
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Obrazem vektoru x = (z1,72)7 je vektor
COS (v —sin o T1COS — To Sin «
fA(x) =Ax =1, . + X9 = .
sin a cos a 21 sin« + o cos o

PRIKLAD 4.55. Osova symetrie v roviné vzhledem k prvni souradné ose je podle
prikladu 4.52 zobrazeni ur¢ené matici

(o 5)
(3 1)

uréuje zobrazeni f : R? — R? v roviné, kterému se iik4 zkoseni. Na obrazku 4.12
vidime, jak zkoseni zobrazi nékteré objekty v roviné. Z formulky

. 1 1 T . 1+ 2o
w=(o)(2)-("0)
ihned vidime, ze druhé souradnice bodu se zkosenim zachovavaji, Cili kazdy bod

primky rovnobézné s prvni soufadnou osou se posouva do néjakého bodu téze
piimky. Velikost a smér posunuti zavisi na prvni souradnici zobrazovaného bodu.

A

PRIKLAD 4.56. Matice

,]','2“

al 4

OBRAZEK 4.12. Jak se zobrazuji objekty v roviné zkosenim

PRIKLAD 4.57. Jaké zobrazen{ uréuje diagonalni matice

A:<162 (2))7

Ax = ( 0 2 ) < xTo > o ( 2.’1)2
ihned vidime, ze prvni soufadnice se zmensi na polovinu a druhé se zdvojnasobi.

Na obrazku 4.13 opét vidime, jak se zobrazi nékolik objekt v roviné zobrazenim
fA :R? = R2.

7 formulky

A
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To A

) ——

OBRAZEK 4.13. Jak se zobrazuji objekty v roviné diagonalni matici

PRIKLAD 4.58. Zobrazeni f4 : R? — R3 uréené matici

5 1
A= 2 3 = (aj]az)
1 -1

zobrazuje kazdy bod (p1,p2)T v roviné do bodu v 3-dimenziondlnim prostoru se
souradnicemi

fal(pr,p2)") = pra1 + poay |
ktery lezl v roviné s parametrickym vyjadienim {xja; + zoas : 21,22 € R}.
Na obrézku 4.14 vidime nékolik bodf v roviné R? a jejich obrazy v prostoru
R3. Na rozdil od redlnych funkei jedné redlné proménné si pro zobrazeni f4 uréené

matic{ A nemtuzeme nakreslit graf, ze kterého bychom vidéli hodnotu zobrazeni v
kazdém bodé defini¢niho oboru.

T3 A

T2

To A

OBRAZEK 4.14. Zobrazeni uréené redlnou matici typu 3 x 2
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Pro zobrazeni f4q : T™ — T™ urcené matici A typu m X n nad télesem T
mame pouze predpis, jak pro dany vektor x = (x1,22,...,2,)7 spoéitat hodnotu
zobrazeni f4 v bodé x: fa(x) = Ax .

Dulezité je ale také umét si predstavit zobrazeni fa : T™ — T™ jako celek, jako
jeden objekt. Graf zobrazeni neméme k dispozici, mizeme ale vyuzit blokové schéma
pouzivané v fadé inzenyrskych obort. Elektroinzenyr si zobrazeni f4 predstavi jako
néjaky obvod (konkrétnich konstrukei obvodu muze byt vice), ve kterém lze mé-
nit néjaké hodnoty x1, x5 na vstupu (napiiklad proudy), které ovlivn{ jiné hodnoty
Y1, Y2, ys na vystupu (napriklad jiné proudy). Pokud si zddny obvod neumime pred-
stavit, mizeme zobrazeni fs povazovat za , Cernou skiinku“. Na obrazku 4.15 je
,»cernd skrinka“ reprezentujici zobrazeni z ptikladu 4.58.

To —» —> 13
21— fa —> L2

OBRAZEK 4.15. Zobrazeni uréené redlnou matici typu 3 x 2

Zobrazeni f4 : T™ — T™ urcené obecnou matici A typu m X n si pak muzeme
predstavit jako na obrazku 4.16.

OBRAZEK 4.16. Zobrazen{ uréené redlnou matici typu m x n

Zobrazeni—Cerné skrince muzeme klast dotazy typu jakd je tvoje hodnota v
proku x € T™ ? Je-li A = (aj]ag|---|a,) matice typu m x n nad télesem T a
e; = (1,0,...,0)T € T", pak

fa(er) =1a; +0ag + --- + 0a, = a; .

Sloupce v matici A tak mizeme zjistit jako hodnoty zobrazeni f4 v dobfe zvolenych
prvcich T™.

DEFINICE 4.59. Je-li T néjaké téleso a n € N, pak pro kazdé j = 1,2,...,n

oznaéime e; = (0,...,0,1,0,...,0)7 € T™ vektor, ktery ma j-tou slozku rovnou 1
a vSechny ostatni slozky rovné 0. Vektory e, es,.. ., e, nazyvame prvky kanonické
bize v T™.

Pomoci prvki kanonické baze v T™ snadno dokézeme nésledujici pozorovani.

PozOROVANT 4.60. Pro dvé matice A, B téhoZ typu m x n nad stejnym télesem
T plati fa = fp prdave kdyz A = B.
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DUKAzZ. Obé matice A, B zapiSeme pomoci sloupci, tj. A = (ajlas|---|a,) a
B = (by|ba|---|by,). Z rovnosti f4 = fp plyne rovnost a; = fa(e;) = fr(e;) = b,
pro kazdé j = 1,2,...,n, matice A, B maji stejné sloupce a proto se rovnaji.

Opacna implikace je trividlni. O

Pri odvozeni matice urcujici otoceni v roviné kolem pocatku souradnic o tihel
« v prikladu 4.51 jsme vyuzili jednu vlastnost rotace, a sice to, Ze rotace zobrazi
soucet dvou vektorti do souctu jejich obrazi. Dalsi dilezitou vlastnosti rotace kolem
pocatku je to, ze zobrazi s-nasobek néjakého vektoru do s-ndsobku obrazu tohoto
vektoru. Tyto dvé vlastnosti ma zobrazeni urcené jakoukoliv matici.

TVRZENI 4.61. Je-li A matice typu m X n nad télesem T, pak pro kazdé dva
aritmetické vektory x,y € T™ a kazdy prvek s € T plati
o fa(sx) = s fa(x),
o fax+y) = fa(x)+ faly).
DUKAZ. Z prvni é4sti tvrzeni 4.31 dostdvame
o fa(sx) = A(sx) = s(Ax) = s fa(x).
Podobné z definice 4.53 a distributivity ndsobeni matic ihned plyne
o fa(x+y)=A(x+y) = Ax+ Ay = fa(x) + fa(y).
O

Posledni tvrzeni fika, Ze zobrazeni urcéend maticemi jsou velmi specidlni: za-
chovéavaji nasobeni skaldrem a zachovavaji sc¢itani. Takovym zobrazenim budeme
v kapitole 6 fikat linearni. Uvidime, ze zobrazeni f : T" — T™ je rovno f4 pro
néjakou matici A pravé kdyz f je linedrni.

4.4.3. Soucin matic a sklddani zobrazeni. Z definice 4.53 ihned dostaneme

nasledujici tvrzeni.

TVRZENI 4.62. Jsou-li A matice typu m x n a B matice typu n X p nad stejngm
telesem T, pak zobrazeni fa : T™ — T™ a fp : TP — T™ muzeme slozit v poradi
fafs a pro sloZené zobrazeni fafg : TP — T™ plati

fafe = faB .

DUKAZ. Plyne ihned z asociativity ndsobeni matic. Pro kaZdy vektor x € TP
plati

fafp(x) = fa(fp(x)) = fa(Bx) = A(Bx) = (AB)x = fap(x) .

Graficky mizeme slozené zobrazeni fa fp znézornit jako na obrazku 4.17.

OBRAZEK 4.17. Diagram pro slozeni f4 fg zobrazeni urcéenych maticemi

Tvrzeni 4.62 1ikd, Ze tento diagram mizeme nahradit jednodussim diagramem
na obrazku 4.18.

Ukéazeme si jesté nékolik prikladt, jejichz Teseni je zaloZené na tvrzeni 4.62.
Jako prvni dokazeme souctové vzorce pro funkce sinus a kosinus.
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OBRAZEK 4.18. Zobrazeni f4p uréené soucinem matic

PRIKLAD 4.63. Otod&ime-li rovinu kolem poéatku soufadnic o tihel 8 v kladném
sméru, je tato rotace podle piikladu 4.51 zobrazeni fp : R? — R? uréené matici

B < cos3 —sinf >

sinf  cospf

Poté pootoc¢ime rovinu kolem pocatku jesté o thel a v kladném sméru. To je zob-
razeni f : R? — R? uréené matici

A= [ Cosa —sina
sina  cos«

Geometricky nahlédneme, ze slozenim f4 fp téchto dvou rotaci dostaneme ro-
taci kolem pocéatku o thel a + 8 v kladném sméru. Jeji matice je tedy

cos(a+ ) —sin(a+ f)
sin(fa+ )  cos(a+ B)
Matici slozeného zobrazeni fa fp dostaneme rovnéz jako soucin matic
AB — < cosa —sina > < C?Sﬂ —sin 8 >
sina cosa sinf cosp
cosacos B —sinasin S — cosasin S — sin a.cos 8 )

:( sincos 8+ cosasin S — sinasin 8 + cos a.cos 3

Protoze matice zobrazeni je uréend jednoznacné podle tvrzeni 4.60, plyne odtud
rovnost matic

cos(e+ ) —sin(a+ f)
sin(e+ f)  cos(a+ B)
_ ( cosacos S —sinasinS  —cosasin S — sinacos 3 )

sinacos 8+ cosasin S —sinasin 8 + cos a cos 3

Plati proto

cos(a + ) =cosacos 8 — sin asin 3,

sin(« + ) =sin acos 8 + cos asin 3
pro libovolné dva thly «, 5. A

PRIKLAD 4.64. Odvodime matici uréujici symetrii v roviné vzhledem k jakéko-
liv pfimce prochazejici pocatkem. Tato symetrie je slozenim t¥i zobrazeni, jejichz
matice uz zname. Pokud osu symetrie dostaneme z prvni souradné osy otocenim o
thel a v kladném sméru, zacneme tim, ze danou osu symetrie oto¢ime do sméru
prvni soutadné osy po sméru hodinovych rucicek, tj. o tthel —a. Poté pouzijeme
symetrii vzhledem k prvni soufadné ose a nakonec vse oto¢ime o thel a zpét.
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Azy Az,
(xla T )
< (77)
2
—a !
Ty i Z1
Azy A 2o
"
— \
*
A
: a
. T T

OBRAZEK 4.19. Rozklad symetrie vzhledem k obecné piimce

Matici symetrie vzhledem k obecné primce svirajici ihel a s prvni souradnou
osou tak dostaneme jako soucin matic

cosa —sina 1 0 cos(—a) —sin(—a)
sina  cosa 0 -1 sin(—a)  cos(—a)
_( cosa —sina cosa  sina
-\ sina  cosa sina  —cosa

( cos? a — sin® « 2sin o cos o > . ( cos 2« sin 2a )
«

2 sin a cos « sin® o — cos? sin2a  — cos 2«

Symetrie vzhledem k ose urcené primkou prochéazejici poc¢iatkem souradnic a
bodem (cos a,sina)? tak zobrazuje naptiklad bod o soufadnicich (2,3)” do bodu

se souradnicemi
cos 2 sin 2a 2
sin2a  — cos 2« 3

[ 2cos2a+ 3sin 2«
“\ 2sin2a — 3cos2a
A

PRIKLAD 4.65. Jaké zobrazeni dostaneme, pokud udéldme rotaci kolem po-
¢atku o thel a v kladném sméru nésledovanou symetrii vzhledem k prvni souradné
ose? Toto slozeni je urcené soucinem matic

1 0 cosa —sina . CoS (v —sin«
0 -1 sina  cos« - —sina  —cos«
B ( cos(—a)  sin(—a) >

sin(—a) —cos(—a)
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Na zakladé predchoziho prikladu 4.64 tak muzeme odpovédét, ze slozené zobrazeni
je symetrie vzhledem k ose, kterou dostaneme z prvni souradné osy otocenim o tthel
a/2 v zdporném sméru, tj. po sméru hodinovych rucicek. A

PRIKLAD 4.66. Ortogondlni projekce na prvni soufadnou osu v roviné zobrazuje
kazdy bod (z1,72)T do bodu (x1,0)T na prvni soufadné ose.

A T

K- - - - - = - - -9

e -------o

> - -
By

OBRAZEK 4.20. Projekce na prvni soufadnou osu

Odtud snadno dostaneme matici, ktera projekci na prvni soutadnou osu urcuje.

Plati totiz
1 0 X1 . T
0 0 Ty ) 0
pro kazdy bod (z1,72)T € R2. A

PRIKLAD 4.67. Podobné jako v ptikladu 4.64 dostaneme matici uréujici ortogo-
naln{ projekei na pifmku prochézejici pocatkem souiadnic a bodem (cos a, sin a)?.
Rovinu napred oto¢ime o tthel —a tak, abychom primku, na kterou projektujeme,
presunuli do prvni souradné osy. Poté udélame projekci na prvni souradnou osu, a
nakonec otoc¢ime rovinu o tthel «, abychom pfimku, na kterou projektujeme, vratili
zpét do puvodniho sméru. Matici projekce pak dostaneme jako soucin matic

cosa —sina 10 cos(—a) —sin(—a)
sina  cosa 0 0 sin(—a)  cos(—a)
_( cosa —sina cosa sina
sina cos o 0 0
. cos? o sin « cos «
~ \ sinacosa  sin’a
A

PRIKLAD 4.68. Podivdme se je$té jednou na piiklad 3.17 z konce kapitoly o
télesech. Tam jsme v R3 pomoci kvaterniont sklddali rotaci kolem prvni soufadné
osy o thel 7/2 v kladném sméru s rotaci kolem ttet{ soufadné osy o thel 7/2 v
kladném sméru.

Matici B rotace kolem osy x; o tihel /2 v kladném sméru dostaneme tak, ze
do sloupcii zapiseme obrazy prvki e, es, e3 kanonické baze:

1 0 0
B=10 0 -1
01 0
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A T2

OBRAZEK 4.21. Projekce na obecnou piimku prochdzejici poc¢atkem

A T3

T2

OBRAZEK 4.22. Kladné orientovany souradny systém v prostoru

Analogicky dostaneme matici A rotace kolem osy x3 o thel 7/2 v kladném sméru:

0 -1 0
A= 1 0 0
0 0 1

SloZenim je zobrazeni fafp = fap urCené sou¢inem matic

0 -1 0 1 0 O 0 0 1
AB=[1 0 O 00 -1 =100
0 0 1 01 0 01 0

7 matice AB uréime snadno obraz libovolného vektoru (z1, zo, x3)"

T 0 0 1 T T3
fap|l =2 | =11 0 0 zo | = a1
I3 0 1 0 I3 T2

Odtud vidime, Ze slozené zobrazeni fafp zobrazuje kazdy vektor (z,z,z)T opét
do vektoru (x,z,x)T. Osa vysledné rotace je tedy osou prvniho oktantu. Na prvni
pohled ale nenf vidét, Ze jde o rotaci o hel 27/3 v kladném sméru, jak jsme zjistili
vypoctem pomoci kvaternionti. Nicméné, pokud opakujeme zobrazeni fap trikrét,
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dostaneme zobrazeni urcéené matici

00 1 0 0 1 0 0 1 100
(AB? =1 0 0 1 00 1 00])]=(010]=I.
010 010 010 0 0 1

To znamend, ze opakujeme-li rotaci fap trikrat, dostaneme identické zobrazeni na
prostoru R3, coZ je totéz, jako rotace o thel 27. Odtud plyne, Ze zobrazeni fap
rotuje prostor R? o tfetinu thlu 27, tj. o thel 27 /3. Nevime pouze, jestli v kladném
sméru nebo v zdporném sméru. V kapitole o vlastnich ¢islech si ukdzeme dalsi
metodu, kterou lze spocitat osu a tihel rotace bez pouziti kvaterniont. A

PRIKLAD 4.69. Jednotkova matice I,, fddu n nad télesem T urcuje zobrazeni
fr, :T™ = T". Pro libovolny vektor x € T plati

fr,x)=I,x=x,

jednotkova matice I, tedy urcuje identické zobrazeni na mnoziné T™ vsSech n-
slozkovych aritmetickych vektorti nad télesem T. A

Identické zobrazeni na mnoziné T" budeme v dalsim textu oznacovat idpn.

4.4.4. Dualni zobrazeni. Matice A typu m x n nad T urluje zobrazeni f4 : T™ — T"". Obrazem
aritmetického vektoru x € T™ je Ax, coz mizeme ponékud nepfesné vyjadfit slovy ,.fa je ndsobeni zleva
matici A". V fadé situaci ma vyznam i tzv. dualni zobrazeni f,r : T™ — T™ urené transponovanou
matici AT, Protoze pro libovolny aritmeticky vektor y € T™ plati

Aly="AT,
obrazem ¥adkového vektoru y7 je Fadkovy vektor y7 A. V tomto smyslu ,.f 4,7 je nasobenfi zprava matici
At
Vyznam obou zobrazeni f4 i f,r si ukdZzeme na matici vstupl do vyroby z prikladii 4.2 a 4.19.

PRIKLAD 4.70. Matice A = (aij) typu m X n nad R zaznamenava vstupni naklady na produkty,
fadky odpovidaji produktiim a sloupce vstuplim. Prvek a;; je roven poctu jednotek vstupu j potrebnych
k vyrobé produktu 1.

Jak jsme nahlédli v ptikladu 4.19, je-li x € R™ vektor jednotkovych cen vstupli, pak Ax je vektor
vyrobnich cen. Takze

R"™ — R™
jednotkové ceny vstupi  +—  vyrobni ceny produkti

fa:

Podobné se nahlédne, e je-li y € R™ podet vyrobki, které chceme vyrobit, pak ATy udava
pottebny pocet jednotek vstupu — i-ta slozka je poclet jednotek vstupu ¢ potfebnych k vyrobé daného
poctu vyrobki. Schematicky

R™ — R™

Far: polet vyrobkd +— pocet jednotek vstupi

Na okraj jesté poznamenejme, Ze nés v této situaci bude asi nejvice zajimat zobrazeni g : R™ xR" — R
definované g(y,x) = y© Ax, které v sobé v n&jakém smyslu ukryva ob& zobrazeni f4 i far-

R™ x R™ — R

g: (pocet vyrobki, jednotkové ceny vstupli) +— cena

4.5. Inverzni matice

V dalsi ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat otazkou, kdy k matici existuje
inverzni matice. ProtoZze nasobeni matic neni komutativni, musime inverzni matice
definovat opatrnéji nez inverzni prvky v télesech.
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4.5.1. Algebraicky pohled. Zac¢neme algebraickou definici.

DEFINICE 4.71. Je-li A matice typu m X n nad télesem T, pak matici X nad
T nazyvame inverzni zprava k matici A, pokud plati AX = I,,,, matice A se v tom
pripadé nazyva invertovatelnd zprava.

Matice Y nad T se nazyva inverzni zleva k matici A, pokud plati YA = I,
matice A se v tom pripadé nazyva invertovatelnd zleva.

Je-1i A ¢tvercova matice radu n nad T, pak matici X nad T nazyvame inverzni k
matici A, pokud AX = XA = [,,, matice A se v tom pripadé nazyva invertovatelnd
matice. Je-li A invertovatelnd matice, pak matici inverzni k A oznac¢ujeme A~!.

Aby mély vsechny souciny v definici smysl, matice X inverzni zprava k matici
A typu m x n musi mit typ n X m, matice Y inverzni zleva k A musi mit typ n x m
a inverzni matice ke ¢tvercové matici fadu n musi byt opét ¢tvercova radu n.

Posledni c¢ast definice 4.71 1iké, Ze invertovatelna ¢tvercova matice je soucasné
invertovatelna zprava i zleva. Nésledujici jednoduché pozorovani iké opak, tj. ze
Ctvercova matice invertovatelnd zleva i zprava je uz invertovatelna a inverzni matice
je urcend jednoznacné.

POZOROVANT 4.72. Je-li ctvercovd matice A vddun nad T invertovatelnd zprava
i zleva, pak je invertovatelnd a kazdd matice X inverzni zprava k A se rovnd kazdé
matici Y inverzni zleva k matici A. Inverzni matice k A je proto uréend jednoznacné,
pokud existuje.

DUKAz. ProtoZe X je inverzni zprava k A, musi platit AX = I,,. Stejné tak pro
matici Y inverzni zleva k A plati YA = I,,. Nyni sta¢i vyuzit asociativitu nasobeni
matic:

X=ILX=YAX=YAX)=YI,=Y .
Plati tedy AX =1, = YA = XA, coz dokazuje, ze X je inverzni k A a vSechny
inverzni matice k A se rovnaji. t
4.5.2. Hledani matice inverzni zprava. Zac¢neme prikladem.

PRIKLAD 4.73. Zkusime najit matici X inverzni zprava k matici

1 2 3
a=(4 5 %)

Z definice 4.71 riznych typt invertovatelnosti vime, ze matice X musi byt typu
3 x 2, tedy X = (x1|x2). Pro X musi platit AX = A(x;|x2) = (Ax;1|Axz) = I5 =
(e1]e2). Takze potfebujeme vyresit soustavy Ax; = e; a Axs = e, tj. soustavy

12 3 A 1 2 3 12\
4 9 8 T =V ) L4 9 8 a2 =g

31 T32
Tak je vyfesime

12 3|1 12 3|1 N _i;ﬁft

49 80 0 1 —4|—-4 )7 i ’
31 t

1 2 3]0 12 310 T —12;113

49 81 01 —4(1 ) 7%= |~ 5
T32 S

Pro libovolné hodnoty parametri s,t € T je matice
9—-11t —-2-11s
X=(x1]x2)=| —4+4 1+4s
t s
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inverzni zprava k matici

A

Obé soustavy Ax; = e; a Axy = ey z predchoziho prikladu maji stejnou matici
A a mohli jsme je tedy Tesit stejnymi radkovymi tpravami. Mizeme je proto Fesit
soucasné tak, ze pravé strany napiseme vedle matice soustavy vsechny najednou a
upravime celou matici do odstupniovaného tvaru. Dopocteni zpétnou substituci pak
probéhne zvlast pro kazdou pravou stranu. V nasem piipadé by tprava vypadala

nasledovneé.
1 2 3|1 0 1 2 3 1 0
4 9 8|0 1 01 —4|—-4 1

Geometricky si matici A predstavujeme jako zobrazeni f4 urcené matici A.
Ruzné typy invertovatelnosti matice A odpovidaji riznym vlastnostem zobrazeni

fa.

TVRZENI 4.74. Pro matici A typu mxn nad télesem T jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

(1) matice A je invertovatelnd zprava,

(2) zobrazeni fa : T™ — T™ je na (cely prostor) T™ (jingmi slovy, soustava
Ax =b md pro kaZdou pravou stranu b € T™ vZdy aspori jedno Tesent),

(3) matice v odstupriovaném tvaru, kterou dostaneme z A Gaussovou elimi-
nact, md vSechny radky nenulové,

(4) pro hodnost matice A plati rank(A) = m.

DUKAZ. (1) = (2) Zvolime libovolné b € T™. Potfebujeme najit aspori jedno
x € T™, pro které plati Ax = b. Protoze predpokladdme, Zze A je invertovatelna
zprava, existuje matice X typu n x m nad T, pro kterou plati AX = I,,,. Polozime
x = Xb. Potom plati
Ax=AXb=1I,b=b .

(2) = (3) Oznaéime C' matici v odstupiiovaném tvaru, kterou dostaneme z
A Gaussovou eliminaci, coz je néjaka posloupnost elementérnich fadkovych tprav.
Déle budeme pokracovat sporem. Pokud by matice C' méla aspon jeden nulovy
radek, byla by soustava Cx = e,, nefesitelna. Protoze jsou vSechny elementarni
radkové upravy vratné, mohli bychom celou Gaussovu eliminaci provést pozpatku
na nefesitelnou soustavu Cx = e,, a dostat z ni jinou nefesitelnou soustavu Ax = b
s matici soustavy A a néjakou pravou stranou b € T™, coz je spor s podminkou
(2).

(3) = (1) Protoze v matici C neni zddny nulovy fadek, soustava Ax = b méa
feSeni pro jakoukoliv pravou stranu b € T™. Specidlné ma reSeni soustava Ax = e;
pro kazdy prvek e; kanonické baze prostoru T™. Zvolime pro kazdé j =1,2,...,m
libovolné feseni x; soustavy Ax = e; a tato feSeni usporfddame do matice X =
(x1|x2| - |xm). Pak plati

AX = A(X1|X2| s ‘Xm) = (AX1|AX2| s |Axm) = (61|62| s |em) = Im .
(3) & (4) plyne primo z Definice 2.17 — hodnost matice. d

Z Pozorovani 2.18 vime, Ze pro jakoukoliv matici A typu m x n plati rank(A) <
n. Z bodu (4) pak plyne, Ze je-li matice A typu m X n invertovatelnd zprava, plati
m = rank(A) < n. MuZeme proto hned usoudit, Ze naptiklad k matici

1
3
5

SN
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matice inverzni zprava neexistuje.

Podminka (3) navic uvdd{ jednoduchy test, jak zjistit, kdy matice inverzn{
zprava k dané matici A existuje — po Gaussové eliminaci matice A jsou vSechny
fadky nenulové. A dikaz implikace (3) = (1) déva névod, jak najit matici inverzni
zprava k A v ptipadé, Ze matice A podminku (3) spliiuje.

7Z prikladu 4.73 také hned vidime, ze pokud matice inverzni zprava k matici A
typu m X n existuje, tj. plati-li rank(A) = m, a soucasné matice A neni ¢tvercova,
tj. m < n, aspoil jeden sloupec matice A neni bazovy. Kazd4a soustava Ax; = e; tak
mé vice nez jedno feSeni a matice inverzni zprava k A neni uréend jednoznacné.

Jind situace nastava pokud je A ¢tvercova matice, tj. m = n. V tom pripadé je v
matici C, kterou dostaneme z A Gaussovou eliminaci, m = n pivoti. Coz znamena,
ze v kazdém sloupci C' je jeden pivot, neboli kazdy sloupec matice C' je bazovy,
zadnd nezndmd v soustavé Ax = e; neni volnd a soustava ma proto jednoznacné
feSeni x;. Matice inverzni zprava k matici A je urcend jednoznacné. V tom piipadé
muzeme nas vypocet modifikovat tak, abychom se iplné vyhnuli zpétné substituci.
Ukéazeme si to opét na prikladu.

PRIKLAD 4.75. Najdeme matici inverzni zprava k redlné matici

-(41)

K matici A pripiSeme vSechny sloupce jednotkové matice Is a provedeme Gaussovu
eliminaci na celou matici:

1 3|1 0 1 3] 1 0
2 910 1 0 3|-2 1

Nyni nenavdzeme zpétnou substituci pro jednotlivé soustavy, ale budeme pokraco-
vat dalsimi elementarnimi radkovymi dpravami, kterymi matici A prevedeme do
jednotkové matice:

1 3|1 0 1 0] 3 -1 10 3 -1
0 3|-21 0 3|—-2 1 0 1|-2/3 1/3
Soustavu s jednotkovou matici je velmi snadné vyresit — FeSenim je primo prava

strana. Dostavame tedy x; = (3,-2/3)T a xo = (—1,1/3)T. Jednoznaéné uréend
matice inverzni zprava k A se tedy rovnd matici

(o s)

Postup feseni prikladu snadno zobecnime na libovolnou ¢tvercovou matici A
Ffadu n. Pokud po Gaussové eliminaci pouzité na matici A dostaneme matici, ve
které je aspon jeden Fadek nulovy, matice A nesplituje podminku (3) z Tvrzeni 4.74
a matice inverzni zprava k matici A neexistuje. Pokud jsou po Gaussové eliminaci
vsechny radky nenulové, je v kazdém radku pravé jeden pivot, vSechny sloupce
jsou proto bdzové (nebot matice A je ¢tvercovd), pro odstupniovany tvar proto plati
k1 =1, ko =2,...,k, =n. Matice v Taddkové odstupnovaném tvaru je proto horni
trojuhelnikovd a vSechny prvky na hlavni diagondle jsou nenulové. Pak pomoci
pri¢itani vhodnych nésobkt jednotlivych fadkt k fadkim nad nimi vynulujeme
vsechny prvky nad hlavni diagonalou a nakonec pomoci nasobeni radki nenulovymi
¢isly zménime vSechny prvky na hlavn{ diagonale na 1. Dostaneme tak matici (I,,| X)
a matice X je inverzni zprava k matici A. Stru¢né feceno, fadkovymi tpravami
prevedeme matici (A|I,) do tvaru (I,,|X) a vpravo prefteme matici X inverzni
zprava k matici A.

A
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4.5.3. Hledani matice inverzni zleva. V prikladu 4.75 jsme spocitali, ze k

matici
1 3
= (3 3)

3 -1
X—<_2/3 1/3> !
tj. plati AX = I,.

Vynasobime-li obé matice v opacném poradi, dostaneme také X A = I,. Matice
X je tedy rovnéz inverzni zleva k matici A. To neni zddna ndhoda, plati to pro
jakoukoliv ¢tvercovou matici A.

Pokud se ndm ¢tvercovou matici A fddu n podaii prevést pomoci elementarnich
radkovych tprav do jednotkové matice I,,, podivime se na cely postup pomoci
elementarnich matic. V tvrzeni 4.36 jsme nahlédli, ze kazda elementdrni fadkova
Uprava néjaké matice odpovida nasobeni této matice néjakou elementdarni matici
zleva. Pfipomenme, zZe vSechny elementarni matice jsou Ctvercové, a tedy stejného
i4du jako matice A. Upravy lze zapsat jako

A~ EyA ~ Ey(BrA) ~ oo

je inverzni zprava matice

kde E1, Fs, ... jsou elementarni matice prislusnych elementarnich radkovych tprav.
Vezmeme-li v tivahu asociativitu nasobeni matic, mtzeme cely postup zapsat
ve tvaru

A~EiA~EEi1A~ - -~ Ep-- - EsEWA=1, .

To znamen4, Ze soucin elementarnich matic Ey, - - - Fo F je matice inverzni zleva
k matici A. Zbyva pouze néjak se dopracovat k soucinu Ey --- EsFE; v prubéhu
elementarnich iprav vedoucich od matice A k jednotkové matici I,,. K tomu staci
si uvédomit, ze

Ey---EyEy = Ey - ExEn Iy,

coZ znamena, ze soucin Fy, - - - Fs E; dostaneme provedenim téZe posloupnosti ele-
mentarnich iprav na jednotkovou matici I,,. Provadime tedy radkové tpravy sou-
¢asné na obé matice neboli na matici (A|l,). Podle pravidla o ndsobeni po blocich
dostaneme

(A I,) ~(E1A | E1L,) = (E1A | Ey) ~ (EoE 1A | EsEy) ~ -+ ~
~ (B EoF1A| Ey---FE3F)=(1, | Ex--- ExEq) .

V pravém bloku tak dostaneme matici Ey, ... FoFy inverzni zleva k matici A. Jeden
a ten samy postup proto v pripadé ¢tvercové matice A vede souCasné k nalezeni
matice inverzni zprava a matice inverzni zleva.

Nepatrneé slozitési je hledani matice inverzni zleva k matici, ktera neni ¢tvercova.
Ukazeme si to na nésledujicim piikladu.

PRIKLAD 4.76. Spod¢itadme matici inverzni zleva k matici

1 2
A=| 3 4
5 6

Zkusime matici A prevést elementarnimi radkovymi dpravami do tvaru

0 1 =1 o
0 0 1x2
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Stejné jako pfi vypoctu matice inverzni zleva ke ¢tvercové matici si k matici
A pripiSeme jesté jednotkovou matici I3 a fadkové upravy déldme na celou matici

(A | Is):

1 211 0 O 1 2 1 0 0 1 2 1 0 0
3 401 0]~ 0 -2|-310]~0 —-2-3 1 0
5 60 0 1 0 -4|-5 0 1 0 O 1 =21
1 0]-2 1 0 1 0] -2 1 0
~1 0 —2|-3 1 0]~ 0 1[3/2 -1/2 0
0 0 1 -2 1 0 0] 1 -2 1
Zjistili jsme tak, ze plati
-2 1 0 1 2 1 0
3/2 —-1/2 0 3 4 |=(01
1 -2 1 5 6 0 0
7 levého c¢initele vynechame spodni fadek, dostaneme matici
-2 1 0
Y—<3/2 1/2 o) !
pro kterou plati YA = I, takze Y je inverzni zleva k A. A

Geometricky vyznam invertovatelnosti zleva je soucasti nasledujicicho tvrzeni.

TVRZENI 4.77. Pro matici A typu m x n nad T jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

(1) matice A je invertovatelnd zleva,

(2) zobrazeni fu : T™ — T™ wurcené matici A je prosté (jinymi slovy soustava
Ax =b md nejvgse jedno tesent pro jakoukoliv pravou stranu b € T™),

(3) soustava Ax = o md pravé jedno Teseni x = o,

(4) matice C, kterou dostaneme z matice A Gaussovou eliminact, md v§echny
sloupce bdzové,

(5) plati rank(A) = n.

DUKAZ. (1) = (2). Zvolime dva vektory x,y € T", pro které plati fa(x) =
fa(y). Podle definice zobrazen{ fa to znamend Ax = Ay. Posledni rovnost (sloup-
covych vektortl) vyndsobime zleva néjakou matici Y, kterd je inverzni zleva k matici
A. Dostaneme

YAx = YAy .

Protoze YA = I,,, plyne odtud x =y.

(2) = (3). Podle (2) méa soustava Ax = o nejvyse jedno reSeni. Jednim resenim
je x = o, takze to je jediné reseni soustavy Ax = o.

(3) = (4). Tuto implikaci dokdZeme sporem. Pfedpoklddejme, Ze v matici C
je aspon jeden sloupec nebédzovy. Soustava Ax = o mé stejnou mnozinu FesSeni
jako soustava C'x = o s matici v odstupnovaném tvaru. Protoze predpoklddame,
ze C' ma aspon jeden sloupec nebdzovy, mnozina vSech feseni soustavy Cx = o ma
aspon jeden volny parametr a tedy aspon dva prvky. To je spor s predpokladem,
7e soustava Ax = o ma pouze jedno reseni.

(4) = (1). Dikaz této implikace bude soucasné obecnym ndvodem, jak matici
inverzni zleva k matici A najit v ptipadé, Ze existuje. Gaussova eliminace prevede
matici A do matice v odstupnovaném tvaru C, ve které jsou vSechny sloupce bazové.
Pro indexy bazovych sloupci matice v odstupniovaném tvaru (Definice 2.14) tak
plati k1 =1,k = 2,...,k, = n. Prvni az n-ty fddek matice C jsou proto nenulové
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a vSechny dalsi jsou nulové. (Cestou jsme v této chvili uz také dokazali (4) = (5).)
Matice C' se tak sklada ze dvou bloki

o= (o2 )
O(mfn)xn

kde D je horni trojuhelnikovad matice fadu n s nenulovymi prvky na hlavni diago-

nale a Om,—n)xy, je nulova matice typu (m —n) x n. Stejné jako pfi hledani matice

inverzni zprava budeme jesté pokracovat a dalsimi elementarnimi radkovymi tpra-

vami vynulujeme vSechny prvky nad hlavni diagondlou matice D a vSechny prvky

na hlavni diagonale upravime na 1. Protoze pouzivame pouze elementarni radkové

tpravy a kazdou takovou tipravu muizeme zapsat jako nasobeni néjakou elementarni
matici zleva, existuji elementarni matice E1, Fs, ..., By tadu m, pro které plati

Ek--~E2E1A=< In )
O(m—n)xn

Ctvercovou matici E = Ej, - - - Fo By f4du m také rozdélime do dvou blokt — bloku
Y typu n X m tvofeného prvnimi n fadky a spodniho bloku Z typu (m —n) x m
tvoreného zbyvajicimi fadky, neboli

(%)

Soucin na levé strané rovnosti

O(m—n)Xn
S[)()éftéll € po blocich:

Y YA I,
Bd= ( Z )A: ( ZA ) - ( O(m—n)Xn )

takze YA = I,, a matice Y je inverzni zleva k matici A.

(4) = (5) jsme dokézali uz v prubéhu dikazu (4) = (1).

(5) = (4). Rovnost rank(A) = n znamend, Ze v matici v odstupfiovaném tvaru
C, kterou dostaneme z A Gaussovou eliminaci, je prvnich n fadkt nenulovych a
zbylé nulové. V kazdém nenulovém radku C' lezi pravé jeden pivot a téchto n pivoti
musi lezet v raznych sloupcich matice C, coz znamend, ze vSechny sloupce matice
C, a tedy i matice A, jsou bézové. O

P1i feseni piikladu 4.76 jsme se nezabyvali otdzkou jednoznac¢nosti matice Y
inverzni zleva k matici A.

OTAZKY K SAMOSTATNEMU STUDIU 4.78. Je-li A matice z piikladu 4.76, na-
jdéte libovolnd dvé feSeni u, v homogenni soustavy ATx = o. Tato Feseni si napiste

jako radky v matici
T
u
o= ()

a oveérte, ze také matice Y + D je inverzni zleva k matici A.

4.5.4. Regularni matice. V této Casti se budeme zabyvat otazkou, které
matice jsou soucasné invertovatelné zleva i zprava. Za¢neme jednoduchym pozoro-
vanim.

POzZOROVANT 4.79. Je-li matice A typu m x n nad T invertovatelnd zleva i
zprava, pak je ¢tvercovd, tj. m =n.
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DUKAZ. Z piedpokladu, Ze A je invertovatelnd zprava, plyne podle podminky
(4) z tvrzeni 4.74 rovnost rank(A) = m. Podminka (5) z tvrzeni 4.77 ¥{k4, Ze pro
matici A invertovatelnou zleva plati rank(A) = n. TakZe m = n a matice A je
ctvercova. g

V pripadé oboustranné invertovatelnosti tak staci zkoumat pouze ¢tvercové
matice. Dalsim bezprostiednim dtsledkem Tvrzeni 4.74 a 4.77 je nasledujici tvrzeni.

TVRZENI 4.80. Ndsledujici vlastnosti ctvercové matice A Tadu n jsou ekviva-
lentni:

(1) matice A je invertovatelnd zprava,
(2) matice A je invertovatelnd zleva,
(3) matice A je invertovatelnd.

DUkAZ. (1) = (2). Je-li matice A fddu n invertovatelnd zprava, pak podle
podminky (3) z tvrzeni 4.74 jsou v matici C, kterou dostaneme Gaussovou eliminac{
z matice A, vSechny fddky nenulové. V kazdém radku C je proto pravé jeden pivot,
tyto pivoty lezi v rtiznych sloupcich matice C, a protoze téchto sloupct je presné
n, kazdy sloupec matice C je bézovy a podle podminky (4) z tvrzeni 4.77 je matice
A invertovatelnd zleva.

(2) = (1). Opacnou implikaci mizeme dokdzat stejnym zptisobem a nebo mi-
zZeme vyuzit transponovani matic. Je-li A invertovatelna zleva, existuje matice Y
adu n, pro kterou plati YA = I,,. Transponovanim dostaneme rovnost (YA)T = IT,
coz po tpravé znamend ATYT = I,,. Ctvercova matice AT je tedy invertovatelna
zprava a podle jiz dokdzané implikace (1) = (2) je také invertovatelna zleva, exis-
tuje proto matice Z fadu n, pro kterou plati ZAT = I,,. Dalsim transponovinim
dostaneme rovnost (ZAT)T = IT = I,,. A protoze (ZAT)T = (AT)TZT = AZT | je
matice Z7 inverzni zprava k matici A.

(2) = (3). Vime uz, ze ¢tvercovd matice invertovatelnd zleva je také invertova-
telna zprava. Podle pozorovani 4.72 je proto invertovatelna.

(3) = (1) je trividlni. O

Jakékoliv ¢tvercova matice A invertovatelna z jedné strany je tak invertovatelna
z obou stran a existuje k ni jednozna¢né urcéens inverzni matice A~".

Geometricky si matici A predstavujeme jako zobrazeni f4 urcené matici A.
V pripadé Ctvercové matice fadu n jde o zobrazeni f4 : T" — T". Matice A
je invertovatelnd zleva pravé kdyz je zobrazeni fu prosté podle podminky (2) z
tvrzeni 4.77. Je invertovatelnd zprava pravé kdyz je zobrazeni f4 na (cely prostor)
T", podle podminky (2) z tvrzen{ 4.74. Pro invertovatelnou matici A fadu n je
proto zobrazeni f4 : T" — T" prosté i na T". Takovému zobrazeni fikame vzdjemné
jednoznacné zobrazeni nebo také bijekce. Tyto tivahy vedou k nasledujici definici.

DEFINICE 4.81. Ctvercové matice A nad télesem T fadu n se nazyva reguldrni,
pokud je zobrazeni fa : T™ — T™ uréené matici A vzdjemné jednoznacné (tj.
bijekce).

Ctvercova matice, kterd neni regularni, se nazyva singuldrni.

Uvahy pred definici dokazuji ze kazd4 invertovatelnd matice je reguldrni. Ve
skutecnosti jsou oba pojmy ekvivalentni.

TVRZENT 4.82. Matice A je requldrni prdavé kdyZ je invertovatelnd.

DUKAz. Je-li matice A reguldrni, je zobrazeni f4 : T® — T" vzijemné jedno-
znacné, tj. prosté a na (cely prostor) T™. Podle tvrzeni 4.77 je matice A inverto-
vatelnd zleva, podle Tvrzeni 4.74 je invertovatelnd zprava a podle Tvrzeni 4.80 je
invertovatelna. O
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Ke kazdému vzdjemné jednoznac¢nému zobrazeni existuje jednoznacné urcené
inverzni zobrazeni. Je-li A reguldrni matice fddu n, je zobrazeni fu : T" — T"
vzdjemné jednozna¢né. Asi nikoho neptrekvapi, Ze inverzni zobrazeni k f4 je urcené
matic{ inverzni k A.

TVRZENT 4.83. Je-li A reguldrni (coZ je podle Tvrzeni .82 totéz, co invertova-
telnd) matice a X je inverzni matice k A, pak je fx inverzni zobrazeni k fy.

DUKAz. Je-li A invertovatelnd, existuje matice X, pro kterou plati AX =
XA = I,,. Podle Tvrzeni 4.62 plati pro zobrazeni fa : T" — T™ a fx : T" — T"
rovnosti

fafx = fr, =idpe,  fxfa= fr, =idp»
Pouzili jsme fakt, ze zobrazeni f;, je identické zobrazeni na mnoziné T, viz pti-
klad 4.69. Zobrazeni fx urcené matici X je tedy inverzni k fa. O

Regularitu matice A také muzeme prelozit do TeSitelnosti soustav linedrnich
rovnic s matici A.

P0ZOROVANI 4.84. Matice A je requldrni pravé kdyz soustava Ax = b md prdvé
jedno reseni pro kaZdou pravou stranu b.

Vime-li, jaké zobrazeni fs matice A urcuje, muzeme v nékterych ptripadech
ihned napsat matici inverzni k A.

PRIKLAD 4.85. Z geometrického ndhledu vidime, Ze matice odpovidajici rotaci
kolem pocatku a symetrii vzhledem k pfimce prochazejici pocatkem jsou reguldrni,
protoze tato zobrazeni jsou vzajemné jednoznacna. Inverzni matice X k matici

rotace o thel o
cosa —sina
A= .
sina  cosa

musi urcovat inverzni zobrazeni k této rotaci, a geometricky vidime, ze inverznim
zobrazenim je rotace o thel —a. Zvolime-li

cos(—a) —sin(—a) cosa  sina
X = . = .
sin(—a)  cos(—a) —sina  cosa
snadno ovéfime, ze AX = XA = I,. Takze X = A~L. A

PRIKLAD 4.86. Matice symetrie vzhledem k piimce prochdzejici pocitkem a
bodem (cos , sina)? se rovnd

B s 2a¢ sin2a«
T\ sin2a  —cos2a
Vypoétem snadno ovérime, ze B? = I, neboli Ze inverzni matice k B je opét B, coz

odpovida geometrickému faktu, ze symetrie vzhledem k primce je inverzni k sobé
samé. A

PRIKLAD 4.87. Matice uréujici projekci na osu z; v R? je singuldrni, protoze
projekce roviny na piimku nen{ vzdjemné jednoznacné zobrazeni (dokonce nenf ani
prosté ani na cely prostor R?). Projekce je uréend matici

10
=(00),

ktera proto nemize byt invertovatelnd. O tom se snadno presvéd¢ime, nebot pro
kazdou ¢tvercovou matici X Tfaddu 2 je druhy fadek soucinu C'X nulovy, proto
CX # I,. K matici C tak neexistuje matice inverzni zprava, proto nemuze byt
invertovatelna. A
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4.5.5. Charakterizace regularnich matic. V pripadé ¢tvercovych matic je
invertovatelnost zleva totéz, co invertovatelnost zprava, a v obou pripadech je to
totéz, co existence inverzni matice. Vsechny podminky z Tvrzeni 4.74 a Tvrzeni 4.77
jsou proto navzajem ekvivalentni a také ekvivalentni s invertovatelnosti matice A.
A protoze invertovatelnost matice A je ekvivalentni regularité této matice, muzeme
vsechny dosavadni poznatky o reguldrnich maticich shrnout do néasledujici véty.

VETA 4.88. Pro étvercovou matici A 7ddu n nad télesem T jsou ndsledujict
turzend ekvivalentni:

(1) matice A je reguldrni,

(2) zobrazeni fa je mna T™ (jingmi slovy, soustava Ax = b md pro kaZdou
pravou stranu b € T™ alespori jedno Tesent),

(3) zobrazeni fa je prosté (jingmi slovy, soustava Ax = b md pro kaZdou
pravou stranu b € T™ nejvgse jedno Teseni),

(4) soustava Ax = o md jediné reseni x = o,

(5) Gaussova eliminace prevede matici A do horniho trojihelnikového tvaru
s nenulovgmi proky na hlavni diagondle (ekvivalentné do odstupriovaného
tvaru bez nulovijch adki),

(6) matici A lze prevést elementdrnimi tddkovgmi dpravami do jednotkové
matice I,

(7) matice A je invertovatelnd,

(8) ewistuje ctvercovd matice X tddu n takovd, Ze AX = I,

(9) existuje ctvercovd matice Y tddu n takovd, ze YA =1I,,
(10) rank(A4) = n.

DUKAZ. Ekvivalenci (1) a (7) jsme dokdzali v tvrzeni 4.82. Ekvivalenci (7), (8)
a (9) jsme dokézali v tvrzeni 4.80. Ekvivalenci (8) a (2) jsme dokdzali v tvrzeni 4.74,
ekvivalenci (3), (4), (9) a (10) jsme dokdzali v tvrzeni 4.77. V piipadé ¢tvercové
matice A je podminka (5) ekvivaletni tomu, Ze Gaussova eliminace prevede matici
A do matice, kterd mé vSechny sloupce bazové, coz je ekvivalentn{ s podminkou (9)
podle tvrzeni 4.77.

(5) = (6). To, jak lze z horni trojihelnikové matice s nenulovymi prvky na
hlavni{ diagondle po Gaussové eliminaci (kdy pouzivdme elementarni fadkové dpravy)
dostat jednotkovou matici pomoci dalsich radkovych tprav, jsme si ukazali v od-
stavci nasledujicim po prikladu 4.75. Matici A prevedeme do horni trojihelnikové
matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonale a pak doeliminujeme postupné prvky
nad hlavni diagonalou ve druhém sloupci, tretim sloupci, atd. Ziskdme diagonalni
matici a staci vynasobit fadky vhodnymi prvky télesa.

(6) = (9). Také toto by uz mélo byt zfejmé. Posloupnost elementdrnich fad-
kovych tprav vedouci z matice A na jednotkovou matici I, znamend existenci
elementarnich matic E1, Es, ..., E takovych, ze

E,---EyE1A=1, ,
takze matice Y = E} - - - Exo B4 je inverzni zleva k matici A. O

Najit inverzni matici k reguldrni matici je také snadné. Sta¢i najit matici in-
verzni zprava a to uz umime. Ukazeme si jesté par prikladu.

PRIKLAD 4.89. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zs, pokud
existuje.

A:

= w O
N =N
— s
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Rédkovymi tipravami upravujeme (A | I3):
0 2 41 0 0 31 4]0 1 0 31 4]0 1 0
31 4(01 0 ]~(024]/1 0O0]~]024|1 00|~
4 2 1]0 0 1 4 2 1]0 0 1 0 4 4]0 2 1
31 4(0 1 0 30 2(2 10 3001 2 3
0 2 4/1 00 )]~1024]/1 0O0]~1020|4 21|~
0 0 1(3 2 1 0 0 1(3 21 0 0 1(3 2 1
1 0 012 41
~1 0102 1 3
0 0 1(3 21
Takze A je regularni a plati
2 4 1
At=(2 1 3
3 21
A

PRIKLAD 4.90. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zs, pokud
existuje.

1 01

A=10 1 1

110

Opét fadkovymi Gpravami upravujeme (A | I,):
1 0 1|1 0 O 1 0 1|1 0 O 10 1}j1 0 O
011/010]~1011/010]|~0T1T1|010
11 0|0 0 1 01 1|1 01 00 01 1 1

Odstupnovany tvar matice A neni horni trojihelnikova matice s nenulovymi prvky
na diagonéle, takze A je singuldrni podle (1) < (5) z véty 4.88. Inverzni matice
neexistuje podle bodu (7) stejné véty.

Chédpeme-li A jako matici nad télesem Z3 nebo R, pak je regularni. A

PRIKLAD 4.91. Nékdy je vyhodnégjsi se trochu zamyslet nez ihned zalit poéitat podle uvedeného
algoritmu. Ptikladem je vypodet inverzni matice k redlné matici

11 1
A=| 12 0 0
1 0 1/3

Hleddme matici X takovou, 72e AX = I3. Znovu si uvédomime, Ze pfi ndsobeni matice X zleva matici
A délame linedrni kombinace Fadk( matice X, kde koeficienty jsou v fadcich matice A — tvrzeni 4.24.
Druhy fadek matice A ndm ¥ika, Ze druhy fadek vysledné matice I3, tj. Fadek (0,1, 0), je 1/2-ndsobek
prvniho ¥adku matice X. Z toho okamzité vidime, ze prvni fadek matice X je (0, 2,0).

0 2 0
X = ? 7 7
7707

Z posledniho fadku matice A vidime, ze tfeti fadek vysledku I3, tj. (0,0, 1), je roven 1-ndsobku prvniho
Fadku matice X (o tom uZ vime, Ze se rovna (0,2,0)) plus 1/3-n4sobku tfetiho Fadku matice X. Z
toho snadno dopocteme, ze tteti fadek X je (0, —6, 3).

o 2 0
X = 77 7
0 -6 3

Z prvniho fadku matice A pak podobné dopoditdme druhy faddek matice X a ziskdme

0 2 0
X = 1 4 =3
0o -6 3
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Snadno ovéfime, Zze X je skute¢né matice inverzni.
Jako cviceni provedte podobnou tdvahu sloupcové pro rovnici XA = I3 a radkové pro rovnici
XA=1Is. A

PRIKLAD 4.92. Pokud A je reguldrni matice, pak kazd4 soustava rovnic Ax = b
ma podle definice regularni matice pravé jedno reseni. Jak jsme jiz vidéli v dikazu
véty 4.88, vynasobenim obou stran matici A~! zleva ziskdme explicitni vzorec:

x=A"'b .

Napriklad resenim soustavy rovnic nad Zs

0 2 4 T 1
3 1 4 o | =1 2
4 2 1 3 3
je vektor
1 2 4 1 1 3
o | =A7b=| 2 1 3 2 | =1 3 ,
T3 3 2 1 3 0

kde A~ jsme spoéitali v piikladu 4.89.
K numerickému ¥egeni konkrétnich rovnic se vzorec x = A~ 1b nehod, protoze Gaussova eliminace
a zpétna substituce je vypocetné méné naroény postup. Stejné jako v &asti 2.7 mizeme spoditat, ze
samotny vypocet inverzni matice prevedenim matice (A|I,,) do matice (I,,| A~1) pomoci elementérnich
fadkovych dprav vyzaduje
n3 néasobeni/déleni a n® — 2n2 4+ n stitani/od&itani .
K tomu je tieba jesté pripodist polet operaci nutnych k vypoétu souéinu A~1b, ktery se rovna

2 2

n“ nasobeni/déleni a n* —n séitani/odéitani .

Celkem tedy FeSeni soustavy Ax = b s regularni matici A pomoci vzorce x = A~1b vyZaduje

n3 +n? néasobeni/déleni a n® —n? stitani/odeitani .
Pro velka n je to zhruba tfikrat vice aritmetickych operaci nez je tfeba na Gaussovu eliminaci a zpétnou

substituci.

Vzorec se spi§ hod{ pro teoretické ivahy, kdy potfebujeme jednoduse zapsat /vyjadrit
feseni obecné soustavy linedrnich rovnic s regularni matici. A

Dulezité priklady regularnich matic tvori elementarni matice. To je v souladu
se skutec¢nosti, ze elementarni ipravy jsou vratné.

TVRZENI 4.93. KaZdd elementdrni matice je requldrni, navic inverzni matice k
elementdrni matici je opét elementdrni.

DUKAzZ. K dikazu miZeme pfimo najit matice inverzni, jsou jimi matice iprav,
které rusi efekt prislusné elementarni ipravy. Pak pouze vyuzijeme ekvivalenci in-
vertovatelnosti a reguldrnosti z charakterizac¢ni véty 4.88. O

4.5.6. Regularita a maticové operace.

TVRZENT 4.94. Jsou-li A, B reguldrni matice stejného 7ddu n nad stejnym té-
lesem T at € T nenulovy prvek, pak plati
(1) A=% je reguldrni a plati (A1)~ = A,
(2) AT je reguldrni a plati (AT)™1 = (A~H)7T,
(3) tA je requldrni a plati (tA)~t =t71A7L,
(4) AB je requldrni a plati (AB)~! = B~1A~.
DUKAzZ. Ditkaz miizeme provést tak, Ze ukdzeme, ze popsané matice jsou sku-

te¢né matice inverzni (stadf z jedné strany). Napifklad (AB)~! = B=1A~! protoze
(B'A™Y(AB) =B Y(A"'A)B=B"'B=1. O
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Geometrickou interpretaci bodu (1), (3), (4) si rozmyslete jako cviceni.

Pro séitan{ podobné tvrzeni neplati, staci se podivat na soucet A + (—A), kde
matice A (a tim pddem i —A) je reguldrni, napiiklad A = I,,.

Pomoci bodu (4) dokonéime diikaz charakteriza¢ni véty 4.88.

TVRZENI 4.95. Ctvercovd matice A je requldrni pravé tehdy, kdyZ jde napsat
jako soucin elementdrnich matic.

DUKAZ. Kazd4 elementarni matice je regularni podle tvrzeni 4.93, takZe podle
bodu (4) v pfedchozim tvrzeni je libovolny soudin elementdrnich matic reguldrni
matice. To dokazuje implikaci zprava doleva.

Naopak, je-li A regularni, pak ji lze elementarnimi fadkovymi ipravami prevést
na jednotkovou matici (podle bodu (6) charakteriza¢ni véty 4.88). Elementarni
radkové tpravy se daji napsat jako nasobeni zleva elementarni matici, takze existuji
elementarni matice Ey, Fo, .., Ej takové, ze

Ey.- EyEA=1, ,

kde n je fdd A. ProtoZe elementarni matice jsou reguldrni (podle tvrzeni 4.93), tedy
i invertibilni, miZzeme vztah upravit na

A=E'E;N - ECT

Ted jsme hotovi, protoze inverzni matice k elementarnim maticim jsou elementarni
(opét podle tvrzeni 4.93). O

PRIKLAD 4.96. Z ditkazu také vidime postup, jak rozklad na elementarni matice
nalézt. Najdeme rozklad matice

nad Zs. Matici prevedeme elementdarnimi radkovymi tpravami na jednotkovou a

zaznamename si upravy.
0 2 3 0 0 0 0
0 0 |~ 2 3 |~ 2 3 |~
0 3 0 3 0 3
0 0 0 0 0
0 1 0 1 0
3 0 3 0 1

1

3
1
~ (0
0

Matice tiprav jsou

o O

1
0
0

OO =

1
0
3

o N O

01 0 1 0 O 1 0 O
Ei=|100|, Ba=(010], Es=[01 4],
0 0 1 2 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
FEy= 0 3 0], Es5= 0 1 0
0 0 1 0 0 2
Takze mame
A=E'E;'Ey B B!
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
=11 0 O 01 0 0 1 1 0 2 0 01 0
0 0 1 3 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 3
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Nyni muzeme také elegantné popsat, kdy lze jednu matici dostat z druhé po-
sloupnosti elementarnich fadkovych tprav. Uvazujme dvé matice A, B stejného
typu (nad stejnym télesem). Pokud B vznikla z A posloupnosti elementarnich
uprav, pak pro prislusné elementarni matice Fy,..., E}, které popisuji provedené
upravy, plati

B=FEy---FEFE A .

Podle tvrzeni 4.95 je matice R = Fy, - - - E7 regularni.

Naopak, pokud B = RA pro néjakou regularni matici R, pak podle stejného
tvrzeni plati R = Ej --- EsE; pro néjaké elementarni matice Fy,..., Ex. Z toho
vyplyva, ze B lze z A ziskat posloupnosti elementarnich tiprav. Dokézali jsme na-
sledujici tvrzeni.

TVvRZENI 4.97. Necht A, B jsou matice typu m x n nad télesem T. Pak B lze
z A ziskat posloupnosti elementdrnich rdadkovijch dprav pravé tehdy, kdyz existuje
reguldrni matice R rddu m nad T takovd, Ze B = RA.

4.5.7. LU-rozklad. Zacneme podrobnym rozborem jednoho prikladu.

PRIKLAD 4.98. Mdme vyfesit redlnou soustavu

2 2 211
4 7 7|2
6 18 22 |7
Gaussovou eliminaci{ dostaneme
2 2 211 2 2 2|1 2 2 21
4 7 7|2 ~( 0 3 3]0 ]~ 03 3|0
6 18 22|17 0 12 16 |4 0 0 4|4
a po zpétné substituci vyjde feseni (z1, 2, 23)T = (1/2,-1,1).

Poté nam zadavatel tlohy fekne, ze se spletl a dal ndm pravou stranu v opacném
poradi, Ze vlastné potfebuje vyresit soustavu

2 2 217
4 7 712
6 18 2211
Tak znovu Gaussova eliminace
2 2 217 2 2 2 7 2 2 2 7
4 7 7|2 ~ 0 3 3 |-12 ~ 0 3 3|-—-12
6 18 221 0 12 16| —20 0 0 4| 28

a po zpétné substituci odevzddme novy vysledek (z1,z2,23)T = (15/2, —11,7).

Zadavatel pohlédne na vysledek, chytne se za hlavu a prohlasi néco v tom
smyslu, Ze nejspis tu pravou stranu Spatné odecetl na ptistrojich, a jestli bychom

Drfive nez mu ublizime, se radéji zamyslime nad tim, ze pii feSeni budeme znovu
pouzivat ty samé elementarni radkové tpravy jako poprvé, a mozna bychom prvni
reseni mohli néjak vyuzit k urychleni dalsich vypoctu.

Vzpomeneme si, ze kazdé elementarni radkové upravé odpovidd néjaka ele-
mentarni matice, kterou soustavu nasobime zleva. V nasem pripadé jsme nasobili
postupné elementarnimi maticemi

1 00 1 00 1 0 O
Ey=|1 -2 1 0|, Ey= 0 1 0], Es=|10 1 0
0 01 -3 0 1 0 —4 1
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Cely prubéh Gaussovy eliminace tak zaznamename jako soucin matic

1 0 0 1 00 1 00
R=E3EE; = 0 1 O 0 1 0 -2 1 0
0 -4 1 -3 0 1 0 01

1 0 0

= -2 1 O

5 —4 1

Protoze jsme nemuseli prohazovat radky, pouzivali jsme pouze tieti elementarni
Upravu a navic v podobé pri¢teni vhodného nésobku néjakého radku k radku pod
nim, coz znamend, Ze jsme nasobili pouze dolnimi trojuhelnikovymi maticemi s
jednotkami na hlavni diagondle. Jejich sou¢in R je proto také dolni trojihelnikova
matice s jednotkami na hlavni diagonéle podle bodu (6) tvrzeni 4.35.

Resime-li dali soustavu (A|b) se stejnou matici soustavy A Gaussovou elimi-
naci, nasobime ji opét zleva matici R = E3FEsF;. Po Gaussové eliminaci tak do-
staneme soustavu R(A|b) = (RA|Rb). Sou¢in matic RA = E3EsE; A navic zndme
hned po prvni Gaussové eliminaci, nebot

1 0 0 2 2 2 2 2 2
RA=| -2 1 0 4 7 7 = 0 3 3
5 —4 1 6 18 22 0 0 4

Pri kazdém dalsim pokusu uspokojit zadavatele tak potfebujeme vytesit sou-
stavu

Ux = Rb

se zndmou horni trojihelnikovou matici U = RA. Tu mizeme vyTeSit zpétnou
substituci, problém ale ztistava s pravou stranou, nebot ta vyzaduje provést vSsechny
elementarni radkové tpravy pouzité pri prvnim vypoctu na novy vektor pravych
stran.

Také vypoctu Rb se lze vyhnout. Soucin elementarnich matic R = E3FEs>FE;
rozdélime na dvé ¢asti E3(E2E7). Souéin EsEy odpovidd prvnimu cyklu Gaussovy
eliminace — eliminaci prvniho sloupce — a rovna se

1 00 1 0 0 1 00
EyE) = 0 1 0 -2 1 0 |=(-2120
-3 0 1 0 01 -3 0 1

Soucin E3F; zname hned po prvnim cyklu Gaussovy eliminace. Kromé jednotek

na hlavni diagonale obsahuje v prvnim sloupci koeficienty nasobku prvniho radku,

které pricitame k radktim pod nim béhem eliminace prvniho sloupce. K druhému

fadku jsme pricitali (—2)-ndsobek prvniho fadku, ke tfetimu (—3)-ndsobek. Muzeme

tak fict, ze soucin EsF, je zdznamem prvniho cyklu Gaussovy eliminace.
Podobné je matice

1 0 0
Es=[0 1 o0
0 -4 1

zdznamem o eliminaci druhého sloupce matice A, tj. o druhém cyklu Gaussovy
eliminace.

Obé matice ExE; a F3 maji tak jednoduchou strukturu, ze muzeme piimo
napsat matice k nim inverzni:

1
(BoEy) = 2
3

O = O
_= o O

1
E;'=1[0
0

== O
— O O
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MiiZzeme proto také hned spoéitat matici R=! inverzn{ k sou¢inu R = E3(F2E1):

100 1 00 100
RY'=(EBE)'E;'=[2 10 01 0J|=210
301 0 4 1 3 4 1

Matice R™! je zédznamem o celém priibéhu Gaussovy eliminace pii FeSeni prvni
soustavy. Je to dolni trojihelnikovd matice s jednotkami na hlavni diagondle a na
misté (4, j) pod hlavni diagondlou je prvek opaé¢ny k ¢islu, kterym jsme ndsobili j-ty
fadek pfi eliminaci prvku na misté (¢, 7). Toto neni ndhoda, ale obecné zdtuvodnéni
vynechdme (zkuste to!).

Diky tomu, Ze matici R~! zndme hned po prvnim fefeni soustavy Ax = b
Gaussovou eliminaci, v tomto kontextu je matice R~! vzdy oznac¢ovana L, upravime
si soustavu Ux = Rb do tvaru

R 'Ux=LUx=b .

Protoze U = RA, plati LU = R"'RA = A. Matici A tak mame vyjadienou jako
soucin dolni trojuhelnikové matice L s horni trojihelnikovou matici U. Podstatné
je, ze obé matice L a U zname poté, co jsme jednou pouzili Gaussovu eliminaci na
matici A a v jejim prubéhu jsme nepouzili prohazovdni rddkid. Vyjadieni matice A
jako sou¢inu A = LU je zdznamem o celém prubéhu Gaussovy eliminace matice A.
Matice L 1ika, jaké elementarni radkové tpravy tretiho typu jsme pouzili, matice U
je horni trojihelnikova matice, kterou jsme dostali po Gaussové eliminaci pouzité
na matici A. Dulezité také je, ze jsme béhem Gaussovy eliminace nikde nemuseli
pouzit prohazovani radka.

Resen{ soustavy LUx = b mizeme rozdélit na feSeni dvou soustav. Napted
vyfesime soustavu Ly = b s dolni trojihelnikovou matici a poté soustavu Ux =y s
horni trojihelnikovou matici. D4-li ndm zadavatel novou pravou stranu (6, 24, 70)%,
nemrkneme okem a napfed vyfesime primou substituci soustavu

1 00]|6
2 1 0|24 |,
3 4 1|70

dostaneme teseni y = (6,12,4)7. Poté pouzijeme zpétnou substituci na feseni sou-
stavy

2 2 2|6
0 3 3|1
0 0 4| 4

a dostaneme Feseni x = (—1,3,1)7 soustavy Ax = b.
A

Postup feseni soustavy Ax = b z predchoziho prikladu byl zaloZen na rozkladu
matice A ve tvaru souc¢inu A = LU, kde L je dolni trojihelnikovd matice s jednot-
kami na hlavni diagonale a U je horni trojihelnikovd matice s nenulovymi prvky
na hlavni diagonéle. Takovy rozklad matice A se nazyva LU -rozklad.

LU-rozklad regularni matice A nemusi existovat. Pokud totiz A = LU je LU-
rozklad matice A, pak se prvni fadky matic A a U shoduji, jak si snadno ovérite
radkovym pohledem na nasobeni. Specidlné a1; = ui; # 0, takze matice

0 1

2 3
je prikladem reguldrni matice, pro kterou LU-rozklad neexistuje. Pokud je ale A
regularni matice, u které pti Gaussové eliminaci nemusime prohazovat radky, pak

LU-rozklad existuje a je dokonce jednoznacny, jak ukdzeme ve vété 4.101. Matice
U je vysledkem Gaussovy eliminace, pri které pouzivime pouze treti krok. Matice
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L mé na misté (4,7) pod hlavni diagondlou prvek opa¢ny k &islu, kterym jsme
ndsobili j-ty Ffddek pii eliminaci prvku na misté (4, ) (ale tento pfesny popis matice
L nebudeme ve vété 4.101 dokazovat).

PRIKLAD 4.99. Spoditdme LU-rozklad reilné matice

2 1 1
A= 4 -6 0
-2 7 2
Gaussovou eliminaci matici A upravime do odstupniovaného tvaru.
2 1 1 2 1 1 2 1 1
A= 4 -6 0 |~(0 -8 -2 |~ 0 -8 -2 |=U.
-2 7 2 0 8 3 0 0 1

V prvni tpravé jsme (—2)-ndsobek prvniho fddku pricetli k druhému a 1-
nasobek prvniho radku pricetli k tfetimu. Ve druhé upravé jsme 1-nasobek druhého
radku pricetli k tfetimu. Ziskavime LU-rozklad

2 1 1 1 0 O 2 1 1
4 -6 0 | = 2 1 0 0 -8 =2
-2 7 2 -1 -1 1 0 0 1

A

Myslenka dikazu existence LU-rozkladu je vysvétlena v prikladu 4.98. Nalez-
neme nejprve matici R takovou, ze RA = U a R je dolni trojihelnikové s jednotkami
na hlavni diagondle, a pak polozime L = R~!. To, ze matice L m4 také pozadované
vlastnosti, vyplyva z nasledujiciho tvrzeni.

TVRZENT 4.100. Necht R je dolni (horni) trojuhelnikovd matice vddu n s ne-
nulovgmi vsemsi prvky na hlavni diagondle. Pak R je reguldrni a inverzni matice
R~ je také doini (horni) trojihelnikovd. Md-li navic matice R na hlavni diagondle
vSechny proky rovné 1, pak i matice R™' md samé jednotky na hlavni diagondle.

DUKAz. Je-li R dolni trojtihelnikov4 s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle,
pak RT je regularn{ podle bodu (5) z véty 4.88. Tim padem je i R~! regularn{ podle
tvrzeni 4.94.

P#i vypodétu inverzn{ matice R~! prevodem matice (R|I,) do (I,|R™!) po-
moci elementarnich fadkovych tprav mizeme napred zménit vSechny prvky na
hlavni diagonéle na 1 pomoci vhodnych nasobku jednotlivych fadku a poté vy-
nulujeme vsSechny prvky pod hlavni diagondlou pomoci pri¢itani vhodnych na-
sobku jednotlivych fadka k fddkium pod nim. Vsem fadkovym tpravam odpovidaji
dolni trojihelnikové matice E1, Es, ..., Ey, plati proto Ey - - - Fo E1 R = I, a matice
R™' = Ej.--- E3E; je doln{ trojtihelnikova podle bodu (5) tvrzen 4.35.

Pokud mé matice R hned na poc¢atku na hlavni diagondle prvky 1, mizeme
prvni fazi vynechat a pouzit pouze pri¢itani vhodnych nasobku jednoho radku k
radkim pod nim. V tom piipadé pouzivame pouze dolni trojuhelnikové matice
E.,E,,...,Ey s jednotkami na hlavni diagonéle a jejich sou¢in R™! = Ej, --- Ex F;
je proto rovnéz dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonéle podle
bodu (6) tvrzeni 4.35.

Pripady, kdy je matice R horni trojihelnikova plynou pomoci transponovani z
pravé dokazanych vlastnosti inverze dolnich trojihelnikovych matic. 0

Dokéazané tvrzeni se ndAm bude hodit i k diikkazu jednoznacnosti LU-rozkladu.

VETA 4.101 (O LU-rozkladu). Necht A je requldrni matice 7dédu n, u které pri
Gaussoveé eliminaci nemusime prohazovat radky. Pak existuji requldrni matice L, U
radu n, pro které plati
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e A=LU,
e L je dolni trojuhelnikovd s jednotkami na hlavni diagondle,
o U je hornt trojuhelnikovd s nenulovymi prvky na hlavni diagondle.

Matice L,U jsou temito podminkami urcené jednoznacné.

DUKAz. Nejprve dokéZeme existenci. Za danych piedpokladi na matici A mi-
zeme pri¢itanim vhodnych nasobku radku k fadkim pod nim postupné prevést ma-
tici A na horni trojuhelnikovou matici U s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle.
Vsem radkovym tupravam odpovidaji dolni trojuhelnikové matice Ei, Es, ..., Ex
s jednotkami na hlavni diagonéle, plati proto Ej--- EoE1A = U a matice R =
Ey --- EsEq je dolni trojihelnikova s jednotkami na hlavni diagonile podle bodu
(6) tvrzeni 4.35. Podle tvrzen{ 4.100 inverzn{ matice R™! existuje a je také dolni
trojihelnikova s jednotkami na hlavni diagonale. Protoze RA = U, plati A = R™'U,
takze sta¢i polozit L = R™1.

Zbyva dokazat jednoznacnost. Predpokladejme tedy, ze A = L Uy = LyUs jsou
rozklady splnujici podminky véty. Chceme dokazat, ze L1 = Lo a Uy = Us.

Vynésobenim rovnosti L1U; = LaUs; zleva matici Ly La poté zprava matici
Ut ziskame

Ly'Ly = U Ut .
Matice Ly 1L, je dolni trojihelnikové s jednotkami na hlavni diagonsle podle tvr-
zeni 4.100 a tvrzeni 4.35. Je rovna horni trojihelnikové matici UgUfl. Z toho plyne,
Ze obé strany jsou diagonalni matice s jednotkami na hlavni diagonale, tj. jednot-
kové matice. Proto L2_1L1 =1, a UQUl_l = I,, z ¢ehoz po upravé dostavame
L1:L23U1:U2. O

Jak jsme ukézali diive, LU-rozklad reguldarni matice A = LU tadu n lze vyuzit
pri opakovaném feseni soustavy Ax = b s ruznymi pravymi stranami b. Béhem
prvniho vypoctu si zaznamendme vysledek Gaussovy eliminace v podobé rozkladu
A = LU. Gaussova eliminace vyzaduje zhruba 2n?3/3 aritmetickych operaci. Se zna-
losti LU-rozkladu matice A pak sta¢{ nejprve piimou substituci najit (jednoznacné)
feseni y soustavy Ly = b a posléze zpétnou substituci vyresit soustavu Ux = y.
Nalezeny vektor x splniuje Ax = LUx = Ly = b, takze fesi puvodni soustavu. P¥im4
a zpétné substituce vyzaduji kazda n? operaci. Pro velkd n prvni feSeni soustavy
s matici A tak vyzaduje priblizné stejné operaci jako Gaussova eliminace nasledo-
vand zpétnou substituci. Poté, co zndme LU-rozklad matice A, je feSeni kazdé dalsi
soustavy s matici A fadovée rychlejsi. Matematické softwary proto pri feseni soustav
linearnich rovnic pfi prvnim vypoctu spoc¢tou LU-rozklad matice soustavy a poté
uz pouzivaji pouze primou a zpétnou substituci.

Cviceni
1. Co musi spliiovat matice A, B, aby byly definovdny oba souc¢iny AB i BA.

2. Geometricky interpretujte nasobeni matice prvkem télesa a s¢itdni matic.

3. Geometricky popiste zobrazeni, které vznikne sloZenim osové soumérnosti v R? podle
osy z a otoCenim o /2. Srovnejte s algebraickym vypoc¢tem v piikladu na ndsobeni matic.
Stejnou lohu feste pro slozeni v opa¢ném poradi.

4. Najdéte matici, kterd odpovida osové soumérnosti podle primky y = ax, kde a € R.
5. Najdéte nenulovou redlnou matici A typu 2 x 2, ke které neexistuje matice inverzni (tj.
neexistuje matice B takovd, ze AB = BA = I»). Interpretujte geometricky.

6. Pro matice neplati obdoba tvrzeni 3.3.(6): Najdéte redlnou ¢tvercovou matici A # Oz2x2,
pro kterou A% = 0zxs. Interpretujte geometricky.
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7. Dokazte primo tvrzeni 4.24.

8. Vypoditejte n-tou mocninu matice

A=

o O =
O =
— = O

9. Ukazte, ze nasobeni elementarni matici zprava odpovida elementarni sloupcové tprave.

10. Ukazte, ze pro ¢tvercové matice stejného fadu nad stejnym télesem obecné neplati
vztah (A + B)? = A% + 2AB + B?. Naleznéte podobny, ale platny vztah.

11. Dokoncete dukaz tvrzeni 4.14.

12. Dokazte druhou distributivitu z tvrzeni 4.29.

13. Dokazte vztahy A(B —C) = AB — AC a A(—B) = —AB, mé-li jedna strana smysl.
14. Dokazte tvrzeni 4.31.

15. Matice se nazyva antisymetrick, pokud A = —A7T. Je pravda, Ze antisymetrickd ma-
tice m4 vzdy na hlavni diagonéle nuly? (Pozor na vlastnosti télesa, ve kterém pracujeme!)

16. Dokazte vzorec pro blokové nasobeni matic.
17. Najdéte A™ pro matici z prikladu 4.44.

18. Navrhnéte alternativni postup na prevod reguldrni matice na jednotkovou radkovymi
upravami tak, aby po eliminaci sloupce byly rovnou vSechny cleny, kromé diagondlniho,
nulové.

19. Spocitejte znovu priklad 4.91 alternativnimi postupy navrzené v tomto prikladu.

20. Ke kazdé elementarni matici najdéte ptislusnou matici inverzni, viz tvrzeni 4.93.

21. Predpokladejme, Ze odstupnovany tvar matice A obsahuje nulovy radek. Dokazte, Ze
potom existuje prava strana b takovd, Ze soustava Ax = b nemd ani jedno fesen{ (tj. fa
neni na).

22. Dokazte implikaci (2) = (5) z véty 4.88.

23. Dokazte pfimo implikaci (9) = (3) z véty 4.88.

24. Dokazte tvrzeni 4.94 a vysvétlete geometricky vyznam.

25. Dokazte, Ze n-t4 mocnina diagondlni matice je diagonalni a na diagonéile jsou n-té
mocniny puvodnich prvka.
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Shrnuti ¢tvrté kapitoly

Matice typu mxn nad telesem T je obdélnikové schéma prvk télesa T s m
radky a n sloupci. Matice typu m X m se nazyva c¢tvercovd matice radu m.
sloupcovy aritmeticky vektor s m slozkami nad T je matice typu m x 1,
radkovy aritmeticky vektor s m slozkami nad T je matice typu 1 x m.
Dvé matice A = (a;;) a B = (b;;) se rovnaji, pokud mayji stejny typ m x n,
jsou nad stejnym télesem T, a také maji stejné prvky na odpovidajicich
pozicich. Forméalnéji, pro kazdé i € {1,2,...,m} a kazdé j € {1,2,...,n}
plati a;; = b;;. Rovnost mezi dvéma maticemi tak znamend mn rovnosti
mezi jejich prvky na stejnych mistech.

U libovolné matice A = (a;;) fikdme, Ze prvky a;; tvori hlavni diagondlu.
Jednotkovd matice fddun nad télesem T je Etvercovd matice I, = (aij)nxn,
kde pro kazdé i,j € {1,2,...,n} plati

0 — 1 pokud i=7j,
Y10 pokud i # j,

tj.
10 0
0 1 0

I, =

Jednotkovou matici také zapisujeme jako I, = d;5, kde d;; je tzv. Kronec-
kerovo delta rovnajici se 1, pokud ¢ = 7, a 0 pokud 7 # j.
Ctvercovou matici A = (a;;) nazyvime
e diagondini, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ # j,
e permutacni, ma-li v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jeden pr-
vek 1 a ostatni 0,
o horni trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ > j,
o dolni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv 7 < j.
Pro matice A = (a;5) a B = (b;;) stejného typu m xn nad stejnym télesem
definujeme
e soucet matic A a B jako matici A+ B = (ai; + bij)mxn,
e matici opacnou k A jako matici —A = (—a;j)mxn,
e dale definujeme nulovou matici typu m x n jako matici Opxpn =
(Ot
Jsou-li A, B,C matice stejného typu m x n nad stejnym télesem T, pak
plati
(a) (A+B)+C=A+(B+0C),
(b) A+ Omxn = A,
(C) A+ (7A) = Omxn,
(d) A+ B=B+ A.
Pro matici A = (a;;) typu m x n nad télesem T a ¢t € T definujeme
o t-ndsobek matice A jako matici t - A =tA = (taij ) mxn-
Pro matice A = (a;5) a B = (b;;) téhoz typu m x n nad stejnym télesem
T a pro libovolné dva prvky s,t € T plati
(a) s(tA) = (st)A,

(b) 1A= A,

(C) —A= <_1)A?

(d) (s+1t)A =sA+1tA,
(e) s(A+ B) =sA+ sB.
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(11) Transponovand matice k matici A = (a;;)mxn je matice AT = (bj;)nxm,
kde bj; = a;; pro libovolné indexy i € {1,2,...,m} aje{1,2,...,n}.
(12) Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoz typu m x n nad stejuym télesem
T a pro libovolny prvek s € T plati
(a) (AT)" = 4,
(b) (A+ B)T = AT + BT,
(c) (sA)T =sAT.
(13) Matici A = (@ij)mxn nad télesem T muzeme také zapsat po sloupcich.
Sloupcovy zapis matice A je

A= (a]ag|...|a,) ,

kde pro kazdé j = 1,2,...,n vektor a; = (aij,azj,...,am;)" je m-
slozkovy sloupcovy aritmeticky vektor nad T.
(14) Sloupcovy zépis matice AT je

AT = (a1]as] - |am) ,

kde pro kazdé i = 1,2,...,m vektor a; = (a;1, a2, --,ain)’ je i-ty sloup-
covy vektor transponované matice A7
Rddkovy zdpis matice A je

kde éiT = (ai1,Gi2, - - -, Ain) je i-ty Fadkovy vektor matice A.

(15) Je-li A = (ajlag] - - - |a,,) matice typu mxn nad télesem T ab = (b1, ba, ..., b,)T
(sloupcovy) aritmeticky vektor s n-slozkami z télesa T, pak definujeme
soucin matice A s vektorem b jako

Ab = bja; +bsag +--- +bna, .

(16) Soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych x1,xa, ..., x, s maticl sou-
stavy A = (aij)mxn & vektorem pravych stran b € T™ muizeme zapsat
jako soucin

Ax=b

kde x = (z1,22,...,7,)7 je vektor nezndmyjch.
(17) Je-li A matice typu m x n a B = (by|bs]---|b,) matice typu n x p, obé
nad stejnym télesem T, pak soucinem matic A a B rozumime matici

AB = (Aby|Aby|---|Ab,) |

)

tj. j-ty sloupec souc¢inu matic AB se rovna soucinu matice A s j-tym
sloupcem matice B. Sou¢in AB ma4 tedy typ m X p.

(18) Soucin matic A = (aij)mxn @ B = (bjr)nxp mizeme také spocitat po
prveich, nebot prvek na misté (i, k) v souc¢inu AB se rovnd

n
ai1big + aiobop + - - + Qinbpg, = Zaijbjk =alby .
j=1

Také se 1ika ,, vypocet soucinu matic podle pravidla rddek x sloupec”.
(19) Soucin matice A = (@;j)mxn s matici B = (b;i)nxp mizeme také spocitat

po radcich, nebot pro kazdé i = 1,2,...,m se i-ty fadek v souCinu AB

rovnd soudinu i-tého fadku a; matice A s matici B, tj. a! B.
(20) Nasobeni matic neni komutativni.
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Jsou-li A = (ai;) a B = (b;;) matice téhoz typu m x n, C' = (¢;i) matice
typun X p, a D = (dy), E = (eg;) matice téhoZz typu p x ¢, vSechny nad
stejnym télesem T, a s € T, pak plati
(a) I, A= A= AI,
(b) B(CD) = (BC)D
(¢) (A+ B)C = AC+BC
(d (D+E) CD+ CE,
(e) (BC)" =C"BT,
() s(BC) = (sB)C = B(sC).
Pro libovolné ¢tvercové matice A = (a;5) a B = (bjx) téhoz fadu n plati,
ze jejich soucin AB je
) diagonélni, jsou-li obé matice A, B diagonalni,
b) permutacén{ matice, jsou-li obé matice A, B permutacni,
) horni trojihelnikovd matice, jsou-li obé matice A, B horni trojihel-
nikové matice,
(d) horni trojihelnikova s prvky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice
A, B horni trojihelnikové s prvky 1 na hlavni diagonéle,
(e) dolnf trojtihelnikové matice, jsou-li obé matice A, B dolnf trojtihelni-
kové matice,
(f) dolni trojihelnikova s prvky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice
A, B dolni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagonéle.
Elementdrni matice fadu m je libovolnd matice, kterou dostaneme z iden-
tické matice I,,, jednou elementarni radkovou tpravou.
Je-li E elementarni matice fadu m a A libovolnd matice typu m X n,
pak matici EA dostaneme z matice A tou samou elementarni fadkovou
ipravou, kterou jsme dostali matici E' z jednotkové matice I,,.
Matice A = (@ij)mxn @ B = (bjk)nxp mizeme také vynasobit po blocich

<A11A12><B11312>:

Agl ‘ A22 BQl ‘ BZQ

( A11B11 4 A13Ba | A11Bis + A19Ba )
A21 By + A22Ba; ‘ A1 B2 + A22 B2 ’

)
)
)
)

pokud jsou vSechny souciny blokt vpravo definované, tj. pokud jsou roz-
klady matic A, B do bloka kompatibilni. Matice muzeme kompatibilné
rozdélit do vice blokt a pak je vynasobit po blocich.

Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak definujeme zobrazeni f4 :
T" — T™ wurcené matici A predpisem

fa(x) = Ax

pro kazdy aritmeticky vektor x € T".
Rotace kolem pocatku souradnic v roviné o tthel « proti sméru hodinovych
rucicek je urcend matici

cosa —sina
sina  cosa
Symetrie v roviné vzhledem k prvni souradné ose je urcena matici

(0 5)

Je-li T néjaké téleso a n € N, pak pro kazdé j = 1,2,...,n oznacujeme
e; = (0,...,0,1,0,...,0)7 € T" vektor, ktery ma j-tou slozku rovnou 1
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a vSechny ostatni slozky rovné 0. Vektory e, e, ..., e, nazyvame proky
kanonické baze v T™.
Pro kazdou matici A = (aj|ag|- - |a,) a kazdé j = 1,2,..., n plati rovnost

fa(ej) = a;. Matice A urcujici zobrazeni f4 je urend jenoznacné.
Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak pro kazdé dva aritmetické
vektory x,y € T" a kazdy prvek s € T plati

o fa(sx) = A(sx) =sAx = s fa(x),

o falx+y) =Alx+y)=Ax+ Ay = fa(x) + fa(y).
Jsou-li A matice typu m x n a B matice typu n X p nad stejnym télesem
T, pak zobrazeni f4 : T" — T™ a fp : TP — T™ muzeme slozit v poradi
fafB a pro slozené zobrazeni f4 fp : TP — T™ plati

fafe = faB ,

protoze pro kazdy vektor x € TP plati fafp(x) = fa(Bx) = A(Bx) =
(AB)x = fap(x).

Symetrie v roviné vzhledem k piimce, kterou dostaneme z prvni souradné
osy otocenim kolem pocatku o tihel o v kladném sméru, je uréend matici

cos2a  sin2a
sin2a  — cos 2«

Ortogonalni projekce v roviné na prvni souradnou osu je uréend matici

10
(5 0)

Jednotkova matice I,, nad télesem T urcuje identické zobrazeni na mno-
ziné T™.
Ctvercova matice A nad télesem T Fadu n se nazyva invertovatelnd, pokud
existuje ¢tvercovd matice X fddu n nad T takovd, ze AX = XA = I,.
Matici X nazyvame inverzni matice k A a oznacujeme ji A71.
Ctvercova matice A nad télesem T fadu n se nazyva reguldrni, pokud
je zobrazeni fq : T™ — T" urcené matici A vzdjemné jednoznacné (tj.
bijekce). Ctvercova matice, ktera neni regularni, se nazyva singuldrni.
10 ekvivalentnich formulaci, co znamena byt regularni matici.
Pro ¢tvercovou matici A fddu n nad télesem T jsou nésledujici tvrzeni
ekvivalentni:

(a) matice A je reguldrni,

) zobrazeni fa je na T™,
(¢) zobrazeni fa je prosté,
(d) homogenni soustava Ax = o m4 jediné feseni x = o,

) Gaussova eliminace pfevede matici A do horniho trojtihelnikového
tvaru s nenulovymi prvky na hlavni diagondle (ekvivalentné do od-
stupniovaného tvaru bez nulovych radki),

(f) matici A lze prevést elementdrnimi fddkovymi tpravami do jednot-
kové matice I,

(g) matice A je invertovatelnd,

(h) existuje ¢tvercovd matice X fadu n takova, ze AX = I,,,

(i) existuje ¢tvercova matice Y faddu n takovd, ze YA = I,,,

(j) matice A je soucinem elementdrnich matic.

Specidlné, ¢tvercovd matice A je invertovatelnd pravé kdyz je reguldrni.
Inverzni matici k reguldrni matici A najdeme tak, Ze matici (A|I,) pFeve-
deme elementdrnimi fddkovymi tipravami do matice (I,,|X). Matice X se
pak rovna inverznf matici A~
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Je-li Ax = b soustava linearnich rovnic s regularni matici A, pak jedno-
zna¢né urcené feSeni této soustavy lze zapsat jako x = A~ 'b. Soustavy
linedrnich rovnic takto nefesit! Je to trikrat pomalejsi nez Gaussova eli-
minace se zpétnou substituci.

Kazdé elementarni matice je regularni, navic inverzni matice k elementarni
matici je opét elementdrni matice.

Jsou-li A, B reguldrni matice stejného fadu n nad stejnym télesem T a
t € T nenulovy prvek, pak plati

(a) A1 je regularni a plati (A=1)~!
(b) AT je regularni a plati (AT)~! = (A 1)T,
) (tA)T je regularni a plati (¢ ) .

(c
(d) AB je regularni a plati (AB)~* = B~1A~ 1
Jsou-li A, B matice téhoz typu m xn nad telesem T, pak B lze z A ziskat
posloupnosti elementarnich radkovych tprav pravé tehdy, kdyz existuje
regularni matice R fddu m nad T takovd, ze B = RA.
Pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni

e existuje matice X typu n x m nad T takova, ze AX = I,,,

e zobrazeni fy : T™ — T™ je na T™.
Pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni

e existuje matice X typu n x m nad T takova, ze XA =1,

e zobrazeni f4 : T™ — T™ je prosté.
Soustava Ax = o s nulovou pravou stranou se nazyva homogenni soustava
linedrnich rovnic.
Mnozina vSech feSseni homogenni soustavy linedrnich rovnic Ax = o se
nazyva jadro matice A nebo také nulovy prostor matice A. Oznacujeme ji
Ker A.
Je-li u jedno pevné zvolené partikularni feSeni soustavy linedrnich rovnic
Ax = b nad télesem T, pak se mnozina vsech feSeni této soustavy rovna

{u+v:veKerAd} = u+KerA .

Vektor u spocitame z odstupnovaného tvaru tim, Ze zvolime volné pro-
ménné rovné 0 a dopocteme Teseni soustavy. Vektor v,, p € P spocitdme
tak, ze zvolime x,, = 1, ostatni volné proménné zvolime rovné 0 a dopoc-
teme feSeni prislusné homogenni soustavy.
Pro reguldrni dolni (horni) trojihelnikovou matici R fadu n plati, ze in-
verzni matice R™! je také dolni (horn{) trojihelnikovd. Ma-li navic matice
R na hlavni diagondle viechny prvky rovné 1, pak i matice R~ m4 samé
jednotky na hlavni diagonéle.
Véta o LU-rozkladu. Je-li A reguldrni matice fadu n, u které pri Gaus-
sové eliminaci nemusime prohazovat radky, pak existuji regularni matice
L,U tadu n, pro které plati

e A=LU,

e [ je dolni trojihelnikova s jednotkami na hlavni diagondle,

e U je horni trojuhelnikova s nenulovymi prvky na hlavni diagonale.
Matice L, U jsou témito podminkami urcené jednoznacné.
Horni trojihelnikovou matici U dostaneme jako vysledek Gaussovy elimi-
nace bez prohazovani radku pouzité na matici A. Dolni trojuhelnikovou
matici L = (¢);x; dostaneme tak, Ze na misto (¢, j) pod hlavni diagonalou
napiseme koeficient £;;, kterym jsme ndsobili j-ty fadek a pak jej odecetli
od i-tého p¥i nulovéni prvku na misté (¢, j). To znamend, ze LU-rozklad
regularni matice A najdeme Gaussovou eliminaci matice A.
Zname-li LU-rozklad A = LU matice A, mizeme soustavu linedrnich rov-
nic Ax = b prevést na tvar LUx = b a vytesit ji ve dvou krocich. Napred
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primou substituci najdeme Teseni soustavy Ly = b a potom zpétnou sub-
stituci vyresime soustavu Ux = y. Cely postup je radové rychlejsi nez
opétovnad Gaussova eliminace néasledovand zpétnou substituci.

Klicové znalosti ze ¢tvrté kapitoly nezbytné pro prabézné sledovani
prednasek s pochopenim

Operace s maticemi (s¢itdni, ndsobeni ¢islem, transponovani, soucin, in-
verzn{ matice) a jejich algebraické vlastnosti (distributivita, asociativita
nésobeni, atd.).

Jednotkové a elementarni matice, vyjadreni elementarni radkové upravy
matice ndsobenim elementarni matici zleva.

Specidlni typy matic, jejich souciny a inverzni matice k nim.

Zobrazeni uréené matici a jeho vlastnosti.

Matice jednoduchych geometrickych zobrazeni.

Matice slozeného zobrazeni f4 fp.

Regularni matice a rizné podminky ekvivalentni s regularitou.

Metoda vypoctu inverzni matice.

Vztah invertovani a ostatnich operaci.

Kdy lze jednu matici dostat z druhé posloupnosti elementarnich radkovych
uprav.

Homogenni soustava rovnic a jadro matice.

Vyjddieni mnoziny vSech feseni soustavy Ax = b ve tvaru {u+ Ker A}.



KAPITOLA 5

Vektorové prostory

Cil. Podobné jako jsme bézné vlastnosti pocitani s redlnymi cisly
zobecnili do pojmu télesa, zobecnime vlastnosti pocitini s aritme-
tickymi vektory do pojmu vektorového prostoru. UkdzZeme si né-
které zdkladni vlastnosti vektorovijch prostori. Budeme zkoumat
dulezité pojmy jako podprostor, linedrni obal, mnozina generdtori,
linedarni zavislost a nezdvislost, bdze a dimenze. Motivaci je poro-
zumét geometrickym vztahim mezi vektory a podprostory (rovné
dtvary prochdzejici pocdtkem) napriklad v roviné a v prostoru. To
ndm také umozni lépe porozumét reseni soustav linedrnich rovnic.

5.1. Definice, priklady a zakladni vlastnosti

V kapitole o télesech jsme se zabyvali tim, jaké vlastnosti ¢isel vyuzivame pri
reseni linedrnich rovnic, a reilnda ¢isla jsme zobecnili na télesa. Odménou za vétsi
abstraktnost je vétsi pouzitelnost. Stejnd tvrzeni a algoritmy, napiiklad pro fe-
Seni soustav rovnic nebo invertovani matic, mtizeme pouzit nejen pro realnd nebo
komplexni ¢isla, ale také pro télesa Zj, a jakdkoliv jind télesa.

Aritmetické n-slozkové vektory nad télesem T muzeme scitat a nasobit prvky
télesa T. Vysledkem je opét aritmeticky n-slozkovy vektor nad télesem T. Radu
vlastnosti téchto dvou operaci s aritmetickymi vektory jsme dokazali v predchozi
kapitole jako specialni pripad vlastnosti poc¢itani s maticemi nad télesem T. VSechny
bezprostredné vyplyvaly z axiomi télesa T.

V této kapitole zobecnime vlastnosti uvedenych dvou operaci s aritmetickymi
vektory nad télesem T do abstraktniho pojmu vektorového prostoru nad télesem
T. Prvky vektorového prostoru mohou byt nejen aritmetické vektory, ale napriklad
také nekonecné posloupnosti ¢isel, redlné funkce realné proménné, matice, poly-
nomy, apod.

Pojem vektorového prostoru umoznuje pouzivat geometrickou intuici ziskanou
z geometrie bodu a vektorti v roviné a prostoru ke studiu objekti, které na prvni
pohled nemaji s vektory nic spolecného. I pfi studiu redlnych funkci miuzeme po-
uzivat obrazky jako 1.4 nebo 1.3. Diky tomu, ze redlné funkce redlné proménné
muzeme také scitat a ndsobit redlnym cislem a ze tyto operace maji stejné zakladni
vlastnosti jako pocitani s redlnymi aritmetickymi vektory, dovoluje nam abstraktni
pojem vektorového prostoru prenaset ivahy o vektorech na funkce na zakladé ana-
logie.

Vektorovy prostor nad R tvoif mnozina (jejiz prvky nazyvame vektory), operace
s¢itani vektorii a operace nasobeni vektoru realnym cislem. Tyto ingredience musi
splnovat sadu axiomu, které jsou ve shodé s predstavou vektoru jako ., Sipky* v
roviné nebo prostoru a operaci provadénych podle obrazku 1.4 a 1.3. Obecnéji
definujeme vektorovy prostor nad télesem T, kde misto ndsobeni vektoru redlnym
¢islem mame operace nasobeni vektoru prvkem 7.

145
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DEFINICE 5.1. Necht T je téleso. Vektorovym prostorem V nad télesem T ro-
zumime mnoZinu V spolu s bindrnf operaci + na V (tj. + je zobrazen{ z V x V do
V') a operaci - ndsoben{ prvkia mnoZiny V prvky télesa T (tj. - je zobrazeni z T x V/
do V), které spliiuji nasledujici axiomy.

(vS1) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).

(vS2) Existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plati v+ o0 = v.
(vS3) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v+ (—v) = o.
(vS4) Pro libovolné u,ve V platiu+v=v+u.

(vN1) Pro libovolné ve Vaa,beT platia- (b-v)=(a-b)-v.
(vN2) Pro libovolné v e V plati 1-v =v.

(vD1) Pro libovolné ve V aa,be T plati (a+b)-v=a-v+b-v.
(vD2) Pro libovolné u,veVaacTplatia- (u+v)=a-u+a-v.

Pri studiu vektorovych prostort budeme prvkiam 7' nékdy rikat skaldry a prv-
kim V wvektory (nebo prosté prvky V). Vyrazy skalar a vektor nemaji samo-
statny smysl, pouzivame je jen kdyz je z kontextu zfejmé, které téleso a vektorovy
prostor mame na mysli.

, Operace” - neni binarni{ operaci ve smyslu definice 3.1, protoze nasobime prvky
dvou riznych mnozin. Misto a - v, kde a € T a v € V, pisSeme casto av. Nikdy
neprohazujeme poradi, tj. vyrazy v - a a va nejsou definované. Podobné jako pri
pocitani v télesech ma - prednost pred 4+, proto nemusime ve vyrazech na pravé
strané v axiomech (vD1) a (vD2) psét zavorky.

V definici je implicitné obsazeno, Ze souc¢et u+v je definovan pro kazdou dvojici
prvka u,v € V a néasobeni skalarem av je definovano pro kazdé a € T a v € V.
Z definice rovnéz vyplyva, ze mnozina V je neprazdnd, protoze musi obsahovat
podle (vS2) alespori nulovy prvek.

Axiomy (vS1), (vS2), (vS3), (vS4) jsou stejné jako axiomy pro s¢itdni v t€lese.
Stejné jako v télese proto plati, Zze nulovy prvek a opacné prvky jsou urcené jed-
noznac¢né. Mame ted dvé razné nuly, 0 v télese T a o ve vektorovém prostoru V.
Abychom je odlisili i jazykové, budeme v ptipadé 0 € T mluvit o nulovém skaldru
a v piipadé o € V o nulovém vektoru. Axiom (vN1) pfipomind asociativitu néso-
beni a (vN2) existenci jednotkového prvku, i kdyz zde je podstatny rozdil v tom, zZe
ndsobime prvky rtiznych mnozin. Axiomy (vD1) a (vD2) pfipominaji distributivitu.

Zopakujme, ze zakladnim prikladem vektorového prostoru nad R je mnozina
vSech ,, fyzikdlnich“ vektort (Sipek) v idedlni roviné s béZnymi operacemi definova-
nymi podle obrazka 1.4 a 1.3. Podobné, mnozina sipek v idedlnim prostoru tvori
vektorovy prostor nad R. Abychom v téchto vektorovych prostorech mohli efektivné
pocitat, zavadime soustavu souradnic a misto s vektory pocitame s jejich sourad-
nicemi. Tim prevadime vypocty v téchto idedlnich prostorech na vypocty v tzv.
aritmetickych vektorovych prostorech.

5.1.1. Aritmetické vektorové prostory. Zakladnim prikladem vektorového
prostoru, ktery je vhodny k pocitani, je mnozina vSech usporadanych n-tic prvki
télesa.

DEFINICE 5.2. Necht T je téleso a n je prirozené ¢islo. Aritmetickym vektorovym
prostorem nad T dimenze n rozumime mnozinu vsech n-slozkovych aritmetickych
(sloupcovych) vektori T™ spolu s pfirozenymi operacemi + a - (definovanymi jako
v definici 2.5). Oznacujeme jej T".

To, ze aritmeticky vektorovy prostor T™ je skutecné vektorovym prostorem,
jsme dokézali obecné pro matice v tvrzeni 4.11 a tvrzeni 4.14.

Aritmetické vektorové prostory jsou velmi konkrétni, zaroven ale v jistém smyslu
»jediné*, priklady vektorovych prostorti koneéné dimenze (pojem koneéné dimenze
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presné definujeme pozdéji, zatim chapejte intuitivng). Uvidime, Ze v kazdém vek-
torovém prostoru konecné dimenze lze zvolit soustavu souradnic (fkdme ji béze),
a misto prvki prostoru mtzeme pocitat s jejich souradnicemi stejné jako v aritme-
tickém vektorovém prostoru. Omezit se ale na studium aritmetickych vektorovych
prostori neni vyhodné z mnoha duvodi.

Jednim z nich je to, Zze vektorovy prostor (hlavné nad R) si predstavujeme
jako mnozinu Sipek. Z tohoto prostoru se stava aritmeticky vektorovy prostor az
po volbé néjaké soustavy souradnic, kdezto operace s prvky vektorového prostoru
na této volbé nezavisi. Zadna volba soufadnic nemusi byt pfirozend a v réznych
situacich mohou byt uzite¢né ruzné soustavy souradnic. Napriklad mnozina vSech
feseni rovnice 2z, + 3o + 423 = 0 je rovina, tedy ,, v podstaté totéz co R?“, ale
asi by bylo tézké argumentovat, ze néjaka konkrétni volba souradnic je ta nejlepsi.
Pfesny vyznam vyrazi typu , v podstaté totéz co R% uvidime pozdéji.

Dalsim dtavodem je, ze u nékterych vektorovych prostorta neni ihned patrné, ze
se v podstaté jednd jen o usporddané n-tice prvki néjakého télesa. Navic i kdyz to
nékdy vidét je, neni vzdy vyhodné se na prostory takto divat, napiiklad proto, ze
na dané mnoziné mame i jiné operace, které jsou pri takovém pohledu neprehledné.

5.1.2. Dalsi priklady. Uvedeme nékolik dalsich ptikladu vektorovych pro-
stort.

PRIKLAD 5.3. MnoZina V vsech trojic (w1, 2, 23)7 € R3, které spliiuj{ rovnici
2z1 + 3z2 + 4z3 = 0, spolu s béznymi operacemi tvori vektorovy prostor nad R
(obecnéji Ker A pro libovolnou matici A nad T tvor{ s béZnymi operacemi vektorovy
prostor nad T, viz tvrzeni 5.14).

K ovéfeni, ze tomu tak skutecné je, je potfeba si nejprve uvédomit, ze operace
jsou dobfe definovany, tedy soucet dvou vektori ve V' je opét vektor ve V' a skalarni
nasobek vektoru ve V' je opét vektor ve V. Dale je tieba ovérit vSechny axiomy. V
tvrzeni 5.14 vie dokazeme obecnéji.

Uvédomte si, Ze tento prostor neni aritmetickym prostorem R?, protoze V neni
tvoreno vsemi trojslozkovymi redlnymi aritmetickymi vektory, jen nékterymi. Jde
o0 tzv. podprostor aritmetického vektorového prostoru R3. Podprostory se budeme
zabyvat v oddilu 5.2.

Také si vsimnéte, ze kdybychom misto 2z1 4+ 3z2 + 4x3 = 0 uvazovali rovnici
2x1 + 3z + 4a3 = 10, vektorovy prostor bychom (s béZnymi operacemi) nedostali.
Operace nejsou dobie definovany, protoze napiiklad trojice (5,0, 0)7 rovnici splituje,
kdezto 0 - (5,0,0)T = (0,0,0)” nikoliv. A

PRIKLAD 5.4. MnoZina vSech polynomt stupné nejvyse 173 s redlnymi koe-
ficienty (nebo jiného daného maximdalniho stupné, s koeficienty v jiném télese) s
béznymi operacemi s¢itani polynomu a nasobeni polynomu redlnym cislem. Tento
vektorovy prostor je ,,v podstaté“ aritmeticky vektorovy prostor R'74 protoze na
polynom ag+ayx+-- - +ay732' ™ se mizeme divat jako na usporaddanou 174-ici ko-
eficientt (ag, ay,...,a173)” a operace jsou pii tomto pohledu stejné jako v R174. A

PRIKLAD 5.5. Mnozina vSech matic typu 7 x 15 nad télesem Z3z s béznymi
operacemi s¢itdni a ndsobeni skaldrem je vektorovy prostor nad Zs (obecnéji mno-
Zina matic daného typu nad jinym télesem). Vzhledem k operacim + a - se tato
mnozina chova stejné jako mnozina usporadanych 105-tic, takze tento vektorovy
prostor je ,,v podstaté aritmeticky vektorovy prostor Zi%. To, Ze mnoZina matic
daného typu nad danym télesem je vektorovy prostor jsme dokézali v tvrzeni 4.11
a tvrzeni 4.14. KdyZ matice daného typu s¢itdme a ndsobime skaldrem, mizeme se
na né divat jako na k-tice prvku télesa, ale tento pohled neni vyhodny naptiklad
kdyz matice interpretujeme jako zobrazeni, nasobime je nebo invertujeme. A
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Vektorovy prostor matic typu m x n nad télesem T s béZnymi operacemi s¢itani
a nasobeni skaldrem z T budeme oznacovat T™*™. Aritmeticky vektorovy prostor
T" Ize také chapat jako T™*!.

Nasleduji dalsi priklady vektorovych prostort.

PRIKLAD 5.6. Mnozina vSech podmnozin mnoziny X = {1,2,...,11} (nebo jiné
dané mnoziny X) spolu s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\B)U(B\ A4),
a nasobeni skaldrem 0- A =(,1- A = A pro libovolné A C X, je vektorovy prostor
nad Z,. Jako cviceni dokazte, Ze toto je skutecné vektorovy prostor, a vysvétlete
pro¢ je tento prostor ,,v podstaté Zit. A

PRIKLAD 5.7. MnoZina komplexnich &isel je vektorovym prostorem nad R (s
béznymi operacemi). Vzhledem ke séitdn{ a ndsobeni redlnym ¢islem se komplexni
¢islo a+ib chova stejné jako dvojice (a,b)”, takZe z tohoto pohledu je C v podstateé
R2. Pokud chapeme komplexni ¢fsla jako vektorovy prostor nad R, zapominidme
vlastné na nasobeni v C, pamatujeme si pouze sCitdni a nasobeni redlnym cislem.

A

PRIKLAD 5.8. Téleso Q(v2) = {a + bv2 : a,b € Q} s b&nymi operacemi
sCitani a nasobeni raciondlnim ¢islem je vektorovy prostor nad Q. Skutecné, ¢islo
a + b\/2 lze chapat jako dvojici (a,b)” € Q2. Nenf ale na prvni pohled patrné, Ze
kazda dvojice odpovida pravé jednomu prvku télesa Q(v/2), ditkaz je prenechin
jako cviceni. A

Vlastnosti podobnych vektorovych prostort, jako napriklad dimenze, jsou dule-
zité napriklad v jiz zminénych problémech kvadratury kruhu, trisekce tihlu, zdvojeni
krychle a ,,neresitelnosti“ rovnic patého stupné.

PRIKLAD 5.9. MnoZina vech redlnych posloupnosti tvo¥{ spolu s pfirozenymi
operacemi s¢itani posloupnosti a nasobeni posloupnosti redlnym ¢islem po jednot-
livych slozkich (podobné jako pro aritmetické vektory) vektorovy prostor nad R.
Znacime jej R“. (Znak w chépejte nyn{ jen jako symbol. Je to znaceni prvniho
»nekoneéného ¢isla“.) Podobné bychom mohli uvazovat napiiklad mnozinu vsech
posloupnosti konvergentnich k 0. A

PRIKLAD 5.10. MnoZina vSech funkci z R do R tvofi spolu s pfirozenymi ope-
racemi sc¢itani funkci a nésobeni funkce redlnym ¢islem vektorovy prostor nad R.
Podobnymi priklady jsou mnozina vsech spojitych funkci na R, mnozina diferen-
covatelnych funkei, mnozina polynomialnich funkci, nebo tfeba mnozina spojitych
funkei na intervalu [0, 1]. A

Prostory posloupnosti a funkei jsou dilezité priklady vektorovych prostort ne-
konecné dimenze, kterymi se budete v dalsim studiu zabyvat hlavné v jinych pred-
métech, napriklad ve funkciondlni analyze. Zde se soustiedime hlavné na vektorové
prostory koneéné dimenze.

5.1.3. Jednoduché vlastnosti. Formulujeme nékteré vlastnosti vSech vek-
torovych prostort. Dokazuji se podobné jako prislusné vlastnosti pro télesa v tvr-
zeni 3.3, proto dukaz prenechame jako cviCeni.

TVRZENI 5.11. V kaZdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati
(1) nulovy prvek o je uréeny jednoznacné,
(2) rovnice u+x = v md pro pevnd w,v € V prdvé jedno teseni, specidlné,
opacny prvek —v je vektorem v urcen jednoznacneé,
(3) Ov = o pro libovolny vektor v € V,
(4) ao = o pro libovolny skaldir a € T,
(5) je-li av = o, pak bud a =0 nebo v = o,
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(6) —v = (=1)v pro libovolny vektor v € V, specidlné —(—v) = v.

Axiomy vektorového prostoru stejné jako pravé uvedené jednoduché dusledky
téchto axiomu budeme pouzivat zcela automaticky. Je dobré si pri prvnim c¢teni
dukazu v této kapitole podrobné rozmyslet vSechny kroky a pouzité axiomy.

5.2. Podprostory

V prikladu 5.3 jsme vidéli, ze z vektorovych prostort mizeme konstruovat dalsi
vektorové prostory tim, ze vybereme jen nékteré vektory a operace séitani a naso-
beni skaldrem ziazime. Rikdme, Ze novy prostor je podprostorem puvodniho:

DEFINICE 5.12. Je-li V vektorovy prostor nad T, pak vektorovy prostor U
nad télesem T je podprostorem V, pokud U C V a operace + a - v U se shoduji
s prislusnymi operacemi ve V. Skutecnost, ze U je podprostorem V zapisujeme
U<V

Protoze operace v podprostoru U jsou urcené pivodnimi operacemi ve V, ne-
musime je uvadét a staci rikat, ze mnozina U tvori podprostor prostoru V. V této
situaci budeme také psat U < V.

K tomu aby U byl podprostor V, musi byt U neprazdnd mnozina uzaviena na
operace s¢itani a ndsobeni skaldrem. Naopak, pokud U spliiuje tyto podminky, pak
spolu s prislusnymi operacemi tvori podprostor.

TVRzENT 5.13. Je-li V wektorovy prostor nad télesem T, pak neprdzdnd pod-
mnozina U mnoZiny V je podprostorem V pravé tehdy, kdyZ soucasné
o (L, uzavrenost na scitini“) pro libovolné u,v € U platiu+v € U,
o (L,uzavienost na ndsobeni skaldrem®) pro libovolné v € U a a € T plati
avel.

DUKAz. Pokud U <V, pak mnozina U mus{ byt uzaviena na séitdni a nasobeni
skalarem, nebot spolu s témito operacemi tvoii vektorovy prostor.

Predpokladejme, ze U je neprazdna mnozina uzaviend na sCitdni a nasobeni
skaldrem. Pak opaény prvek k u € U je v U, protoZze —u lze napsat jako (—1) - u.
Rovnéz nulovy prvek vektorového prostoru V je prvkem U, protoze U je neprazdna
a plati 0 - u = o. VSechny axiomy nyni vyplyvaji z toho, ze jsou splnény ve V. [

Mnozina {o} tvofend pouze nulovym vektorem o je vzdy podprostorem V,
rovnéz cely prostor V je podprostorem V. Témto podprostorum fikdme trividin,
ostatni podprostory nazyvame netrividlni nebo vlastni. Zdtraznéme pozorovani z
dikazu predchoziho tvrzeni — nulovy prvek o je obsazen v kazdém podprostoru V.

5.2.1. Podprostory R". Uvazujme podprostor U < R2. Pokud U obsahuje
nenulovy vektor x = (z1,22)7, pak musi obsahovat viechny jeho nésobky: {tx : t €
R} C U. Snadno ovétime, Ze pro libovolny vektor o # x € R? je mnoZina {tx : t € R}
uzaviens na séitdni a nasobeni skaldrem a tedy podprostor R?. Pokud uspoifddané
dvojice interpretujeme jako souradnice vektori v roviné, jsou to vSechny vektory,
které maji stejny smér jako x (véetné nulového vektoru). Pokud je interpretujeme
jako souradnice bodu v roving, je to primka prochazejici po¢atkem a bodem x.

Jestlize U obsahuje jesté jiny nenulovy vektor y, ktery nelez{ na pfimce {tx :
t € R}, pak opét obsahuje vSechny jeho skaldrni ndsobky {sy : s € R}, a z toho
jiz geometricky nahlédneme, ze U = R?, protoze kazdy vektor z € R? je souc¢tem
néjakého vektoru na piimce {¢x : ¢t € R} a néjakého vektoru na pfimce {sy : s € R}.

Formalni dukaz tohoto tvrzeni prenechdme jako cviceni, pozdéji budeme po-
dobné véci umét dokazovat snadno a rychle pomoci pojmu béaze.
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OBRAZEK 5.1. Podprostor R? obsahujici ptimku {tx : t € R} a
vektor y mimo ni

Uk4zali jsme, Ze kromé trividlnich podprostorit {o} a R? jsou jedinymi pod-
prostory R? mnoziny tvaru {tx : t € R}. Pfi intepretaci 2-slozkovych redlnych arit-
metickych vektort jako bod# v roviné jsou tedy podprostory R? poéatek soufadnic
{0}, pfimky prochéazejici poc¢atkem, a celd rovina R2.

Podobnou tvahou nalezneme vSechny podprostory U < R3. Pokud o # x € U,
pak U obsahuje celou piimku {¢x : t € R}. Pokud U obsahuje jesté jiny vektor y,
pak {sy : s € R} C U a U pak obsahuje celou rovinu uréenou body x,y a poc¢atkem
0, coz je rovina s parametrickym vyjadirenim

{tx+sy:t,s e R} .

Obsahuje-li U jesté né&jaky jiny vektor mimo tuto rovinu, pak U = R3. Podpro-
story R? jsou tedy trividlni podprostory, piimky prochézejici poéatkem a roviny
prochézejici pocatkem.

I kdyz vizualni predstava prostoru R™ pro m > 3 chybi, intuice stéle je, ze
podprostory jsou rovné ttvary prochézejici pocatkem.

5.2.2. Podprostory T". Nad jinymi télesy jiz neméme tak dobrou vizualni
predstavu aritmetického prostoru, ale stale mizeme podobné tivahy jako vyse prova-
dét algebraicky. Tak napiiklad stdle plati (viz cviceni), Ze podprostory T? jsou trivi-
alni podprostory a ,, pfimky“ prochazejici pocatkem, tj. mnoziny tvaru {tx: ¢t € T},
kde o # x € T?.

S podprostory T™ jsme se jiz setkali v predchozi kapitole pii feseni homogennich
soustav linedrnich rovnic. Zde je tieba si pfipomenout definici 4.48 jadra matice A
jako mnozinu vsech FeSeni homogenni soustavy Ax = o.

TVRZENI 5.14. Pro libovolnou matici A typu m x n nad T plati, Ze Ker A je
podprostor T™, neboli Ker A < T™.

DUKAz. Podle tvrzeni 5.13 staéi ovéfit, Zze mnozina Ker A je neprdzdna a uza-
viend na séitdni a nasobeni skalarem.

Protoze Ao = o, mnozina Ker A obsahuje nulovy prvek o € T", takze je ne-
prazdna.

Pokud u, v € Ker A, pak podle definice Ker A je Au = o0 = Av. Z distributivity
ndsobeni matic nyni dostaneme A(u+v) = Au+Av = o+o0 = o, takZe u+v € Ker A.

Pokud u € Ker A a s € T, pak A(su) = s(Au) = so = o, tedy su € Ker A. O

Geometricky je Ker A tplngm vzorem nulového vektoru pii zobrazeni f4. Uplny
vzor nenulového vektoru b € T™ (neboli mnozina vsech FeSeni soustavy Ax = b)
neni podprostor T". Tato mnozZina je sice ,rovny utvar®, ale neobsahuje nulovy
prvek o € T™. Takovym mnozinam se rika afinni podprostory T". Kazdy podprostor
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OBRAZEK 5.2. Pifmka {t(2,1)T :t € Zs} v prostoru Z2

T" je tedy také afinni podprostor T", ale pouze afinni podprostory T" obsahujici
o € T” jsou soucasné podprostory vektorového prostoru T".

5.2.3. Dalsi priklady podprostori.

PRIKLAD 5.15. MnoZina vech &tvercovych matic fddu 4 nad télesem Zs tako-
vych, ze soucCet prvki na hlavni diagondle je roven nule, je podprostor vektorového
prostoru ng‘l. Je totiz neprazdnd (obsahuje napiiklad nulovou matici) a je uza-
vienad na s¢itdni a nasobeni skalarem, jak se snadno ovéri. A

PRIKLAD 5.16. MnozZina vSech polynomu p stupné nejvyse 173 s redlnymi koe-
ficienty, pro které plat{ p(5) = 0, je podprostorem vektorového prostoru (z pii-
kladu 5.4) vSech redlnych polynomi stupné nejvyse 173. A

PRIKLAD 5.17. MnoZina redlnych &isel je podprostorem prostoru komplexnich
cisel, kde obé télesa redlnych a komplexnich ¢isel chapeme jako vektorové prostory
nad Q. A

PRIKLAD 5.18. MnoZina spojitych funkci z R do R je podprostorem vektoro-
vého prostoru vSech funkei z R do R, protoze mnozina spojitych funkei je neprazdna
a uzaviend na operace s¢itani a nasobeni redlnym ¢islem. Podobné, mnozina dife-
rencovatelnych funkci z R do R je podprostorem vektorového prostoru spojitych
funkei. A

5.2.4. Linearni kombinace. Uz mnohokrat jsme se setkali s vyrazy typu
ru + sv + tw, kde u, v, w jsou néjaké redlné aritmetické vektory a r,s,t € R.
Takovym vyraztim rikame linedrni kombinace vektort u, v, w. Linedrni kombinace
muzeme definovat v kazdém vektorovém prostoru.

DEFINICE 5.19. Jsou-li vy, vo,..., v prvky vektorového prostoru V nad T a
t1,ta,...,tr € T skalary, tj. prvky télesa T, pak vektor
t1vy +tove + - - + vy

se nazyva linedrni kombinace prvki vy, v, .., vi € V. Skalary t1,to, ..., nazy-
vame koeficienty linedrni kombinace.
Linearni kombinaci prazdného systému vektori definujeme jako nulovy vektor.
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Zduraznéme, ze v linedrni kombinaci mame vzdy konec¢ny pocet vektoru pro-
storu V. Soucet nekoneéné mnoha vektora ve vektorovém prostoru neni obecné
definovan.

5.2.5. Linearni obal. Linedrni kombinace se vyskytuji v popisu podprostori,
napiiklad pro aritmetické vektory x = (1,1,1)T ay = (1,2,3)T € R? je {sx + ty :
s,t € R} mnozina vSech linedrnich kombinaci vektortt x,y — rovina v R3. Obecné
definujeme linedrni obal mnoziny X jako mnozinu vSech linedrnich kombinaci prvki
X. Tato mnozina tvoii vzdy podprostor (viz tvrzeni 5.24).

DEFINICE 5.20. Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pak linedrnim
obalem mmnoZiny X rozumime mnozinu Span X vsech linedrnich kombinaci prvki
X, tj. mnozinu

SpanX = {t1v1 +tovyg 4+ -+ TV ke No, Vi,..., Vi € )(7 t17...,tk € T}
Geometricky, linedrni obal je ,,rovny utvar prochazejici pocatkem* obsahujici
dané vektory. Poznamenejme, Ze mnozina X muze byt i nekone¢nd. Definici muzeme
trochu zjednodusit pro koneéné mnoziny vektoru.
P0OzOROVANT 5.21. Jsou-li vy, ..., v; proky vektorového prostoru V nad télesem
T, pak
Span{vy,...,vi} ={t1vi+---+t;vi: t1,...,5 €T} .

DUKAZ. Inkluze ,, D% plyne trividlné z definice linedrniho obalu.
Naopak, je-li u € Span{vy,...,v;}, pak u = sju; + --- + spug, kde kazdy

z vektoru w; lezi v mnoziné {vy,...,v;}. V souftu sju; + -+ + sipu; seskupime
séitance podle vektori vy, ..., v; a uzitim (vD1) nahradime jedinym s¢itancem tvaru
t;v;. Nakonec pro chybéjici v; pfiddme séitanec Ov;. Tim ziskdme vyjadfeni u =
t1vy +tove + -+ - + 1 vy. O

PRIKLAD 5.22. Span() = {0} — linedrni obal prazdné mnoziny je trivialni pro-
stor tvoreny nulovym vektorem. A

PRIKLAD 5.23. V prostoru R® mame

1 4 9 1 4
Span 2 1,1 5 |, 12 = Span 2 1, 5 =
3 6 15 3 6
1 4
=<s| 2 |+t 5 :s,t€R
3 6

Inkluze C v prvni rovnosti plyne z toho, Ze kazdou linedrni kombinaci vektori
(1,2,3)T, (4,5,6)T, (9,12,15)T 1ze psat jako linedrni kombinaci vektort (1,2,3)7,
(4,5,6)T, protoze vektor (9,12,15)T lze napsat jako linedrni kombinaci prvnich
dvou vektori:

1 4 9
| 2 | +ta| 5 | +ts| 12 | =
3 6 15
1 4 1 4
=t | 2 |+t 5 | +1t3 2 | +2| 5 =
3 6 3 6
1 4
=(ti+t3)| 2 | +ta+2t3)| 5
3 6
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Geometricky, linedrni obal danych t¥i vektoru je rovina prochazejici pocatkem, treti
vektor lezi v roviné urcené prvnimi dvéma vektory.

Nékdy tikame ,, linearni obal vektort ..., misto forméalné presného , linedrni obal
mnoziny vektora {... }*. A

TVRZENT 5.24. Pro libovolng vektorovy prostor V nad T a libovolnou X CV
je Span X podprostorem V.

DUKAZ. Je tfeba ovéfit, Zze Span X je neprazdnd mnoZina uzaviend na séitani
a nasobeni libovolnym r € T.

Predné Span X je neprazdnd, protoze obsahuje linearni kombinaci prvka prazdné
podmnoziny X, tj. vektor o.

Soucet linedrni kombinace s1vy + Sovo + - -+ + S Vg vektora vy, va,..., vy € X s
koeficienty s1, So, ..., s € T' a linedrni kombinace tywy + tows + - - - + t;w; vektori
w1, Wo,...,w; € X s koeficienty t1, t2, .., t; € T se rovna

81V1 + 8oV + -+ + SV + 11wy +Eowo + -+ - + Wy

coz je linearni kombinace vektori vy,...,vg, wy,...,w; € X s koeficienty sy, ..., Sk,
t, oy 4.

Konec¢né, r-nasobkem linedrni kombinace s1vy + $oVo + - -+ 4+ SipVi vektoru
Vi,Vo,..., Vg € X s koeficienty s1, 2, ..., Sk je linedrni kombinace

r(s1vy + Save + -+ - + s, vg) = (rs1)vy + (rs2)ve + - - + (rsg) Vi

stejnych vektort s koeficienty rsy, rsg, .., 7Sk. O

5.2.6. Mnozina generatoru. Obsahuje-li podprostor U < V mnozinu X,
pak diky uzavienosti na s¢itani a nasobeni skaldrem obsahuje také vSechny linearni
kombinace prvka X. To znamen4, ze Span X je ,,nejmensi“ podprostor, ktery obsa-
huje X. Slovo nejmensi je zde tfeba chapat vzhledem k inkluzi, tj. tak, ze jakykoliv
podprostor obsahujici X obsahuje Span X. Proto se rovnéz hovoii o podprostoru
generovaném X.

DEFINICE 5.25. Je-li V vektorovy prostor nad T a X C V. Pokud Span X =V,
pak fikame, ze X je mnozina generdtoru prostoru V, nebo také ze X generuje V.

Jinymi slovy, mnozina X C V generuje V, pokud kazdy vektor ve V' 1ze vyjadrit
jako linearni kombinaci vektorti z X.

PRIKLAD 5.26.
e Prazdnad mnozina generuje trividlni prostor {o}.
e Mnozina {(1,0)7,(0,1)”7} generuje pro libovolné T prostor T2, protoze
kazdy vektor (z1,29)T v T? lze vyjadiit jako linedrni kombinaci vektort
(1,007 a (0,1)T takto:

(5 ) =) (V)

Tedy také libovolna podmnozina T? obsahujici vektory (1,0)7 a (0,1)7 je
mnozinou generdtort T?.

e Mnozina {(1,2,3)”} generuje podprostor V = Span {(1,2,3)”} vektoro-
vého prostoru R?. Jiné mnoziny generatorti stejného prostoru V jsou napii-
klad {(2,4,6)T}, {(2,4,6)T,(3,6,9)T}, V. Mnozina {(1,2,3)7,(4,5,6)T}
neni mnozinou generatori V, protoZze neni ani jeho podmnozinou.

e Mnozina {1, x, 22} je mnozinou generatort prostoru viech redlnych poly-
nomu stupné nejvyse 2.

A
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PRIKLAD 5.27. V ¢Casti 5.2.1 jsme si geometricky zdivodnili, Ze pro kaZzdy
netrividlni podprostor R? existuje mnozina generatort, kterd mé jeden nebo dva
prvky. A

PRIKLAD 5.28. UvaZujme prostor R¥ vech nekoneénych posloupnosti realnych
¢isel. Mnozina

X ={(1,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),...}

negeneruje prostor R“, protoze Span X obsahuje pouze posloupnosti s koneéné
mnoha nenulovymi prvky. Negeneruje ani podprostor posloupnosti redlnych cisel
konvergujicich k 0 A

5.2.7. Opét soustavy linedrnich rovnic. Uvazujme matici A typu m x n
nad télesem T a aritmeticky vektor b € T™. Mnozinu feseni TeSitelné soustavy
rovnic Ax = b jsme dosud zapisovali ve tvaru

u—i—thvp: t, €T prokazdé pe P ;,
peEP

kde u a v, jsou vhodné aritmetické vektory z T". Jiz také vime, zZe

thvp : t, €T prokazdé pe P
peP

je mnozina vsech feseni prislusné homogenni soustavy rovnic Ax = o — jadro matice
A.

Zavedené pojmy umoznuji kompaktnéjsi zdapis a formulace. Jidro matice A je
podprostor R™ rovny

Span{v, : p € P},

jinymi slovy, {v, : p € P} je mnozina generatoru jidra matice A. Mnozinu vSech
feSeni pak muzeme zapsat

u+ Span{v, :p € P}.
Pripomenme, Ze tato mnozina je podprostorem R™ pravé tehdy, kdyz b = o.

PRIKLAD 5.29. Mnozina YeSeni soustavy z prikladu 2.3.4 je

-1 —2 -3 -2
0 1 0 0
-3 + 2 0 + ty 0 + t5 —2 tto,ty,ts ER Y =
0 0 1 0
0 0 0 1
-1 —2 -3 -2
0 1 0 0
-3 | + Span 0 , 0 1 -2
0 0 1 0
0 0 0 1

MnoZina TeSeni piislusné homogenni soustavy je podprostor R® generovany vektory
(-2,1,0,0,0)T, (=3,0,0,1,0), (-2,0,-2,0,1)7. A
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5.2.8. Sloupcovy a radkovy prostor matice. Kazda matice prirozené de-
finuje dvé mnoziny aritmetickych vektort — mnozinu radkovych vektori a mnozinu
sloupcovych vektort. Prostortim, které tyto mnoziny generuji, fikdme radkovy a
sloupcovy prostor.

DEFINICE 5.30. Je-li A matice typu m x n nad T, pak sloupcovym prosto-
rem matice A rozumime podprostor T™ generovany mnozinou sloupcovych vektorta
matice A a znacime jej Im A.

Im A = Span{aj,ay,...,a,} <T™
Rddkovim prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice AT tj.
Im A" = Span {a;,4,,...,a,} <T"

PRIKLAD 5.31. Pro redlnou matici

=(334)
ImA=Span{(§)’<§>’<—41>}

1 2
Im AT = Span 3,0 7
4 —1

je

A
Jak pozname, ze vektor b € T™ lezi v Im A? Staci si pfipomenout, ze Ax je
linearni kombinace sloupctt matice A, kde koeficienty jsou slozky vektoru x. Takze
b € Im A prévé kdyz rovnice Ax = b ma FeSeni, pticemz koeficienty linedrni kom-
binace jsou slozky né&jakého feseni. Také vidime, ze Im A je obor hodnot zobrazeni
fa.
ImA={Ax:xeT"} = {fa(x) : x € T"} = obor hodnot f4 .

Oboru hodnot se nékdy také ¥ikd obraz (anglicky image), proto znaceni Im A.

PRIKLAD 5.32. Pro matici A z predchoziho piikladu nejprve ovéiime, ze (0,1)7 €
ImA a (1,0)7 € Im A a vyjadiime tyto vektory jako linedrni kombinaci sloupci.
Protoze méame dvé soustavy rovnic se stejnou matici, muzeme je fesit najednou.

1 3 4 (1 0 1 3 4 1 0

2 7 —-1]0 1 01 -9|-21
Vidime, ze obé soustavy maji feseni, tedy dané vektory do sloupcového prostoru
matice A patii.

Pro pravou stranu (1,0)? dostaneme volbou 0 za volnou proménnou feSeni
x = (7,-2,0)T, coz davéa vyjadieni

(0)=7(2)2(7)+( )

Koeficienty nejsou urceny jednoznac¢né, napiiklad volbou 2 za volnou proménnou
dostaneme x = (—55,16,2)T, coz odpovida vyjadient

(0)=-(s ) ro(7)2(4)

Pro vektor (0,1)7 dostaneme napiiklad vyjadient

(1)=s(a) (7)o 4)
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Uk4zali jsme, Ze oba vektory (1,0)7,(0,1)T pati{ do Im A, tim padem Im A =
R?, protoze z pifkladu 5.26 vime, ze Span {(1,0)”, (0,1)T} = R%
Lezi vektor (2,1,1)T v prostoru Im AT?

1 2 |2 1 2 2 1 2 2
3 7|11 ]~|0 1|-5]|~|0 1| -5
4 —-1|1 0 -9| -7 0 0| —52
Soustava nem4 feseni, takze vektor (2,1,1)7 v Im AT nelezi. A

5.2.9. Prostory urcené matici a elementarni tipravy. K matici A typu
m x n nad T mame prifazeny ¢tyri zakladni podprostory aritmetickych prostori:
e Im A < T™ —sloupcovy prostor matice A, neboli linedrni obal sloupcovych
vektorti, neboli obor hodnot zobrazeni f4.
e Im AT < T™ - fadkovy prostor matice A, neboli sloupcovy prostor matice
AT neboli linedrni obal fadkovych vektort (psanych do sloupcii), neboli
obor hodnot zobrazeni fr.
e Ker A < T"™ — jadro matice A, neboli mnozina vsech feseni soustavy
Ax = o, neboli mnozina vsech vektort, jejichz obrazem pii zobrazeni f4
je nulovy vektor.
o Ker AT < T™ - jadro matice AT, neboli mnozina vsech Feseni soustavy
ATx = o, neboli mnozina vsech vektorti, jejichZ obrazem pfi zobrazeni
far je nulovy vektor.
Jak se tyto prostory mén{ pti elementdrnich fddkovych (sloupcovych) tipravach?
Jiz v kapitole o Feseni soustav linedrnich rovnic jsme si vsimli, Ze elementarni
radkové tpravy neméni mnozinu vsech feSeni soustavy linedrnich rovnic. Kdyz toto
tvrzeni napiSeme maticové pro homogenni soustavy, mame Ker (EA) = Ker A pro
kazdou elementarni matici E (sprdvného typu nad spravnym télesem). Protoze
kazda regularni matice R je souc¢inem elementarnich matic R = E1 FEs ... Ej, mame
obecnéji
Ker (RA) =Ker (E1Es ... ExA) =Ker (BEy...EA)=---=Ker A .

Toto tvrzeni dokazeme nize trochu rychleji. VSimnéte si, ze elementarni sloupcové
tpravy podprostor Ker A obecné méni.

Dalsim dulezitym pozorovanim je, ze radkové elementdrni tipravy neméni li-
nearni obal fadki (tj. prostor Im A”). Obecnéji, nasobeni zleva reguldrni matici
neméni Im A7 a ndsobeni regularni matici zprava neméni Im A. Nasobeni zleva ma-
tici R obecné méni Im A tak, ze sloupcovy prostor vzniklé matice je linedrni obal
R-nasobku pivodnich sloupcu.

TVRZEN{ 5.33. Necht A = (ai|...|a,) je matice typu m x n nad T a R je
reguldarni matice ridu m. Pak

Im (RA) = Span {Ra;, Ray, ..., Ra,}, Ker(RA)=KerAd, Im(RA)? =ImAT .

DUKAzZ. Prvnf ¢st je diisledkem definice souc¢inu matic 4.20.

Je-li x € Ker A, pak Ax = o. Vynasobenim R zleva ziskdme RAx = Ro = o,
¢ili x € Ker (RA). Tim jsme dokazali Ker A C Ker (RA) pro kazdou matici A a
regularni matici R.

Je-li naopak x € Ker (RA), pak RAx = o. ProtoZe R je reguldrni, je také R~1
regularni podle tvrzeni 4.94.1. Podle predchézejiciho odstavee pak plati Ker (RA) C
Ker (R"'RA) = Ker (A). Tim je dokdzdna opaénd inkluze nutna k ovéieni druhé
rovnosti Ker A = Ker (RA).

Zbyva dokazat treti rovnost. Opét si uvédomime, ze v matici RA je kazdy
radek linearni kombinaci rfadkt matice A podle tvrzeni 4.24. To znamena, ze kazdy
radek matice RA lezi v linedrnim obalu fadkt matice A, tj. v fadkovém prostoru
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Im AT, tj. Im (RA)T C Im A Stejnou tivahou jako v predchozim odstavci ziskdme
opac¢nou inkluzi Im (A7) = Im (R~*RA)T C Im (RA)T. O

Zformulujte si podobné tvrzeni pro sloupce, tj. pro nasobeni regularni matici
zprava. Mame napiiklad Im A = Im (AR), pokud R je reguldrni matice fadu n. Du-
kaz muzeme provést bud uzitim sloupcovych tdprav misto fddkovych nebo precho-
dem k transponované matici — pouzitim treti rovnosti predchoziho tvrzeni na matici
AT misto A a RT misto R dostaneme Im (AT)T = Im (RT AT)T, coz po tpravé za
pouziti rovnosti (AT)T = A a (RTAT)T = AR dokazuje rovnost Im A = Im (AR).

DUSLEDEK 5.34. Elementdrni rddkové tipravy matice A (obecnéji ndsobent re-

guldrni matici zleva) neméni Ker A a Im AT, Elementdrni sloupcové tipravy neméni
Ker AT o Im A.

Rovnéz se zamyslete, jak se sloupcovymi tipravami méni Ker A.

5.3. Linearni zavislost a nezavislost

Mnozina aritmetickych vektort (1,2,3)7, (4,5,6)T, (9,12,15)T generuje ten
samy podprostor V < R3 jako mnozina (1,2,3)7, (4,5,6)7, jak jsme vidéli v pii-
kladu 5.23. Diivod je ten, Ze tieti vektor (9,12, 15)7 Ize napsat jako linearni kombi-
naci zbyvajicich dvou vektorti. Mnozinam prvku libovolného vektorového prostoru,
ve kterych zaddny z prvka neni linearni kombinaci ostatnich, fikdme linedrné ne-
zavislé. Z formulaénich duvodi definujeme linedrni (ne)zévislost pro posloupnosti
prvku vektorového prostoru, nikoliv pro mnoziny.

DEFINICE 5.35. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Posloupnost prvki
(v1,Va,...,Vg) prostoru V se nazyva linedrné zdvisld, pokud néktery z prvka v; je
linearni kombinaci zbyvajicich prvkia vq, va, .., Vi—1, Vit1, -, Vi.

V opacném piipadé fikdme, ze posloupnost (vi,va, .., Vi) je linedrné nezdvisld.

Pozdéji si ukdzeme, jak linedrn{ (ne)zavislost definovat i pro nekoneéné soubory
vektor.
Uzitim pojmu linearntho obalu mizeme definici preformulovat tak, ze posloup-

nost (vi,va,..., V) je linedrné zavisla, pokud existuje i € {1,2,...,k} tak, Ze
v; € Span{vi,Va, ..., Vi 1,Vit1,.. -, Vk}
ekvivalentné
Span{vy,va,..., vk} = Span{vy,vo, ..., V;_1,Viy1,...,Vk} .

Geometricky to znamend, ze v; lezi v ,rovném ttvaru“ ur¢eném zbylymi vektory.
Naopak, posloupnost je linearné nezavisla, kdyz zadné takové i neexistuje, ji-
nymi slovy, kdyz kazdy vektor v; ,,néco prida“ k linearnimu obalu zbylych vektort.
Nékdy se pouziva nepresnd formulace typu ,, vektory ... jsou linedrné nezavislé*,
apod. Uvédomte si, Ze linedrni (ne)zdvislost neni vlastnost vektortu ale jejich po-
sloupnosti. Takze takovou formulaci je potreba vzdy prelozit jako , posloupnost
vektori ... je linedrné nezavisla®.

PRIKLAD 5.36. Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)7,(4,5,6)T) ve vektorovém
prostoru R? je linedrné zavisla, protoze druhy vektor lze napsat jako linedrni kom-
binaci zbylych dvou:

9 1 4
12 | =1 2 | +2| 5
15 3 6

Geometricky to znamend, ze vektor (9,12, 15)7 lezi v roviné uréené zbylymi dvéma
vektory.
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Posloupnost vektort (1,0, 0,0)7, (0,1,0,0)%, (0,0,1,0)T, (0,0,0,1)T v prostoru
73 je linedrné nezdvisla, protoze, Zadny z vektort nenf linedrni kombinaci ostatnich:
linearn{ obal druhého az étvrtého vektoru je mnozina {(0,a,b,c)T : a,b,c € Zi}, do
niz vektor (1,0,0,0)7 nepatif. Podobné pro ostatni vektory.

Posloupnost vektori (u,v,u + v) v libovolném vektorovém prostoru je vzdy
linearné zavisla.

Posloupnost funkei (coszsinz + 5, 1,sin(2z) + 3) v prostoru redlnych funkei
redlné proménné (nad R) je linedrné zavisld, protoze sin(2x) + 3 lze napsat jako
2 (coszsinx +5) + (=7) - 1.

Posloupnost ¢isel (1,1/2) je linedrné nezavisld ve vektorovém prostoru R nad
télesem Q, protoze v/2 je iracionalni ¢slo. Stejna posloupnost je linedrné zavisla ve
vektorovém prostoru R nad télesem R, protoze napf. v/2 je v/2-nasobkem vektoru
1. Protoze je druhy vektorovy prostor nad télesem redlnych ¢isel, muzeme pouZit
Sslo V2 € R jako koeficient linearni kombinace. A

Nékolik snadnych obecnych pozorovani:

e Kdykoliv posloupnost obsahuje nulovy prvek, tak je linedrné zavisla, pro-
toze nulovy prvek je linedrni kombinaci ostatnich prvkia posloupnosti. To
plati i v pripadé, ze posloupnost obsahuje jediny prvek o diky tomu, ze
nulovy prvek je linedrni kombinaci prvkua prazdné mnoziny.

e Muzeme povolit i prazdnou posloupnost vektord, tedy pripad £k = 0 v
definici 5.35. Tato posloupnost je linedrné nezavisla.

e Jednoclennd posloupnost (v) je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz v # o.

e Kdykoliv posloupnost obsahuje dva stejné prvky, je linedrné zavisla. Obec-
néji, pokud je néktery z prvku nasobkem jiného, je posloupnost linedrné
zavislid. Neplati to ale naopak. V posloupnosti ((1,2,3)7, (9,12,15)7,
(4,5,6)T) z predchoziho piikladu neni Zadny z aritmetickych vektortt né-
sobkem jiného, presto je posloupnost linedrné zavisla.

e Linedrni zdvislost nebo nezavislost posloupnosti nezavisi na poradi prvka.

e Podposloupnost linearné nezavislé posloupnosti je linearné nezavisla. Ji-
nak feceno, pokud je podposloupnost prvki linearné zavisld, tak je line-
arné zavisla i ptvodni posloupnost.

Pokud bychom ovérovali, ze néjaka posloupnost (vi,va,...,vg) je linedrné ne-
zéavisla z definice, museli bychom pro kazdy z prvka vy, .., vi ukdzat, Ze jej nelze

vyjadfit jako linedrni kombinaci ostatnich. Snazsi je pouzit bod (2) nebo (3) z né-
sledujictho pozorovani, které dava elegantnéjsi charakterizaci linedrni nezavislosti.

TVRZENT 5.37. Necht (vy,...,vy) je posloupnost proki vektorového prostoru V
nad télesem T. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) Posloupnost (vi,...,vy) je linedrné nezdvisld.

(2) Zddng z proki v; (1 < i < k) nelze vyjddrit jako linedrni kombinaci
predchozich proki vi,...,v;_1.

(3) Nulovy prvek o lze vyjddrit jako linedrni kombinaci proki vq,va, ..., Vg
pouze trividlnim zpusobem o = 0vy + 0vgy + -+ - + Ovy.

Jinymai slovy, pro libovolné aq,as,...,ar € T plati, Ze z rovnosti

ai1vi +asve + -+ +apvip =0
plyne a; = as = --- =ag =0.
(4) Kazdy prvek b € V lze vyjddrit jako linedrni kombinaci proki vy, va, ..,
Vi nejuyse jednim zpisobem.
DUKkAzZ. (1) = (2) je zfejmé.
(2) = (3). Pokud plati

a1Vvy +asgve 4+ -+ apvg = 0
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a jedno z Cisel aq, ag, . . ., ai je nenulové, zvolime nejveétsi takové ¢, pro které a; # 0.
Pak mtzeme upravit
a;vi = —a1Vy — ... — Q;—1V;_1
a
-1 -1
vV,=—a, aivy —...—a; @;—1Vi—1 ,

z ¢eho? vidime, Ze podminka (2) neni splnéna.
(3) = (4). Pokud mame dvé vyjadfen{ prvku u
u=aivi+agve + -+ apvi = bivi +bove + - + bpvy
jejich odectenim ziskame rovnost
o= (ay —b1)vi+ (a2 — b2)va + - + (ar — bg) Vi,

takZe z (3) dostédvame, ze a; —b; = 0 pro kazdé i, neboli a; = b; a tedy obé vyjadieni
vektoru u jsou stejna.

(4) = (3) je trividlni.

(3) = (1). Pokud je posloupnost prvki (vy,...,vg) linedrné zavisla, pak pro
néjaké ¢ je prvek v; linedrni kombinaci ostatnich, tedy

Vi =b1vi +bovo + -+ bi1Vieg + bipaVigr + 0+ bV
Posledni rovnost prepiseme do tvaru
0="0b1vi+bavo+ -+ bi1vio1 + (=1)vi + bip1Vigr + o+ bV

takze dostavame netrividlni linedrni kombinaci prvka vi,vs,..., vy s koeficienty
a; = —1 a a; = b; pro j # i, kterd se rovnd nulovému prvku. O

Bod (3) lze formulovat také tak, Ze posloupnost prvki vektorového prostoru
je linearné zavisla pravé tehdy, kdyz existuje jeji netrividini linedrni kombinace,
kterd se rovna nulovému vektoru. Netrividlni znamenad, ze alespon jeden koeficient
je nenulovy (skalar).

Pripomenme, ze vektory vi,...,vg generuji vektorovy prostor V, pokud se

kazdy vektor d4 napsat jako linedrni kombinace téchto vektori alespon jednim
zpusobem. Srovnejte tuto skute¢nost s bodem (4).

PRIKLAD 5.38. Zjistime, zda je posloupnost aritmetickych vektorii
((L1,1,1)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)7)

linearnd nezavisla v prostoru Zj3. Pokusime se vyjadfit nulovy vektor jako linearni
kombinaci vektort dané posloupnosti

1 1 0 0
1 2 1 0
Sl T Il NETN Il VR Rl B
1 1 1 0
To je vlastné homogenni soustava rovnic!
1 1 0 0
121 Y o
110 2= o
111 v 0

Soustavu pfevedeme do odstupniovaného tvaru. Pravé strany psat nebudeme, pro-
toze je soustava homogenni.

10

— ===
SO O
OO = =
— O = O
OO O =
OO ==
O~ Rk O

2
1
1

— O =
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Nemdame zddnou volnou proménnou, takze soustava ma pouze trividlni feseni x =
(0,0,0)”. Jedind linearni kombinace danjch aritmetickych vektori, kterd se rovna
nulovému vektoru mé vSechny koeficienty nulové, tj. je trividlni. Podle bodu (3) z
predchoziho tvrzeni je dand posloupnost aritmetickych vektort linearné nezavisla.

A

Tento priklad nam dava navod jak zjistit, je-li dana posloupnost aritmetic-
kych vektori linedrné (ne)zavisld. Formulujeme u¢inéné pozorovani jako tvrzeni.

TVRZENT 5.39. Posloupnost sloupcovijch vektori matice A = (aj]as| - - - |a,) typu
m x n nad télesem T tvori linedrné nezdvislou posloupnost v T™ prdve tehdy, kdyz
Ker A = {o}, tj. prdvé kdyz md soustava Ax = o pouze trividlni veseni x = o.

DUKAzZ. Je-li x = (21,22,...,7,)7, pak podle definice 4.17 souéinu matice s
aritmetickym vektorem plati Ax = xia; + x2a2 + -+ - + z,a,. Z definice 4.48 jadra
matice plyne, ze Ker A = {o} prévé kdyz je nulovy vektor o € T" jedinym TFeSeni
soustavy Ax = o. To plati pravé kdyz z rovnosti

r1a; +x2a9 + -+ xna, =0

plyne 4 = 29 = --- = z, = 0, coz je podminka (3) z tvrzeni 5.37 ekvivalentni
linearni nezévislosti posloupnosti sloupcovych vektori matice A. O

PRIKLAD 5.40. Posloupnost ((3i +5,2,3)7, (5,2+14,1)7, (4,2,12)T, (7, e™,4)T)
v prostoru C? je linedrné zévisla.

K dikazu mizeme vyuzit predchozi tvrzeni. Dané aritmetické vektory si na-
piseme do sloupct matice A typu 3 x 4. Pri feseni soustavy Ax = o mame diky
typu matice A aspon jednu volnou proménnou, protoZe proménné jsou 4 a pivoti
muze byt nejvyse tolik, kolik je fadkt v matici A. Z toho plyne, Ze soustava ma
netrividlni feseni. Staci za jednu volnou proménnou dosadit napiiklad 1, za ostatni
volné proménné, pokud jsou, skaldr 0, a dopocitat bazové proménné zpétnou sub-
stituci. A

Na tomto misté si znovu uvédomme, ze aritmetické vektorové prostory tvori jen
jeden z mnoha moZnych typu vektorovych prostort. (I kdyz jsme v tvodu tvrdili,
ze jsou , v podstaté jediné*. Uvozovky jsou zde podstatné, na presny vyznam si
musime je$té chvili pockat.) Castd chybné odpovéd studentt na otézku, jak urcit,
zda je dand posloupnost linedrné zavisla, je typu ,, NapiSeme si vektory do sloupcti,
vyeliminujeme a zjistime, zda existuji volné proménné*. Odpovéd je spravnd jen v
aritmetickych vektorovych prostorech, obecné nedava zadny smysl: Jak napsat do
sloupcti prvky cos(2x), sin z +e%, 3 vektorového prostoru spojitych redlnych funkei
jedné redlné proménné?

5.3.1. Odstupniovany tvar a elementarni tpravy. Jinou moznosti jak
zjistit, zda jsou dané aritmetické vektory linedrné (ne)zavislé je napsat je do radku
matice a elementarnimi fddkovymi upravami prevadét matici do odstupnovaného
tvaru. Tyto tpravy totiZz neméni linedrni (ne)zdvislost fadku a z odstuptiovaného
tvaru matice pozndme (ne)zdvislost fadku snadno. Vyhodou také je, Ze faddkové
Upravy neméni ani linedrni obal fadkt, coz se ndm bude hodit o néco pozdéji pri
hledani baze radkového prostoru.

Rovnou si také vSimneme, 7ze fadkové tipravy neméni ani linedrni (ne)zdvislost
sloupcii. Tvrzeni nejprve formulujeme pro sloupce. Réadkovou verzi dostaneme trans-
ponovanim.

TVRZEN{ 5.41. Necht A = (aj|as|- - |a,) je matice typu m X n nad télesem T,
R je reguldrni matice adu m nad T a Q je reguldrni matice 7adu n nad T. Pak
plati
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(1) posloupnost (ay,asg,...,a,) sloupcovjch vektori matice A je linedrné ne-
zavisld prdvée tehdy, kdyz je linedrne nezdvisld posloupnost sloupcovijch
vektoru matice AQ,

(2) posloupnost (aj,ag,...,a,) sloupcovych vektori matice A je linedrné ne-
zavisld pravé tehdy, kdyzZ je linedrneé nezdvisld posloupnost sloupcovych
vektori matice RA.

DUKAz. PouZijeme pozorovani formulované jako tvrzeni 5.39, které iika, Ze
posloupnost sloupcovych vektort matice B je linearné nezavisla pravée tehdy, kdyz
soustava Bx = 0 ma pouze trividlni reseni.

Pfedpoklddejme, Ze posloupnost (ap,as,. .., a,) sloupcovych vektortt matice A
je linedrné nezavisld a Ze x je FeSenim soustavy AQx = o. Potom @Qx je feSenim
soustavy A(Qx) = o a protoZe posloupnost (aj,as,...,a,) je linedrné nezdvisla,

plati @x = o. Odtud plyne, Ze x = o (pouzijeme napiiklad bod (4) charakterizace
reguldrnich matic z véty 4.88, nebo bod (7) a vyndsobime rovnost @x = o zleva
matici Q71). Ukdzali jsme, 7e soustava AQx = o ma pouze trivialni Feseni, takze
posloupnost sloupcovych vektori matice AQ je linedrné nezdvisla.

Opacna implikace se da dokazat uzitim pravé dokdzané implikace, nahradime-li
matici A maticf AQ a matici Q matici Q1.

Druhou ekvivalenci jsme jiz vlastné dokdzali v tvrzeni 5.33. Plati rovnost Ker (RA) =
Ker A, takze soustava Ax = o mé netrividlni feSeni pravé tehdy, kdyZz mé soustava
RAx = o netrividlni feSeni. O

Z rovnosti Ker (RA) = Ker A plyne dokonce vice nez druhd ekvivalence v pred-
chozim tvrzeni. Pro posloupnost sloupcovych vektorti matice A = (ajlaz|---|ay)
plati

xriay +x2a9 + -+ xa, =0
pravé kdyz x € Ker A = Ker (RA), coZ plati pravé kdyz
z1Ra; +22Ras +--- +x,Ra, =0 |

nebot RA = (Ra;|Ras|- - - |Ra,) podle definice sou¢inu matic. Neformalné miuzeme
rict, Ze mezi sloupcovymi vektory matice A plati stejné linedrni zavislosti jako
mezi sloupcovymi vektory matice RA. Napiiklad pokud 2a; + 3ay — 4a3 = o, pak
pro matici RA = (by|ba|bs) plati 2b; + 3by — 4bs = o, a naopak. Slovy, sou-
¢et 2-ndsobku prvniho sloupce, 3-ndsobku druhého sloupce a (—4)-nasobku tfetiho
sloupce v matici A je nulovy vektor pravé tehdy, kdyz soucet 2-ndsobku prvniho
sloupce, 3-nasobku druhého sloupce a (—4)-ndsobku tfetiho sloupce v matici RA
je nulovy vektor.

DUSLEDEK 5.42. Elementdrni rddkové dpravy neméni linedrni (ne)zdvislost
posloupnosti sloupcovych vektori ani posloupnosti radkovych vektori matice.

Elementdrnd sloupcové tdpravy neménd linedrni (ne)zdvislost posloupnosti sloup-
covych vektoru ani posloupnosti radkovych vektori matice.

DUKAZ. Zvolime-li v pfedchozim tvrzeni za reguldrni matice R nebo Q ele-
mentarni matice stejného radu, dostaneme obé tvrzeni pro pripad posloupnosti
sloupcovych vektori matice. Protoze posloupnost fadkovych vektoriu matice A se
rovné posloupnosti sloupcovych vektorfi transponované matice AT, plynou fadkové
verze z pravé dokazanych sloupcovych verzi. O

Zbyva nahlédnout, kdy je linearné nezavisla posloupnost radkovych vektoru
matice v fadkové odstupniovaném tvaru. Z predchoziho tvrzeni a tvrzeni 5.39 vidime,
kdy je posloupnost sloupcovych vektoru matice v odstupnovaném tvaru linedrné
nezavisla. Je to pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni soustava nemé zddné volné
proménné.
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Je zfejmé, ze je-li v matici nulovy radek, pak je posloupnost jejich radkovych
vektori linedrné zavisla.

TVRZENI 5.43. Posloupnost tadkovijch vektori matice v odstupriovaném tvaru
je linedrné nezdvisld prdave tehdy, kdyZ matice neobsahuje nulovy rddek.

DUKAZ. Implikace zleva doprava je ziejma.

Predpokladejme, ze matice A typu m x n bez nulového radku je v odstupno-
vaném tvaru a vezmeme parametry r, kq, ..., k. z definice odstupnovaného tvaru.
Protoze A nemd nulovy fadek, je r = m. K dikazu linedrni nezdvislosti posloup-
nosti fadkovych vektort matice A staci dokazat linedrni nezavislost posloupnosti
sloupcovych vektortt matice AT, tj. dokézat, ze homogenni soustava A7x = o m4
pouze trividln{ feSen{ (viz opét tvrzeni 5.39). Ze soustavy ATx = o vybereme pouze
rovnice s poradovymi ¢isly ki, ks, .., k.. Tato vybrana soustava ma dolni troja-
helnikovou matici s nenulovymi prvky na hlavni diagonale a ta ma pouze trivialni
nulové feseni.

OBRAZEK 5.3. Matice A a matice AT

O

Myslenku dikazu muzeme zobecnit na uziteéné pozorovani. Mame-li posloup-
nost n-slozkovych aritmetickych vektor (ai,as,...,a,) nad télesem T, zapiSeme
je do sloupct matice A = (aj]as|---|a,) nad T. Ta je matici homogenni soustavy
linearnich rovnic Ax = o. Pokud z této soustavy vybereme néjakych m < n rov-
nic takovych, ze uz tyto rovnice maji pouze trividlni nulové feseni, pak také cela
soustava Ax = o ma pouze trivialni nulové feseni. To znamené, Ze i puvodni po-
sloupnost (ai,as,...,a,) je linedrné nezavisla.

PRIKLAD 5.44. Chceme zjistit, je-li posloupnost aritmetickych vektort

((1,37,3,45,1)7, (0, —e, 1,7%,4)T, (0, -12,0, 33,2)T)
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v prostoru R® linedrné zavisld nebo nezévisld. Z homogenni soustavy s matici

1 0 0

37 —e —12

3 1 0

45 w¢ 33

1 4 2

vybereme prvni, tieti a patou rovnici a dostaneme homogenni soustavu s matici

1 0 0
310 ,
1 4 2

kterda mé zjevné pouze trividlni nulové feseni. Proto je ptivodni posloupnost vektort
linedrné nezavisla.

Vsimnéme si, ze k rozhodnuti o linearni nezavislosti ptivodni posloupnosti nam
stacilo vybrat pouze prvni, treti a patou slozku téchto vektort. A

PRIKLAD 5.45. Podivame se znovu na piiklad 5.38, tam jsme zjistovali, zda je
posloupnost
((4,1,1,17,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)T)
v prostoru Z3 linedrné nezévisla. Tentokrat si vektory napiSeme do fddkil a preve-
deme fadkovymi tpravami do odstupnovaného tvaru.

1 1 11 1111 1 1 11
1 211|~{010O0]~101200|=28
01 01 01 01 0 0 0 1

Ptvodni posloupnost je podle dusledku 5.42 linedrné nezavisla préavé tehdy, kdyz
jsou fadky vzniklé matice B linedrné nezavislé. Matice B je v odstupniovaném tvaru
bez nulového fadku, takze podle predchoziho tvrzeni jsou fadky B linedrné neza-
vislé. Pavodni posloupnost je tedy linedrné nezavisla. A

PRIKLAD 5.46. Zjistime, zda je posloupnost vektorti
((1,1,1,0),(0,1,0, )™, (1,0,1,1)T)

v prostoru Zj linedrné nezavisld. NapiSeme si vektory do fadki a upravujeme tad-
kovymi tipravami.

1 110 1110
0101 |~101201
1 0 11 01 01

V tupravach uz nemusime pokracovat, protoze vidime, ze posloupnost radkovych
vektort vzniklé matice, a tedy i puavodni matice, je linearné zavisla. A

Shrneme poznatky o disledcich Fadkovych tprav. Réadkové tipravy neméni li-
nearni nezavislost posloupnosti fadkovych vektor ani posloupnosti sloupcovych
vektortt. Déle neméni sloupcovy prostor Im A7 transponované matice, tj. linedrni
obal Ffadkt matice A, a jadro Ker A matice A. Obecné méni linedrni obal Im A
sloupcti matice A a jadro Ker A7 transponované matice A.

5.4. Baze

Dostali jsme se ke stézejnimu pojmu bdze vektorového prostoru. Jako u linearni
nezavislosti mnozin se budeme zabyvat predevsim koneénymi bazemi a obecnou
definici odlozime na pozdéji.
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DEFINICE 5.47. Posloupnost (vy,va, ..., v,) prvki vektorového prostoru V nad
T se nazyva bdze, pokud je linedrné nezdvisla a Span {vy,va,...,v,} = V.

Druhou podminku mtzeme také vyjadiit tak, ze mnozina {vi,va,...,v,} ge-
neruje prostor V.

Intuitivné, baze je usporadand koneéna mnozina prvku V, ktera je ,, dost velka“
na to, aby Sel kazdy prvek prostoru V vyjadrit jako linedrni kombinace jejich prvki,
a soucasné ,,dost mald“, aby takové vyjadreni bylo nejvyse jedno.

Formélné, dand posloupnost prvki (vq,va,...,v,) generuje prostor V pravé
tehdy, kdyz lze kazdy prvek zapsat jako jejich linedrni kombinaci alespon jednim
zpusobem. Podle tvrzeni 5.37 je posloupnost linedrné nezavisla pravée tehdy, kdyz lze
kazdy prvek vyjadrit jako linearni kombinaci vy, vo, ..., v, nejvyse jednim zpusobem.
Dohromady dostdvame nésledujici dilezité pozorovani.

POZOROVANI 5.48. Posloupnost proki (vi,va,...,vy,) twori bdzi vektorového
prostoru V pravé tehdy, kdyz lze kazdy prvek'b € V' wvyjddrit pravé jednim zpusobem
jako linedrni kombinaci prvkd vy, va, .., V.

POZOROVANT 5.49. Posloupnost proki (vi,va,...,vyn) twori bdzi vektorového
prostoru T™ prdvé tehdy, kdyZ je matice (vi|va|...|v,) reguldrni.

DUKAZ. Podle véty 4.88 (podminky 2 a 3) je matice (v1|va]...|v,) reguldrni
pravé tehdy, kdyZz mé soustava Ax = b pravé jedno feSeni pro kazdy vektor pravych
stran b. (]

Tedy napriklad posloupnost sloupci (fadki) horni trojihelnikové matice s ne-
nulovymi prvky na diagondle tvori bézi.

PRIKLAD 5.50. Posloupnost sloupcovych vektort jednotkové matice I,, nad té-

lesem T, tj. n-tice aritmetickych vektori ((1,0,0,...,0)7,(0,1,0,...,0)7,...,(0,0,...

je bazi aritmetického vektorového prostoru T".
Tato posloupnost je totiz linedarné nezavisla, naptiklad podle tvrzeni 5.43, a

generuje T", protoze kazdy vektor (z1,...,2,)T jde vyjadfit jako linedrni kombinaci
1 1 0 0
To 0 1 0
3 = 0 + 2 0 +oot,
: 0
Ty 0 0 1

Obé podminky (linedrni nezavislost i generovani) lze nahlédnout najednou z
toho, Ze kazdy vektor (z1,z2,...,7,)T € T" lze jednozna¢né vyjadiit jako prave
uvedenou linearni kombinaci A

Béaze z posledniho prikladu jsou vyznacéné béze aritmetickych prostori, proto
maji svoje pojmenovani a znaceni.

DEFINICE 5.51. Kanonickd bdze (téz standardni bdze) v aritmetickém prostoru
T™ je posloupnost

1 0 0
0 1 0
(el,eg,...,en): 0 , 0 RN
: : 0
0 0 1

PRIKLAD 5.52.

) 0’ 1)T)7
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Jednoélennd posloupnost ((3,3,3)7) je baze prostoru Span {(17 1, 1)T} <
R3.

Posloupnost (1, x, 2%) je baze prostoru realnych polynomi stupné nejvyse
2, protoze kazdy polynom lze napsat pravé jednim zpusobem ve tvaru
a-14+b-2+c- 22

Prézdnd posloupnost je bazi trivialniho prostoru {o}.

Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)7, (4,5,6)7) neni béazi prostoru

V =Span{(1,2,3)",(9,12,15)",(4,5,6)"} <R*® ,

protoze je linedrné zévisla podle piikladu 5.36. Posloupnost ((1,2,3)7) je
sice linedrné nezavisla, ale neni bazi V, protoze dany prostor negeneruje
(napiiklad vidime, ze (4,5,6)7 neni v linedrnim obalu vektoru (1,2,3)7).
Posloupnost ((1,2,3)T, (2,1,1)7) neni bézi V, protoze vektor (2,1,1)T
neni ani prvkem V, jak jsme se presvédcili v prikladu 5.32. Posloupnost
((1,2,3)T, (4,5,6)T) je bazi V, protoze generuje V (viz opét 5.36) a je
linedrné nezavisla, jak se snadno presvédcime.

A

PRIKLAD 5.53. Najdeme néjakou bdzi prostoru

2 1 6 1 3
B 1 4 3 4 5 4
V_Span 3 I 5 ) 1 ’ 6 I 2 SZ7 .
0 0 1 6 3

Vyuzijeme toho, ze fadkové dpravy matice neméni linedrni obal fadkt (viz du-
sledek 5.34). Vektory tedy napiSeme do radku a prevedeme Faddkovymi tpravami
na odstupnovany tvar. Nenulové radky generuji stejny prostor a navic jsou podle
tvrzeni 5.43 linedrné nezavislé, tedy tvori bazi.

21 3 0 21 3 0 21 3 0 21 3 0

1 4 5 0 00 00 00 00 0 0 6 1

6 3 1 1 ~1 0 0 6 1 ~1 0 0 6 1 ~ 0 0 0 4

1 4 6 6 0 0 1 6 00 0 O 0 0 0 O

3 5 2 3 0 0 1 3 0 0 0 4 0 0 0 O
Bézi V je tedy napiiklad posloupnost ((2,1,3,0)7,(0,0,6,1),(0,0,0,4)T). A

PRIKLAD 5.54. UvaZujme prostor V nekone¢nych posloupnosti a = (ag, a1,
ag, . .. ) splijicich rovnost a2 = a,+an+1 pro kazdé n > 0, s béZnymi operacemi
s¢itani a nasobeni skaldrem. Prostor V je podprostorem R mezi jehoz prvky patii
také Fibonacciho posloupnost, viz priklad 5.28.

Ted nés osviti zablesk geniality a zkusime najit v prostoru V néjakou nenulovou
geometrickou posloupnost q = (¢%, ¢*, ¢%,¢%,...) pro vhodné ¢ € R. Geometricka
posloupnost lezi v prostoru V pravé kdyz plati ¢" 72 = ¢ + ¢"*! pro kazdé n > 2,
coz plati pravé kdyz

q2 —qg—1=0.
Tato kvadraticka rovnice ma koreny

1+v6 - 1-V5
2 7 2
Nasli jsme tedy dvé geometrické posloupnosti v prostoru V a to
P1 = (1790790278037"‘)7 P2 = (]-7(]- _90)7(1 _@)27(1 _@)37) )
kde ¢ = (1 ++/5)/2 je hodnota zlatého fezu.

=1—-¢.
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Ukéazeme, 7e usporadand dvojice posloupnosti (p1,p2) je béze ve V. Pouzijeme
podminku 3. z tvrzeni 5.37. Plati-li pro néjaka dveé ¢isla s,t € R rovnost
sp1 +tp2 = (0,0,0,...) ,
porovname prvni dva prvky v posloupnostech na obou strandch. Musi platit rovnosti
s1+t1=0
sp+t(l—p)=0 .

Cisla s,t jsou tedy feSsenim homogenni soustavy linearnich rovnic s matici

(2 )~ (o nte )= (o —5)

Matice soustavy je regularni a jedinym fesenim soustavy jsou proto ¢isla s = ¢ = 0.
Podle tvrzeni 5.37 je posloupnost (p1,p2) linedrné nezdvisla ve V.

Dokézeme, ze také Span {p1,p2} = V. Je-li a = (ag, a1,a2,...) € V, pak sou-
stava

sl+tl=ag
sp+t(l—¢)=a
mé reguldrni matici a tudiz pravé jedno feSeni (s,t)”. Protoze je posloupnost a
urcend stejné jako kazdy jiny prvek prostoru V prvnimi dvéma prvky, musi platit
rovnost sp; + tp2 = a.
Pro vyjédieni Fibonacciho posloupnosti a = (0,1,1,2,...) € V jako linedrn{
kombinaci posloupnosti p; a po staci najit koeficienty s, t jako feseni soustavy
s14+t1=0
sp+t(l—p)=1.
Ta mé fefeni t = 1/(1 — 2¢) = —1/v/5 a s = 1//5. Pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti tak dostavame vyjadieni
B (pn (1 _ (p)n
V5 V5o
které jsme bez ditkazu uvedli uz v prikladu 4.42.

Jak tento vzorec nalézt bez zablesku geniality je vysvétleno v kapitole o vlast-
nich éislech. A

Qn

5.4.1. Steinitzova véta o vyméné a dusledky, dimenze. Z vizualni pied-
stavy prostortt R? je patrné, Ze viechny biaze R? maji dva prvky. Méné vektort
prostor R? nemtize generovat a mnozina tiech a vice vektori nemtize byt linedrné
nezavisla. Podobné, v R3 maji viechny baze pravé tii prvky. Obecné plati, ze kazdy
vektorovy prostor ma bazi a vSechny baze maji stejny pocet prvki. Tomuto poctu
fikdme dimenze. Tyto zasadni skutecnosti v této ¢asti dokazeme pro koneéné gene-
rované prostory.

DEFINICE 5.55. Vektorovy prostor se nazyva konecné generovany, pokud ma
néjakou kone¢nou mnozinu generatoru.

Jedna moznost, jak se muzeme pokusit hledat bazi vektorového prostoru, je
vzit néjakou posloupnost generatorti a vynechavat prvky z posloupnosti tak dlouho,
dokud vzniklé posloupnosti stéle generuji dany prostor. Pokud jiz nemtizeme po-
kracovat, mame minimélni posloupnost generdtort. Minimdalni zde znamend, Ze
vynechanim libovolného prvku vznikne posloupnost, kterda uz prostor negeneruje.
Nésledujici tvrzeni fika, Ze v tomto pripadé jiz mame bazi.
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TVRZENT 5.56. Minimdini posloupnost generdtori (vi,va,...,vy,) vektorového
prostoru V je bdize V.

DUKAZ. Podle pozndmek za definici 5.35 je posloupnost linedrné zavisld pravé
tehdy, kdyz

Span{vy,va,...,v,} = Span{vi,va,...,V;—1,Vit1,...,Vn}
pro né&jaké i € {1,2,...,n}. To se ale nestane, protoze predpokldddme, Ze mame
minimélni posloupnost generatortu. Posloupnost je tedy linedrné nezavisla, takze je
to baze. O

DUSLEDEK 5.57. Z kaZdé konecné mnoZiny generdtori vektorového prostoru lze
vybrat bdzi.

DUKAz. Postupné vynechdvame prvky, dokud nevznikne minimalni mnozina
generatorti. Mnozinu sefadime do posloupnosti a ta je podle tvrzeni bazi. O

Obecné z kazdé (ne nutné konené) mnoziny generatoru konecné generovaného
prostoru jde vybrat bazi. Myslenka je, ze nejprve vybereme konecnou mnozinu
generatoru a pak pouzijeme predchozi vysledek. Detaily si rozmyslete jako cviceni.

Specidlné dostavame dulezity dusledek:

DUSLEDEK 5.58. Kazdy koneéné generovangj vektorovy prostor md bdzi.

PRIKLAD 5.59. Podivdme se znovu na piiklad prostoru V = Span X < R3,
kde X = {(1,2,3)T,(9,12,15)7, (4,5,6)T}. Mnozina generatortt X nenf minim4lni,
protoze napi. vektor (9,12,15)7 lze vynechat (viz piiklad 5.36). Mnozina Y =
{(1,2,3)7, (4,5,6)"} je minimalni mnozina generatorti, protoze, jak je vidét, vyne-
chanim kteréhokoliv ze dvou vektort vznikne podprostor, ktery neobsahuje druhy z
vektorti. Takze posloupnost ((1,2,3)7,(4,5,6)7) musi byt baze podle tvrzeni 5.56,
coz skutecné je. A

K diikazu dalsich zasadnich skuteénosti se ndm bude hodit tzv. Steinitzova véta
o vymeéné. Ta rikd, Zze pro libovolnou linedrné nezavislou posloupnost N délky k lze
v libovolné posloupnosti generujici V vyménit nékterych k ¢lenu za ¢leny N tak, ze
vznikla posloupnost stale generuje V.

VETA 5.60 (Steinitzova véta o vyméné). Necht N = (vy,Va, ..., Vi) je linedrné
nezdvisld posloupnost prvkid vektorového prostoru V nad T. Necht G je konecnd
mnoZzina generdtory prostoru V, oznacme | = |G|. Pak

(1) 1> 4,
(2) existuji vektory wi,...,wi_ € G takové, Ze mnoZina
{V15V25 sy VE, W1, W2, ... 7wl7k}
generuje V.

DUKAz. Dokazeme indukei podle k. Pro k = 0 vybereme celou mnozinu G.

V indukénim kroku aplikujme indukéni predpoklad na linedrné nezavislou po-
sloupnost (v1,va,...,vg_1). Pak ! > k—1 a existuji vektory w1, wo,..., W;_r11 € G
takové, Ze mnozina

M = {V17V2)-~-avk—17W17W27"'7wl—k¢+1)

generuje V. Zbyva do M umistit prvek v vyménou za néktery z prvk wi, ..., Wi_gy1.
Protoze M generuje V, prvek vy lze napsat jako linedrni kombinace prvku z M:

Vi = a1Vi 4+ agVo + -+ ap—1Vip—1 + b1W1 +bowo + -+ by 1 Wi g1
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Posloupnost N je linedrné nezavisla, proto vi neni linedrni kombinaci vektori
Vi,...,Vig—1. Z toho plyne [ > k a navic alespon jeden z prvkia by,...,bj_r4+1 je
nenulovy, oznac¢me jej bs. Ukazeme, ze

!
M = {V17V27"'?vk7wla-"7ws—laws+l7'-' )Wl—k:-i-l}

generuje V. Prvek wy je linedrn{ kombinaci prvka M’ (z rovnosti vyse vyjadiime
bsw, a vynasobime by 1), takze V = Span {M} C Span{M'}, a tedy Span {M'} =
V. O

Ve

Nejdulezitéjsi dusledek Steinitzovy véty je, ze vsSechny béaze obsahuji stejny
pocet prvki. To umoznuje dat presny vyznam slovu dimenze.

DUSLEDEK 5.61. KaZdé dvé bdze konecné generovaného vektorového prostoru
maji stejny pocet prvki.

DUKAz. Predpoklddejme, ze B = (vy,...,v) a C = (wq,...,w;) jsou dvé baze
vektorového prostoru V. Protoze posloupnost B je linedrné nezavisla a posloupnost
C generuje V, plati podle Steinitzovy véty k < [. Z téze véty plyne také [ < k,
protoze C je linedrné nezavisld a B generuje V. Dohromady dostavame k =1[. 0O

DEFINICE 5.62. Dimenzi konecné generovaného vektorového prostoru V nad T
rozumime pocet prvki jeho libovolné baze. Dimenzi prostoru V znac¢ime dim(V).

PRIKLAD 5.63. V souladu s intuici je dimenze aritmetického vektorového pro-
storu T™ rovna n, protoze kanonickd baze mé n prvki.

Trividlni prostor {0} m4 dimenzi 0 protoze prazdnd posloupnost je jeho baze.

Prostor Span {(1, 1, 1)T} <R3 m4 dimenzi 1, protoze ((1,1,1)T) je jeho bazi.
To odpovida geometrické predstavé, ze dany prostor je primkou.

Dimenze prostoru

V = Span

S W N
O U =
——=w o
= RN = RN
W N Ot Ww
IN
N
s

je 3, protoze v prikladu 5.53 jsme nalezli t¥iprvkovou bazi.

Zdtvodnéni nasledujicich tvrzeni pfenechame do cviceni.

e Dimenze prostoru vSech matic nad T typu m x n je mn.
e Dimenze prostoru realnych polynomu stupné nejvyse n je n + 1.
e Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.
A

V disledku 5.57 jsme vidéli, ze z kazdé kone¢né mnoziny generator lze vybrat
béazi. Pri hledani baze muzeme postupovat i opacné — k linearné nezavislé mnoziné
doplnit dalsi prvky tak, aby vznikla baze. Nasledujici dusledek k4, ze to jde, navic
muzeme dopliiovat pouze prvky z libovolné zvolené mnoziny generatortu. Dusledek
formulujeme pro kone¢né mnoziny, obecnéji nechame dikaz do cviceni.

DUSLEDEK 5.64. Necht G je konecnd mnoZina generdtori vektorového prostoru
V. Potom kaZdou linedrné nezavislou posloupnost ve V jde doplnit proky G na bdzi
V.

DUKAzZ. Ozna¢me N = (vi,va,...,Vvs). Nejprve pomoci disledku 5.57 vybe-
reme z G bazi B = (wy,...,w;). Ze Steinitzovy véty dostaneme, Ze pii vhodném
preusporadani baze B, posloupnost Z = (vi,va,..., Vg, Wit1,..., W) generuje V.

Ze Z jde podle dusledku 5.57 vybrat bazi. My ale vime, Ze dimenze V je [ (protoze
B je baze), takze jiz Z mus{ byt béze. d
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Formulujeme dva trividlni dusledky.

DUSLEDEK 5.65. Mazimdlni linedrné nezdvisld posloupnost v koneéné genero-
vaném prostoru je bdzi.

Obecnéji, maximdlni linedrné nezdvisld posloupnost prvki konecné mnoziny ge-
nerdtori je bdzi.

PRIKLAD 5.66. V piikladu 5.53 jsme hledali néjakou bézi prostoru

2 1 6 1 3
1 4 3 4 5

V = Span {vy, vz, V3, V4, V5} = Span s 1l s 116!l ] 2 <73
0 0 1 6 3

Ted z vektora vy, va, ..., v5 bazi V vybereme. Z dtsledku 5.57 plyne, ze to jde. Pred-
choz{ disledek 5.64 ndm déva nivod, jak to jde udélat. Staci totiz vzit libovolnou
maximdln{ linedrné nezdvislou podmnozinu {vy,...,vs} a usporddat libovolné do
posloupnosti. Muzeme postupovat napiiklad tak, Ze za¢neme s linedrné nezavislou
posloupnosti (v1). Pokusime se pfidat vy — otestujeme fddkovymi tGpravami, zda
(v1,v2) je linedrné nezavisla.

21 3 0 21 3 0
1 4 5 0 0 0 0O
Dvojice (v1,v2) je linedrné zavisla, vektor vy tedy pfidavat nebudeme. Zkusime vs.
2 1 3 0 21 3 0
6 3 1 1 0 0 6 1

Méme linedrné nezdvislou posloupnost (vi,vs). Pokusime se k ni pfidat v4. PFi
testovani linearni zavislosti mizeme vyuzit jiz provedenych tprav.

213 0 213 0 213 0
006 1 |~100©6T1]~|0061
1 4 6 6 0 0 1 6 0 0 00

Vektor v, pridavat nebudeme. Nakonec zkusime vs.

21 3 0 21 3 0 21 3 0
0 06 1 |~100®61]~00°61
3 6 2 3 0 01 3 0 0 0 4

Protoze (vi1,vs, vs) je linedrné nezavisld posloupnost a navic je maximélni linedrné
nezévisld posloupnost tvorend vektory v mnoziné {vq,va,...,vs} (nebot pfidanim
v nebo vy jiz vznikne linedrné zavisld mnozina), tvorf tato posloupnost bazi V. A

Dokazand tvrzeni umoznuji dokazovat a zobecnovat i dalsi fakta, ktera jsou
geometricky ziejmé pro R? nebo R3:

P0ZOROVANI 5.67. V kaZdém vektorovém prostoru V dimenze n plati:

(1) Kazdd mnozina generdtori V obsahuje alespori n prvki.

(2) Kazdd n-prokovd posloupnost generdtori je bdzi V.

(3) Kazdd linedrné nezdvisld posloupnost ve V obsahuje nejugse n proki.
(4) Kazdd n-prvkovd linedrné nezdvisld posloupnost ve V je bdzi V.

DUKAz. Z kazdé mnoZiny generatort lze vybrat bézi a vSechny baze obsahuji
n prvki. Z toho plynou prvni dva body.

Kazdou linedrné nezavislou mnozinu lze doplnit na n-prvkovou bazi. Z toho
plynou zbylé dva body. O
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PRIKLAD 5.68. V pifkladu 5.40 jsme zdtivodnili, Ze posloupnost (3i+5,2,3)7, (5, 2+
i, )T, (4,2,12)T, (m,e™,4)" v prostoru C? je linedrné zavisld. Ted mame kratsi
zdivodnéni — podle trettho bodu v pozorovani nemiize zadna linedrné nezavisla
posloupnost v C? obsahovat vice nez 3 vektory.
Podobné muzeme bez jakéhokoliv poéitani rozhodnout, zZe mnozina {(1,3,i +
e™, —10)T, (4,24,3 + 2i, —311)T, (2, m, 7, —4)T} negeneruje C* podle prvntho bodu.
A

Nakonec ukazeme, Ze podprostor ma nejvyse takovou dimenzi jako puvodni
prostor.

TVRZENT 5.69. Je-li W podprostor konecné generovaného prostoru V, pak W
je konecéné generovany a plati dim(W) < dim(V), pricemZ rovnost nastane prdvé
tehdy, kdyz W =V.

DUKAZ. Nejprve dokdzeme, ze W je kone¢né generovany. (Pozor, zde se ¢asto
déla chyba. Toto ,intuitivné zfejmé* tvrzeni je tieba dokdzat.) Predpokladejme
pro spor, ze W nema kone¢nou mnozinu generatori. Vezmeme libovolny nenulovy
prvek w; € W. Protoze {w;} negeneruje W, existuje prvek wo € W takovy, Ze
wo & Span {w; }, atd.: Indukei najdeme pro libovolné i prvek w; € W, ktery nelezi
v linedrnim obalu predchozich prvkia wy, ..., w;_;. Podle tvrzeni 5.37 je pro kazdé
i posloupnost (w1, wa,...,w;) linedrné nezavisla ve W, tedy i ve V), coz je spor s
bodem (3) predchoziho pozorovani.

Jiz vime, ze W je konecné generovany, takze ma bazi B podle dtsledku 5.58.
Béze B prostoru W je linedrné nezdvisld mnozina ve V, takze dim(W) = |B| <
dim(V), opét podle bodu (3). Pokud se dimenze rovnaji, pak B je bazi V podle
(4), z ¢ehoz vyplyva, ze V.= W. (Naopak z V = W trividlné plyne dim(V) =
dim(W).) O

PRIKLAD 5.70. Podle tvrzeni maji podprostory R? dimenzi 0 (trivialni podpro-
stor {o}), 1 (podprostory tvaru Span{u}, kde u je nenulovy vektor, tedy pfimky
prochézejici poédtkem), 2 (podprostory tvaru Span {u, v}, kde (u, v) je linedrné ne-
zévisl, tedy roviny prochézejici poédtkem) nebo 3 (trividlni podprostor R3). Nyn{
tedy méame precizni diikaz, ze diskuze o podprostorech R? v ¢4sti 5.2.1 byla spravna.

Obecnéji z tvrzeni vyplyva, ze kazdy netrivialni podprostor T" lze zapsat jako
linedrni obal 1 az n — 1 (linedrné nezavislych) vektoru. A

5.4.2. Baze jako souradnicovy systém. Vratme se ted k pozorovani 5.48,
které fiké, ze mame-li bzi B = (v, va,...,Vv,) prostoru V, pak kazdy vektor v e V
Ize jednoznacnym zpusobem vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru vq,...,v,.
Koeficientim této linedrni kombinace fikdme soutradnice v vzhledem k B.

DEFINICE 5.71. Necht B = (v1,Va,...,v,) je bdze vektorového prostoru V nad
télesem T a w € V. Souradnicemi (téz vyjadrenim) prvku w vzhledem k B rozumime
(jednoznaéné urceny) aritmeticky vektor (aj,as,...,a,)T € T" takovy, Ze

W =a1Vy +agve + -+ a,Vvy, .
Soufadnice w vzhledem k B zna¢ime [w]p, tj.
ay
a2
wlp =
Qp

PRIKLAD 5.72. Linedrni kombinace prvki u, v prostoru V nad R s koeficienty
2, 3, tj. prvek 2u + 3v, je vlastné , prvek o souradnicich (2,3) vzhledem k soustavé
soutadnic u, v“.
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3y 2x + 3y

2x

OBRAZEK 5.4. Linedrn{ kombinace 2x + 3y (k piikladu 5.72)

A

Souradnice zavisi na poradi prvka v bazi. Z tohoto diivodu jsme bézi definovali
jako posloupnost prvku vektorového prostoru, nikoliv mnozinu.

Zvolime-li v prostoru V nad télesem T dimenze n bazi B, pak predchozi definice
jednoznaéné pfitazuje kazdému prvku v € V aritmeticky vektor [v]g € T™. Naopak,
kazdy aritmeticky vektor v T™ je roven [v]p pro n&jaky (jednoznacné uréeny) prvek
v € V. Zobrazen{ pfitazujici [v]p prvku v je tedy bijekci mezi V a T™.

PRIKLAD 5.73. V prikladu 5.50 jsme si vsimli, Ze pro kanonickou bazi K = (e,
€, .., €,) prostoru T™ a libovolny vektor v € T™ plati

Vlk =v .

Jednou z bazi prostoru V = Span{(1,2,3)T, (4,5,6)T} < R? je posloupnost
B = ((1,2,3)T,(4,5,6)T) (viz pitklad 5.52). Vektor (9,12,15)T lezi v prostoru V,
protoze (9,12,15)7 = (1,2,3)T +2- (4,5,6))T. Jeho vyjadieni v bazi B je podle
tohoto vztahu

((9,12,15)]p = (1,2)" .

Posloupnost B = (x,2%,1) je bazi prostoru redlnych polynomi stupné nejvyse

dva. Soufadnicemi polynomu a+ bz + cx? vzhledem k této bézi je aritmeticky vektor

[a+ bz + cx®]p = (b,c,a)”

PRIKLAD 5.74. UvaZujme posloupnost

1 1 2
B:(Vl,Vg,Vg): 2 3 3 ) 1
3 4 1

v prostoru Z3. Ovéiime, ze B je bazi a najdeme souradnice vektoru w = (4,0,1)T
vzhledem k B.

Oboji udélame najednou, pokusime se w vyjadrit jako linedrni kombinaci vek-
tori v B. Z mnohokrat pouzitého pohledu na nasobeni jako na linedrni kombino-
vani nahlédneme, Ze soutadnice [w|p jsou FeSenim soustavy rovnic Ax = w, kde
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A = (vi|va|vs) (tj. vektory z béze napiSeme do sloupci). Soustavu vyfesime.

1 1 2|4 11 24 11 2|4
23 1|10 )]~ 0122 |~ 01 2|2
3 4 1|1 0 1 0|4 0 0 3|2

Vidime, Ze A je reguldrni (odstuptiovany tvar je horn{ trojihelnikovd matice s ne-
nulovymi prvky na diagondle), takze B je baze podle pozorovani 5.49. ReSenim
soustavy je

2
x=[wlp=| 4
4
Pro kontrolu muzeme ovérit, ze skuteéné plati w = 2vy + 4vy + 4vg. A

Korespondence mezi prvky vektorového prostoru a jejich soutadnicemi ve zvo-
lené bazi je jesté tésnéjsi, zachovava totiz operace vektorového prostoru. Konkrétné,
soufadnice sou¢tu prvki ve V (vzhledem k B) jsou rovny souctu jejich souradnic
(vzhledem k B) v prostoru T™. Podobné pro nésobeni skaldrem.

TVRZENT 5.75. Necht B = (v1,Va,...,V,) je bdze vektorového prostoru V nad
telesem T, necht u,w € V at € T. Pak plati
(1) [u+w]p =[ulp+[wls a
(2) [tu]p =t[u]s
Na levych stranach vystupuji operace v prostoru V, na pravych stranach jsou
operace v T".

DUKAz. Je-li [ug = (a1,as,...,a,)" a [w]p = (b1,bs,...,b,)T, pak podle
definice souradnic plati

u=a1vi +asvo + -+ apVy, W=0b1vi+bavo+---+byv, .
Sectenim a tpravou ziskdme
u+w= (a1 +b)vi+ (a2 +b2)va + -+ (an + bn)vp ,

coz podle definice znamend [u+w|g = (a3 +by,az+bs,...,a,+b,)T = [ulp+[v]5.

Druhé ¢ast tvrzeni je rovnéz snadné cviceni. O

PRIKLAD 5.76. V prostoru V = Span {(1,2,3),(4,5,6)} < R3 uvazujme bézi
B =((1,2,3)T,(4,5,6)T) a vektory u, w se soufadnicemi (1,2)T, (3, —1) vzhledem
k B:

9 -1

u= g ,[u]B—(;>, W= ; 7[W]B_(_31>

Sou¢tem u a w je vektor (8,13,18)7, jeho soutadnice vzhledem k B jsou (1,2)7 +
(3,—1)T = (4,1)T. Skutecné, 4 - (1,2,3)7 +1-(4,5,6)T = (8,13,18)7. A

Ted jiz vidime pfesny vyznam hesla ,vSechny koneéné generované vektorové
prostory jsou v podstaté T™“. Zvolime-li v prostoru bazi B, mizeme misto pavod-
nich prvka pocitat s jejich souradnicemi vzhledem k B a tim se vSe prevadi do T™.
Otézku, jak se souradnice méni pii prechodu od baze B k jiné bézi, vyresime za
okamzik.

Do T™ muazeme prevadét celé podmnoziny, tj. pro X C V definujeme

X]p={[v]p:ve X} CT" .

Tento prechod také zachovava dulezité vlastnosti, jako linearni nezdvislost, genero-
vani, baze, apod. Dikaz tohoto pozorovani prenechame jako cviceni.
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P0zOROVANT 5.77. Necht B je bdze vektorového prostoru V nad télesem T
dimenze n. Pak plati
(1) posloupnost (v1,va, ..., Vi) je linedrné nezdvisld ve V pravé tehdy, kdyz je
posloupnost ([vi]g, [v2]B,- .., [Vk]|B) linedrné nezavisld v T™;
(2) mnozina X generuje V prdvé tehdy, kdyz [X|p generuje T";
(3) posloupnost (vi,va,...,vg) je bdze V prdvé tehdy, kdyZ je posloupnost
([vi]ls, [velB,-- -, [Vk]B) bdze T™.

5.4.3. Pfechod mezi bazemi. Casto je potfeba umét rychle pfechizet mezi
bazemi, tj. pocitat souradnice néjakého prvku vzhledem k jedné bézi, zname-li jeho
soutadnice vzhledem k jiné bazi.

Tento prechod je mozné popsat matici. Rozmyslime si nejprve jednoduchy pti-
pad aritmetického vektorového prostoru T? s bazi B = (v1,va, v3). Najdeme vzore-
¢ek jak najit vektor x = (21,22, 73)T, zndme-li jeho vyjadieni [x]p = (y1,¥y2,vy3)T
vzhledem k bazi B. Podle definice je

X =Y1V1 + y2V2 +¥y3v3 ,
coz muzeme maticové zapsat
x = (v1|ve|vs)[x]B -
Vektor x je roven svému vyjadieni vzhledem ke kanonické bézi K = (e1,es,€3).
Matice (v1|v2|v3) se nazjva matice prechodu od B ke K a znaéi se [id]£. Umoziiuje
nam “prechédzet” od baze B k bazi K pomoci vzorce
Xk = [idg x5 -

Podobnou formulku muzeme nalézt pro prechod mezi libovolnymi dvéma bé-

zemi libovolného konecné generovaného vektorového prostoru.

DEFINICE 5.78. Necht B = (vy,...,v,) a C jsou baze vektorového prostoru V
nad télesem T. Matici prechodu od baze B k bdzi C' rozumime matici

[id]& = (vilellvalel .. [[vale) -

Slovy, matice prechodu od B k C ma ve sloupcich vyjadieni prvka baze B
vzhledem k bazi C.

TVRZENI 5.79. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T dimenze n a B,C
jsou baze V. Pak pro libovolny prvek x € V plati
X]c = [[dZ[x]s -
Navic je matice [id]8 timto vztahem uréena jednoznacné.
DUKAZ. Ozna¢me B = (vy,...,Vp).
Vezmeme libovolny prvek x € V a ozna¢me [x]p = (aq,...,a,), tj. podle defi-
nice X = a1vy + - - - + a,v,. Podle tvrzeni 5.75 plati
Xl =[a1vi+ -+ anvi]e = [avi]e + -+ + [an Vil
=ai[vilc + -+ an[vale = ([vile| - . - |[vale) (a1, - .., an)”
= [idlé[x]s -
K dukazu jednoznac¢nosti uvazujme matici A, ktera spliuje pro libovolny prvek
x € V vztah

x]c = Alx]p .
Dosazenim x = v; dostaneme
[Vilc = Alvi|p = Ae; ,

takZe i-ty sloupec matice A je roven [v;]c a tim padem A = [id]5. O
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PRIKLAD 5.80. Matice piechodu od baze B = ((1,2)7,(5,6)7) ke kanonické

bézi K prostoru R? je
. 1 5
g = (3 o)

Pro libovolny prvek x € R? plati

x=i= (5 o )a

Pokud chceme naopak vyjadrovat vzhledem k bazi B, zndme-li vyjadieni vzhledem
ke kanonické bazi, upravime tento vztah na

(L ® Tl 6 5,
=2 6 a2 -1 '
(Vyuzili jsme toho, 7e [id]Z je reguldrnf matice. Obecné, kazd4 matice pfechodu je

regularni a plati [id]§ = ([id]2)~!. Dokaite!) A

PRIKLAD 5.81. Najdeme matici pfechodu od béze B k bazi C prostoru V < R3,
kde

1 0 2 1 1 1
V = Span 0], 1 , B= 4 |, -1 ,C = 0|, 1
0 1 4 -1 0 1

(Ovéite, ze B a C jsou skutefné bdze prostoru V!) Potiebujeme najit vyjadreni
vektorit baze B vzhledem k bazi C. To vede na dvé soustavy rovnic se stejnou
matici, které vyresime soucasné.

1 112 1 1 112 1
0114 -1 |~10 1|4 -1
0 114 -1 0 0]0 O

Vychdzi [(2,4,4)7]c = (-2,4)7 a [(1,-1,-1)T]c = (2,—-1)T, takZe matice pie-
chodu od B k C je

5.5. Hodnost matice

K matici A nad télesem T typu m X n mame pritazeny radkovy a sloupcovy
prostor Im A7 < T" a Im A < T™. Ukazeme, ze maji stejnou dimenzi. Dale dame
do souvislosti dimenzi prostoru Ker A < T™ a Im A, a podivame se jesté jednou
na TeSeni{ soustav linedrnich rovnic v terminologii zavedené v této kapitole. V této
¢asti budou vystupovat pouze aritmetické vektorové prostory a jejich podprostory.

5.5.1. Bazové sloupce matice. Po prevodu soustavy linearnich rovnic ele-
mentarnimi fadkovymi ipravami do odstupnovaného tvaru jsme rozdeélili proménné
na bazové a volné (parametry). Nyn{ ukdzeme, Ze toto rozdéleni nezévisi na kon-
krétnich provedenych tipravich, ale pouze na ptvodni soustavé (viz tvrzeni 5.86).
Vysledek samoziejmé formulujeme v jazyku matic.

DEFINICE 5.82. Necht A = (aj|ag|---|a,) je matice nad T. Rikdme, ze i-ty
sloupec matice A je bdzovy, pokud neni linedrni kombinaci pfedchozich sloupci, tj.
pokud plati

a; € Span{aj,as,...,a;,_1} .
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Pojmenovani ospravedliiuje skutecnost, ze bazové sloupce tvori bazi sloupco-
vého prostoru matice. To si rozmyslete jako cviceni.

PozOROVANT 5.83. Pro libovolnou matici A tvori bdzové sloupce bdzi sloupco-
vého prostoru. Specidlné, dimenze Im A je rovna poctu bdzovych sloupcii.

PRIKLAD 5.84. V matici

0 1 2 3 4
0 3 6 3 6
0 -2 —4 4 2

je bazovy druhy a ¢tvrty sloupec. Prvni, tfeti ani paty sloupec neni bazovy. Je to
vidét u prvniho a tretiho sloupce, paty je sou¢tem druhého a ctvrtého, takze také
neni bazovy. A

Za okamzik ukazeme, ze fadkové ipravy neovliviuji skutec¢nost, zda je sloupec
bazovy nebo ne. Nejdrive ale ukazeme, ze bazové sloupce matice v odstupriovaném
tvaru jsou praveé sloupce obsahujici pivoty.

TVRZENI 5.85. Bdzové sloupce matice A nad T typu m x n v odstupriovaném
tvaru jsou prave sloupce ki, ko, .., k., kde r,k1,..., k. jsou cisla z definice 2.1/
odstupriovaného tvaru.

1 k1 ke krn
1 1
r r
m m
OBRAZEK 5.5. Matice v odstupiiovaném tvaru
DUKAzZ. Oznatme A = (a1]...|a,). Pro libovolné i = 1,2,...,r je sloupec k;

bazovy, protoze vektor ai, ma i-tou slozkou nenulovou, kdezto predchozi sloupcové
vektory maji tuto slozku nulovou. Vektor ag, tedy nemize byt linedrni kombinaci
predchozich sloupcovych vektorii.

Zbyva ukazat, ze ostatni sloupce bazové nejsou. To je jisté pravda pro sloupce
1,2,..., k1 — 1, které jsou celé nulové. Uvazujme sloupec [ > k; razny od ks, k3, ...
Chceme ukazat, ze a; je linearni kombinaci predchozich sloupcovych vektort, jinymi
slovy (opét sloupcovy pohled!), Ze soustava linedrnich rovnic (aj]as|...|a;—1)x = a
ma Teseni. To je ale pravda, protoze rozsirend matice této soustavy je v odstupnova-
ném tvaru a splnuje nutnou a postacujici podminku pro fesitelnost takové soustavy
— neobsahuje Fadek tvaru (00---0|c), kde ¢ # 0. O

TVRZENI 5.86. Necht A je matice nad télesem T typu m X n a R je requldrni
matice 7ddu m. Pak pro libovolné i € {1,2,...,n} plati, Ze i-t§ sloupec matice A je
bazovy prdave tehdy, kdyz je bdzovy i-ty sloupec matice RA.

DUKAz. Tvrzeni je disledkem definice a pozorovani, Ze matice A m4 stejné
linedrni zévislosti mezi sloupci jako matice RA (toho jsme si vSimli v poznamce za
tvrzenim 5.41). Obsirnéji, i-ty sloupec matice A = (a1]...|a,) nen{ bdzovy pravé
tehdy, kdyz je linearni kombinaci predchozich sloupct, tj. a; = t1a; +---+¢;_1a;_1
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pro néjaké prvky tq,...,t;—1 € T. Upraveny vztah —tja; —...—t;_1a;,_1+a; = o lze
maticové zapsat A(—ty,...,—t;_1,1,0,...,0)7 = o. Vynasobenim matici R zleva
dostavame RA(—ty, .., —t;_1, 1, 0, 0, .., 0)T = o, z éehoz plyne, Ze i-ty sloupec

matice RA je linedrni kombinaci predchozich.
Druhé implikace se dokdze podobné, naptiklad vynasobenim posledni rovnosti
zleva matici R™1.) O

PRIKLAD 5.87. Jako ilustraci provedeme v pfedchozim p¥ikladu Gaussovu eli-
minaci a presvédcime se, ze bazové sloupce jsou pravé sloupce obsahujici pivoty.

0 1 2 3 4 012 3 4 01 2 3 4
0 3 6 3 6 |~ 0O0O0 -6 -6 |~100011
0 -2 —4 4 2 0 0 0 10 10 0 00 0O

A

5.5.2. Hodnost. Z dokazaného tvrzeni je jiz jen krok k dikazu, ze sloupcovy a
radkovy prostor matice maji stejnou dimenzi. Této dimenzi fikdme hodnost matice.

VETA 5.88. Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im AT).

DUKAz. Myslenka je takova, Ze pro matice v odstupfiovaném tvaru tvrzeni
plati a ani jedna dimenze se fadkovymi tipravami neméni, takze tvrzeni plati pro
jakoukoliv matici.

Detailnéji. Kazdou matici A 1ze elementarnimi fadkovymi tpravami prevést do
odstupniovaného tvaru. Jinymi slovy, existuje regularni matice R takova, Zze RA je
v odstupnovaném tvaru. Dimenze sloupcového prostoru matice A i RA je pocet
bazovych sloupcu (viz pozorovani 5.83), tyto dimenze jsou stejné (viz tvrzeni 5.86)
a rovnaji se po¢tu nenulovych radka matice RA (viz tvrzeni 5.85).

Dimenze fadkového prostoru matice RA je také rovna poctu nenulovych radki,
protoZe nenulové fadky tvor{ linedrné nezdvislou posloupnost (viz tvrzeni 5.43),
ktera zrejmé generuje radkovy prostor. Ale nasobeni regularni matici zleva neméni
linedrn{ obal fadku (viz tvrzeni 5.33), specidlné, dimenze fadkového prostoru matice
RA je stejna jako dimenze fadkového prostoru matice A. O

DEFINICE 5.89. Hodnosti matice A rozumime dimenzi fadkového (sloupcového)
prostoru matice A. Zna¢ime rank(A).

Shrneme nékteré dulezité trivialni dusledky do pozorovéani.

PozoroOVANT 5.90. Pro libovolnou matici A typu m X n plati rank(A) =
rank(AT) < m,n. Hodnost se neméni elementdrnimi vddkovymi ani sloupcovymi
upravami. Hodnost matice v radkoveé odstupriovaném tvaru je rovna poctu menulo-
vych radki.

Posledni véta pozorovani také vysvétluje volbu pismena r pro pocet nenulovych
radku v odstupnovaném tvaru.

PRIKLAD 5.91. V zdvislosti na a, b € Z3 uré¢ime dimenzi prostoru

a 1 1
V.., = Span I R R I ! <73,
2 2 1

pricemz nas nebude zajimat konkrétni baze.
Vektory si napiseme do fadkd nebo sloupcii a uré¢ime hodnost matice. Pfitom
muzeme vyuzivat jak radkové, tak sloupcové upravy. Zvolime treba radky.

a 1 2 1 21 1 2 1
1 b 2 |~ a 1 2 21 a
1 2 1 1 b 2 2 b1
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1 2 1 1 2 1
~1 0 0 a+1 |~ 0 b+2 2
0 b+2 2 0 0 a+1

V prvni tpravé jsme preusporadali fadky a v druhé jsme prohodili sloupce. Byva
totiz vyhodnéjsi mit parametry co nejvice vpravo dole, aby se do tprav dostaly
co nejpozdéji. Nasledné jsme vyeliminovali prvni sloupec a nakonec jesté prohodili
radky.

Pokud b # 1 a a # 2, pak je matice v odstupnovaném tvaru se tfemi nenulovymi
fadky a dim(Vg ) = 3. Pokud b # 1 a a = 2, pak je matice rovnéz v odstupiovaném
tvaru tentokrat s dvéma nenulovymi radky a dim(V,;) = 2. Pokud b = 1, pak
muzeme jesté upravit (pozor, v tomto pfipadé je matice v odstupniovaném tvaru
pouze kdyz a = 2!)

o O =
S O N
O N =

1 2 1
0 0 2 ~
0 0 a+1

a dimenze je 2.
Shrnuti: Pokud b # 1 a a # 2 je dim(V,,) = 3, ve vSech ostatnich p¥ipadech
je dim(Vg ) = 2. A

Hodnost matice A je rovna dimenzi oboru hodnot pfislusného zobrazeni f4.
Mame-li jesté matici B, aby byl definovan sou¢in AB, pak hodnost AB je rovné
dimenzi oboru hodnot zobrazeni fsp. Ale obor hodnot zobrazeni fap = fao fp je
podprostorem oboru hodnot zobrazeni f4, takze hodnost AB je mensi nebo rovna
hodnosti A. Tuto nerovnost a obdobnou nerovnost pro nasobeni zleva dokizeme
algebraicky.

TVRZENI 5.92. Necht A je matice nad T typu m x n a B matice nad T typu
n X p. Pak plati

rank(AB) < rank(A), rank(AB) <rank(B) .

DUKAZ. Podle sloupcové definice soudinu je kaZdy sloupec matice AB linedrni
kombinaci sloupct matice A. Z toho plyne Im (AB) < Im (A), takZe rank(AB) <
rank(A) podle tvrzeni 5.69 o dimenzi podprostoru. Podobné Im (AB)T < Im BT
takze rank(AB)T < rank(BT), z toho plyne rank(AB) < rank(B). O

DUSLEDEK 5.93. Necht A je matice nad T typu m X n a R je requldrni matice
nad T 7ddu m. Pak rank(RA) = rank(A). Podobné pro ndsobeni reguldrni matici
Zprava.

DUKAZ. Podle predchoziho tvrzeni plati rank(RA) < rank(A), ale také rank(A)
rank(R~1(RA)) < rank(RA). O

Pomoci hodnosti mizeme také doplnit charakterizaci regularnich matic doka-
zanou ve vét¢ 4.88. Uvazujme ¢tvercovou matici A nad T fadu n. Bod (2) ve vété
tiké, Zze f4 je zobrazeni na, neboli Ax = b m4 reseni pro kazdou pravou stranu, ne-
boli Im A = T™ (sloupce generuji T™), coZ nastane podle tvrzeni 5.69 pravé tehdy,
kdyZ dim(Im A) = rank(A4) = n. Bod (4) fiké, ze Ax = o m4 jediné feSeni, neboli
sloupce A jsou linedrné nezdvislé. Protoze rank(A) = rank(A”) miizeme podobné
charakterizace formulovat i pro radky. Dostavame nasledujici pozorovani.

P0zOROVANT 5.94. Necht A je ctvercovd matice nad T 7ddu n. Ndsledujici
turzeni jsou ekvivalentni.

(1) A je reguldrni.
(2) rank(A) = n.
(3) Posloupnost sloupcii (Tadki) matice A je linedrné nezdvisld.



5.5. HODNOST MATICE 178

(4) Sloupce (tddky) matice A generuji T™.
(5) Sloupce (Tdadky) matice A tvori bazi T™.

Vsimnéte si, Ze ekvivalence sloupcovych (a fddkovych) verzi také plyne z pozo-
rovani 5.67.

PRIKLAD 5.95. UkéZeme feSeni jedné kombinatorické tilohy pomoci hodnosti
matice. Piiklad byl pievzat ze sbirky Sestndct miniatur Jiftho Matouska, kde jsou
popsany nékteré zajimavé aplikace linedrni algebry v jinych oborech. Lze ji najit
na domovské strance autora.

Ve mésté zije n obcant, kteri jsou sdruzeni v m klubech. Podle vyhlasky méstské
rady ma kazdy klub lichy pocet ¢lent, zatimco pro kazdé dva rtizné kluby musi byt
pocet spolecnych ¢lent sudy. Dokazeme, ze v této situaci je m < n, tedy klubi neni
vice nez obcant.

Obcany oznacime ¢isly 1,2,...,n a kluby c¢isly 1,2,...,m. Utvorime matici
A = (a;j) typu m x n nad télesem Z, tak, Ze a;; = 1, pokud ob¢an j je v klubu i,
a a;; = 0, jinak. Kazdy faddek tedy popisuje ¢leny jednoho klubu, mé na j-té pozici
jednicku praveé tehdy, kdyz obcan j je jeho ¢lenem. Naptiklad

111 00
0
1

popisuje situaci, kdy ve mésté je 5 obcanti a 3 kluby. Cleny klubu 1 jsou obcané
1,2,3, ¢leny klubu 2 jsou obcané 2,3,4 a jedinym clenem klubu 3 je obcéan 5.
Vsimnéte si, ze tato situace je v souladu s vyhlaskou meéstské rady.

Spoéitdme soucin matic AAT = (by;). Prvek na misté kl je souctem n séitanct
ag1ap1 + agoar + -+ 4 Agnaiy. SCitanec agmapy, je roven jedné pravé tehdy, kdyz
obcan m je v obou klubech k, [, jinak je roven nule. Pocitame v Zo, takze cely soucet
je roven jedné, pokud je pocet spoleénych ¢lent kluba k a [ lichy, jinak je roven
nule. Vyhldsku nyni mizeme pieformulovat tak, ze bix = 1 a bg; = 0 pro libovolna
k # 1. Jinymi slovy AAT = I,,.

Hodnost matice A je nejvys n, protoze hodnost nemiize byt vyssi nez pocet
sloupcit. Z tvrzeni 5.92 o hodnosti souc¢inu dostaneme

rank(A) > rank(AAT) = rank(I,,) = m .

Celkové n > rank(A) > m a jsme hotovi. A

5.5.3. Skeletni rozklad, Gaussova-Jordanova eliminace. Uvazujme matici A typu m xn hodnosti
r > 1 nad télesem T. NapiSeme néjakou bazi Im A do sloupcl matice B. Kazdy sloupec a; matice A
je linearni kombinaci sloupcii matice B, takze plati a; = Bec; pro néjaky vektor ¢; € T". Oznacime-li
tedy C' = (c1]...|cn), médme rozklad A = BC, kde B je typu m X r a C je typu r X n. Takovému
rozkladu ¥ikdme skeletni rozklad.

Rozklad se hodi pro ukladani matic nizkych hodnosti a pocitani' s nimi. Je-li napriklad A ¢tvercova
matice Fadu 1000 hodnosti 100, pak na ulozeni matice A potfebujeme 108 skalari, kdezto na ulozen{
matic B, C pouze 2 - 10° skalarii. Na vypocet soudinu Ax pro néjaky vektor x € T1000 piimocarym
zplisobem pottebujeme 108 nasobeni, na vypocet postupem B(C(x)) opét pouze 2 - 10° nisobeni.

Za sloupce matice B miizeme vzit bazové sloupce matice A. Ve tvrzeni 5.97 ukdzeme, ze v tomto
pfipadé tvofi matici C' nenulové Fadky tzv. redukovaného odstupriovaného tvaru matice A.

DEFINICE 5.96. Matice je v redukovaném (Fadkové) odstupriovaném tvaru, pokud je v Fadkové
odstupriovaném tvaru a kazdy bazovy sloupec méa jedinou nenulovou slozku rovnou 1.

Kazdou matici A Ize pfevést do redukovaného odstupriovaného tvaru takto:

(1) Matici Gaussovou eliminaci pfevedeme do odstupiiovaného tvaru.
(2) Vynasobime nenulové ¥adky tak, aby byl kazdy pivot roven 1.
(3) Postupné (nejlépe od konce) vynulujeme zbylé prvky v kazdém bizovém sloupci.
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Tomuto procesu se Fikd Gaussova-Jordanova eliminace. Vzniklé matici fikdme redukovany odstuprio-
vany tvar matice A.
Prejdeme ke slibenému tvrzeni o skeletnim rozkladu pomoci redukovaného odstupriovaného tvaru.

TVRZENI 5.97. Libovolnd matice A typum xn nad T s hodnostir > 1 je rovna soucinu A = BC,
kde B je matice typu m X r tvofend bazovymi sloupci matice A (v pofadi v jakém se vyskytujiv A) a
C' je matice typu r X n tvorend nenulovymi Fadky v redukovaném odstupriovaném tvaru D matice A.

DUkAZ. Oznaéme ki,...,k, indexy bazovych sloupcii matice A = (ai|...|an). Matice D =
(di]...|dn) vznikla z A posloupnosti Fadkovych elementérnich Gprav, takze D = RA pro néjakou
regularni matici R fd&du m. Matice C je v odstupriovaném tvaru, &isla k1, ..., k, se shoduji s definici

2.14, B = (ag,|...|ag,) a navic plati dy, = e; pro kazdé 1 < i < r, tedy také ci;, = e; (v tomto
vyrazu ma e; jiny pocet slozek nez v pfechozim).
Vztah A = BC plyne z toho, ze A a RA maji stejné linearni zavislosti mezi sloupci. Dikaz
provedeme podrobnéji.
Dokézeme, ze matice A a BC maji stejné sloupce s poradovym &islem j. Trividlné to je splnéné pro
j < ki1 (na obou stranach jsou nulové sloupce). Jinak oznaéme ¢ nejvétsi takové &islo, Ze j > k;. Sloupec
J matice A je linedrni kombinaci bazovych sloupcii ay,, ..., ay,, tedy pro n&jaké prvky t1,...,t; € T
plati
aj = tiag, +t2ag, + - +tag, .
Vynasobenim matici R zleva a dpravou uzitim D = RA ziskame
dj = Raj = t1Ray, +---+t;Ray, = t1dy, +- - +t;dg; = trer+---+tie; = (t1,...,4,0,...,007
tim padem také
¢; = (t1,...,t:,0,...,00T |
kde vektor ma tentokrat r slozek. Sloupec j matice BC' je proto
BCj = B(tl,...,ti,O,A..,O)T :tlakl ++tlak7 =aj; .
O

Jako cviceni dokazte, ze redukovany odstupfiovany tvar je matici uréen jednoznacné, tj. pro kazdou
matici A existuje pravé jedna matice J v redukovaném odstupriovaném tvaru takova, ze J lze ziskat z
A elementarnimi fadkovymi Gpravami. Opét Ize argumentovat linedrnimi zavislostmi mezi sloupci.

5.5.4. Jesté jednou soustavy rovnic, dimenze jadra a obrazu. Nyni
si zopakujeme ruzné pohledy na Feseni soustav linedrnich rovnic a formulujeme
jiz znamé skutecnosti o existenci a tvaru feseni pomoci pojmu zavedenych v této
kapitole.

Budeme predpoklddat, ze A je matice nad télesem T typu m xn ab € T™. Na
feseni soustavy Ax = b se muzeme divat nékolika zpusoby:

(1) Hledéni priniku m ,nadrovin® v prostoru T" (kazda rovnice, neboli fadek
matice (A|b), uréuje jednu ,,nadrovinu“).

(2) Hledéni koeficientt linedrnich kombinaci sloupcii matice A, jejimz vysled-
kem je b.

(3) Uréovéani tiplného vzoru vektoru b pii zobrazeni f4.

Pomoci pojmu hodnost mtzeme formulovat kritérium resitelnosti.

VETA 5.98 (Frobeniova véta). Necht A je matice nad télesem T typu m X n a
b € T™. Pak soustava Ax = b md TeSent prdvé tehdy, kdyz rank(A) = rank(A4|b).

DUKAz. Rovnost Ax = b je pro n&jaké x € T™ splnéna pravé tehdy, kdyZ b je
linedrni kombinaci sloupcti matice A, coz plati pravé tehdy, kdyz Im A = Im (A | b).
Uvézime-li, ze Im A < Im (A | b), vidime, Ze podprostory jsou rovny préavé tehdy,
kdyZ se rovnaji jejich dimenze (viz tvrzeni 5.69). d

Prakticky, hodnosti vidime z odstupnovaného tvaru matice soustavy, protoze
hodnost je rovna poctu nenulovych fadkt v odstupniovaném tvaru, takze kritérium
ve Frobeniové vété se shoduje s pfedchozim kritériem na TesSitelnost (neexistence
fadku tvaru (0,0,...,0,a), a # 0 v odstuptiovaném tvaru).
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Tvar TeSeni je urc¢eny fesenim piislusné homogenni soustavy: je-li u libovolné
reseni, pak mnozina vsech feseni dané soustavy je podle véty 4.50 rovna

u+ KerA .

Resenim je tedy vzdy posunuti podprostoru Ker A o né&jaky vektor.
Jadro matice A jsme nejprve popisovali ve tvaru

thvp :tp, €T prokazdé pe P

peP
a nyni piSeme strucnéji

Span{v, :p € P} ,

kde P jsou indexy nebazovych sloupct — volnych proménnych. Ze zptisobu nalezeni
vektort v, (pfipomenutého v dukazu nasledujici véty) se snadno ukaze, ze tyto vek-
tory tvori bézi prostoru Ker A. Protoze podet volnych proménnych je n — rank(A),
dostavame:

VETA 5.99 (Véta o dimenzi jaddra a obrazu). Pro libovolnou matici A nad T
typu m x n plati

dim(Ker A) + dim(ImA) =n ( = dim(Ker A) + rank(4) ) .

DUKAZ. Necht r = rank(A) a ozname P = {j1,...,0n_v}, j1 < Jo < -+ <
Jn—r nebdzové sloupce matice A (pfislusné proménné nazyvame volné). Ptipo-
metime, 7e kazdy prvek x = (z1,...,7,)? € Ker A (neboli kazdé feseni homogenn{
soustavy Ax = o) je jednozna¢né uréen vektorem (zj,,Zj,,...,z;, )T € T" " a
naopak, libovolny vektor v 77" urcuje jedno reseni. Toto jsme nahlédli v pozoro-
vani 2.19 pouzitim odstupnovaného tvaru, mizeme to ale dokazat primo z definice
bazovych sloupci (viz cviceni).

Zvolime libovolnou bézi U = (uj,, ..., u;, ) prostoru T"~" a najdeme (jedno-
znaéné uréené) vektory v, € Ker A tak, ze prokazdép € Pak € {1,...,n—r} je ji-
té slozka vektoru v, rovna k-té slozce vektoru u,. Podle pfipomenuti z piedchoziho
odstavce je (vj,,...,V;, ,) baze prostoru Ker A: je linedrné nezavisla (protoze U
je linedrné nezdvisld) a generuje Ker A (protoze U generuje T"~"). Poznamenejme,
ze v diskuzi v oddilu 7?7 jsme pfi vypoctu v, volili vZdy jednu volnou proménnou
rovnou 1 a zbylé rovné 0. Za U jsme tedy volili kanonickou bazi prostoru T"~".

V prostoru Ker A jsme nalezli (n — r)—prvkovou bézi, médme tedy

dim(Ker A) + dim(ImA)=(n—r)+r=n .
t

Duikaz véty zaroven odpovida na posledni otdzku, kterd v oddilu ?7 zlistala
oteviend: je nutné pii vypoctu vektord v, volit za volné proménné prvky kanonické
baze T"~"? Odpovéd je ne, muzeme zvolit prvky libovolné baze T™~".

PRIKLAD 5.100. Vratime se k soustavé z oddilu 2.3.4 a pifkladu 4.47.

00 1 0 2|3
24 -1 6 2|1
1 2 -1 3 0] 2

Prevodem do odstupniovaného tvaru jsme ziskali

1 2 -1 3 0] 2
00 1 0 2]-3
00 0 O0O0|O0

Vidime, Ze dim(Im A) = rank(A4) = rank(A | b) = 2, takze soustava je TeSitelna.
Dimenze Ker A je 5 — 2 = 3. Partikularni feseni ziskdme dopoc¢itanim z libovolné
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volby volnych proménnych. V 4.47 jsme zvolili nulovy vektor a dostali jsme vek-
tor (—1,0,—-3,0,0)7. Bézi Ker A ziskdme dopoc¢itdnim z né&jaké baze U prostoru
R3. V 4.47 jsme volili kanonickou bazi R? a ziskali jsme nasledujici bazi Ker A:
((—=2,1,0,0,0)7, (-3,0,0,1,0)7, (=2,0,-2,0,1)T). Celkové miizeme Feseni psit ve

-1 -2 -3 —2
0 1 0 0
-3 | 4+ Span 0 , 0 |l =2
0 0 1 0
0 0 0 1

Jiné partikuldrni fesen{ je naptiklad (—8,1,—5,1,1)7) ziskdné volbou jednicek za
parametry. Jinou bazi Ker A mizeme dostat napiiklad volbou nésledujici baze pro-
storu R3.

U=((11,17,(0,11)7 (0,0,2)")
Dopoctenim prvki v posloupnosti
((2,1,2,1, )7, (2,0,2,1, 1), (2,0,2,0,2)")
ziskame nésledujici bazi prostoru Ker A.
((=7,1,-2,1,1)%,(=5,0,-2,1,1)", (—4,0,—4,0,2)") .

Mnozina vsech Teseni dané soustavy je tedy také rovna

-8 -7 =5 —4
1 1 0 0
-5 | + Span -2 |, -2 |,] —4
1 1 1 0
1 1 1 2

A

Véta o dimenzi jadra a obrazu a véta 5.88 o rovnosti dimenzi sloupcového a
radkového prostoru ukazuji, ze dimenze ¢tyt zakladnich prostort uréenych matici
(prostortt Im A, Im AT, Ker A, Ker AT) jsou dohromady tésné svazany. Kazda z
téchto dimenzi urcuje zbyvajici tii.

Podivejme se jesté na geometrickou interpretaci véty o dimenzi jadra a obrazu.
Matice A urcéuje zobrazeni f4 : T™ — T™. Dimenze jadra ur¢uje dimenzi prostoru
vektori, které se zobrazi na nulovy vektor. To si muzeme predstavovat jako pocet
dimenzi, které zobrazeni f4 ,zkolabuje* do bodu. Vétu lze nyni interpretovat tak,
Ze dimenze obrazu je rovnd dimenzi prostoru, ktery zobrazujeme (n) minus pocet
zkolabovanych dimenzi. Napiiklad pokud fa : R?® — R3 je projekce na néjakou
rovinu, pak dim(Ker A) = 1 a rank(A) = dim(Im A) = 2. Pro zobrazen{ f4 : R? —
R3 (viz obrazek 4.14), které ,, vérn&* zobrazuje rovinu do néjaké roviny v R3, je
dim(Ker A) = 0 a rank(A) = 2.

5.6. Prunik a soucet podprostora

Prinik dvou i vice podprostort néjakého vektorového prostoru je vzdy podpro-
stor.

TVRZENT 5.101. Jsou-li V;,i € I podprostory wvektorového prostoru V, pak
Mic: Vi je podprostorem V.

DUKAZ. Stadi ovéfit, ze primnik je neprazdny a je uzavieny na séitani a nasobeni
skaldrem (viz tvrzen{ 5.13). Prunik je neprazdny, protoze obsahuje nulovy vektor.
Jsou-li u,w dva vektory z pruniku, pak pro kazdé i € I plati u,w € V;. Protoze V;
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jsou podprostory, plati u+w € V; pro kazdé i € I. To ale znamend, Ze u+ w lezi v
pruniku podprostoru V;. Uzavienost na nasobeni skaldrem se dokéze podobné. [

Sjednoceni dvou podprostort je ztidkakdy podprostorem. Napiiklad sjednoceni
dvou riznych piimek v R? zfejmé neni podprostorem, protoze neni uzaviené na
s¢itani. Nejmensi podprostor obsahujici dané podprostory nazyvame jejich souctem.

DEFINICE 5.102. Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru V.
Souctem (téz spojenim) podprostort V;,i € I rozumime linedrni obal jejich sjedno-
ceni, zna¢ime jej > ., Vi, tj.

Z V; = Span U Vi .
i€l i€l

Soucet podprostora Vi, Vs, ..., V; také znacime Vi + Vo + -+ - + V.

iel

Jako cviceni dokazte, ze soucet je asociativni.
Pri tvorbé linedrniho obalu staéi sjednoceni V3 U Vo U - - - U Vy, uzaviit na soucty
vektort z raznych podprostort, tj. plati

Vi4Vot -+ Ve={vi+va+--+uvp:v € Vi,ua € Vo, ... v, € Vi) .

Diikaz prenechame jako cviceni. Rovnéz si vSimnéme, ze sjednocenim mnoziny gene-
ratort prostoru U a mnoziny generatort prostoru V je mnozina generatori prostoru
U+V.

Pro dimenze dvou podprostoru a jejich souctu a pruniku plati podobny vztah
jako pro pocty prvkia ve dvou mnozinach a jejich sjednoceni a priniku.

VETA 5.103 (Véta o dimenzi souctu a priniku). Pro libovolné dva konecné
generované podprostory U,V vektorového prostoru W plati

dim(U) 4+ dim(V) = dim(UNV) + dim(U+V) .

DUKAZ. Prostor U NV je podprostorem koneéné generovaného prostoru U,
proto je konefné generovany (viz tvrzeni 5.69). Vezmeme libovolnou bézi B = (wyq,
Wa, .., W) pruniku UNV (béze existuje v libovolném koneéné generovaném prostoru
podle disledku 5.58). Mnozina B je linedrné nezavisld v prostoru U, takze ji miZzeme

doplnit na bazi C = (w1, Wa,..., Wi, Uy, s, ...,u;) prostoru U (viz disledek 5.64).
Podobné doplnime B na bdzi D = (w1, Wa,..., Wk, V1,Va,..., V) prostoru V.
Ukézeme, 7e E = (W1, W, ..., Wk, U1,..., W, V1, Vo, ..., V) je bdze U+ V. Po-

sloupnost E generuje U 4+ V podle pozndmky nad vétou (viz cviceni 23). Zbyva
ukézat, ze E je linedarné nezavisla. Predpokladejme, ze

m

k l
E a;w; + E b;u; + E CiV; =0 .
i=1 =1 =1

Chceme dokézat, ze vSechny koeficienty jsou nutné nulové. Vztah drobné upravime.

l m k
E billi = — E CiV; — E a; W;
=1 =1 =1

Vektor u = 22:1 b;u; lezi v prostoru U a také lezi, podle odvozeného vztahu, v

linearnim obalu vektora vy, ..., v,,, Wi,..., W, Cili v prostoru V. Vektor u tedy lezi
v priniku UNV a proto jej lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektort wy, ..., wy
baze B.

k
u = E dzwz
i=1
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7Z toho ziskdme nasledujici vyjadieni o jako linedrni kombinaci prvkia C:

k l
0= g diw; — E biu;
i=1 i=1

takze by = by =---=b=dy =dy =--- =di =0, protoze C je linedrné nezavisla.
Podobné bychom dokéazali, ze koeficienty ci, ca, .., ¢y jsou rovnéz vsSechny
nulové. Nyni ale a1 = ag = -+ = ax = 0, protoze B je linedrné nezavisla. O

Véta se geometricky dobfe predstavi, kdyz si ze vztahu vyjadfime dimenzi
souc¢tu podprostoru jako soucet dimenzi jednotlivych prostori minus dimenze spo-
leéné ¢asti (pruniku). Véta se mize hodit tieba pii urdovani dimenze pruniku,
protoze dimenze prostoru a jejich souc¢tu nebyva problém spocitat.

PRIKLAD 5.104. Uréfme dimenzi primiku podprostorit U,V < Z2.

2 3 3 2 4
1 4 4 3 4
U = Span ol 21| 3 , V= Span 4 1] o
3 1 3 1 1

Dimenze U a V zjistime tim, Ze si vektory napiseme do fadku a radkovymi dpravami
prevedeme do odstuptiovaného tvaru (vime, ze hodnost se neméni ani sloupcovymi
Upravami, my ale pozdéji vyuzijeme toho, ze radkové tpravy neméni linedrni obal
fadka).

I
S

21 0 3
34 2 1 |~
3 4 3 3

2 3 4 1 2 3 4 1)\ _ B

4 4 0 1 0 3 2 4 )
Vidime, ze dim(U) = 2 a dim(V) = 2. Nenulové fadky matice A generuji U a fadky
matice B generuji V (protoZe elementdrni fadkové tpravy neméni linedrni obal),

takze dohromady méame mnozinu generatora U+ V, kterd uz je ¢aste¢né upravena.
Dokon¢ime Gaussovu eliminaci.

S O N

1 0 3 21 0 3
0 2 4 |~100 2 4
0 3 1 0 0 0O

2 1 0 3 2 1 0 3 2 1 0 3
00 2 4 00 2 4 0 2 4 3
234117 lo243[7]10024]|"”
0 3 2 4 0 3 2 4 0 3 2 4
2 1 0 3 210 3
0 2 4 3 0 2 4 3
“loo24]| 710024
00 1 2 000 0

Vidime, ze dim(U + V) = 3. Z véty o dimenzi sou¢tu a priniku dostdvame
dim(UNV)=dim(U) +dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1 .
A

PRIKLAD 5.105. Dokédzeme, Ze prinikem dvou riiznych podprostort U,V di-
menze 2 (rovin) v prostoru W dimenze 3 (napi. R3®) je podprostor dimenze 1
(primka).

Protoze podprostory U a V jsou ruzné, U je vlastnim podprostorem U+V. Podle
tvrzen{ 5.69 o dimenzi podprostori méme 2 = dim U < dim(U+V) < dim(W) = 3,
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takze dimenze souctu je 3 (soucet je podle stejného tvrzeni cely prostor W). Z véty
o dimenzi souctu a pruniku ted muzeme spocitat

dim(UNV) = dim(U) + dim(V) - dim(U + V) =24+2-3=1 .
A

Na rozdil od sjednoceni a priniku, pro soucet a prunik neplati distributivni
zakony. Z toho duvodu také neplati ,, pfimocaré zobecnéni“ véty o dimenzi souc¢tu
a pruniku na pripad t¥i podprostoru, viz cviceni.

Jak jsme si jiz vsimli, kazdy vektor v souctu V.= Vi + Vo + -+ + V. lze
psat jakou soucet vy + vg + - - - + vi. Pokud je tento zapis jednoznacny hovorime o
direktnim souctu. Tento pojem je obdobou pojmu béze pro podprostory.

DEFINICE 5.106. Rikdme, Ze V je direktnim souctem podprostort Vi, Vs, ..., Vi,
pokud jsou splnény dvé podminky.
(1) V=V +Vy+.-- 4V
(2) Vin(Vi+Vo+---+V,_1+ Vi1 + Vo + -+ Vy) = {0} pro libovolné
1€{1,2,...,k}.
Skutec¢nost, ze V je direktnim souc¢tem Vi, Vs, ... Vi zapisujeme
V=ViaV,d---aVy .

Pro dva podprostory Vi, Va se podminky zjednodusi na Vi + V=V a Vi N
Vg = {O}

TVRZENT 5.107. Necht Vi1,Va,..., Vi jsou podprostory vektorového prostoru
V. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentnd.
(1) V=V @&V ® - - B Vy.
(2) Kazdy vektor v € V lze zapsat prdvé jednim zpisobem ve tvaru v = vy +
Vo + -+ Vi, kde v; € V; pro kaZdé i € {1,2,...,k}.

DUKAZ. PYedpoklddejme, 7e V = V; & Vo & --- @ V. Pak V je souctem
podprostori Vi, Vi, .., Vi, takze kazdy vektor v € V lze zapsat ve tvaru v =
vi+ve+---+vg, kde v; € V; prokazdé i € {1,2,...,k}. K dikazu jednoznacénosti
uvazujme dvé takova vyjadreni

v:v1—|—v2—|—--~+vk:v’1—|—v’2+-~~—|—v;€ .

Pro kazdé i € {1,2,...,k} lezi vektor v; — v, v prostoru V;, ale také v souctu
zbylych podprostori, jak je vidét z vyjadreni

ViV = (Vi) (Ve va) (Vi bV ) (Vi b ) (v

Podle podminky (2) z definice direktniho souc¢tu plati v; — v} = o, ¢ili v; = v}.

Predpoklddejme naopak, Ze plati podminka (2). Pak z existence vyjadreni kaz-
dého vektoru jako souc¢tu vektort z Vi,..., Vi plyne V=V; + Vo4 .-+ V.

Zbyva tedy dokéazat, ze V,N(Vi+Vao+---4+V;_1+V, 1 1+Viio+-- '+Vk) = {0}
pro libovolné i € {1,2,...,k}. Pro spor predpoklddejme, Ze pro né&jaké i existuje
nenulovy vektor u v pruniku V; a ot V;. Ze druhé podminky dostaneme, Ze
existuji vektory vi € Vi, vo € Vo, ., vi_1 € Vi1, Vig1 € Vig1,., Vi € Vj takové,
ze plati

u=vy+vo+---+vy 1 +Vip1+--+ Vg

Vektoru u mé tedy dvé vyjadreni pomoci souctu vektora z prostora Vi, ..., Vy:
u =vy + v + -0+ Vi 4+ 0 + Vi A+ o0+ Vg
u =0 + o + -+ —+ o + u + o + -+ + o

Protoze u # o, jsou tato dvé vyjadieni riizné, coz je spor s jednoznacnosti z (2). O
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Direktni soucet lze chapat jako rozklad podprostoru na vzajemné nezavislé
casti. VSimnéte si, ze V je direktnim souctem jednodimenzionalnich podprostori
V = Span {vy} ® Span{va} & - -- @ Span {v,} pravé tehdy, kdyz (vi,va,...,vg) je
béze.

5.7. Prostory nekonecné dimenze

Pro zjednoduseni jsme pojmy linedrni nezivislosti a baze definovali pro kone¢né posloupnosti
vektor(l, a tim paddem jsme mohli dokazovat nékterd tvrzeni jen pro konecné generované prostory.
V této &asti struéné probereme obecny pfipad. Pfiklady prostorii, které nejsou konecné generované,
zahrnuji prostor redlnych funkci redlné proménné, nebo realna &isla chapané jako vektorovy prostor nad
Q.

Linearni (ne)zavislost a bazi definujeme jako indexovany soubor vektor:

DEFINICE (Zobecnéni definic 5.35 a 5.47). Soubor (v; : i € I) vektorii ve V nazyvame linedrné
zavisly, pokud néktery z vektor(i v; je linedrni kombinaci ostatnich vektordi v;,j # i. V opacném
pfipadé fikdme, Ze je soubor linedrné nezavisly.

Bazi rozumime linearné nezavisly soubor generatori.

Tato definice skute¢né rozsifuje stavajici definici, protoze posloupnost n vektort mizeme chapat
jako soubor indexovany mnoZinou I = {1,2,...,n}.

Pfipomenme, ze v linedrni kombinaci mize mit nenulovy koeficient pouze koneéné mnoho vektort,
soucet nekoneé¢né mnoha vektorli nemame definovan. Tedy naptiklad v prostoru R¥ vSech nekoneénych
posloupnosti redlnych ¢&isel soubor (e; : @ € N), kde e; = (0,0,...,1,0,0,...) s jedni¢kou na i-tém
misté, negeneruje R¥. Tento soubor generuje podprostor R() vEech posloupnosti s koneé¢nym poétem
nenulovych ¢lentl a je jeho bazi.

Mnoho dokazanych tvrzeni lze zobecnit, konkrétné plati obdoby nasledujicich tvrzeni. Dikazy
délat nebudeme.

e Tvrzeni 5.37 charakterizujici linearni nezavislost.

e Pozorovani 5.48, které tika, ze kazdy vektor Ize vyjadftit jako linearni kombinaci prvki baze.
To umoziuje zavést souradnice vektoru vzhledem k bazi. Roli aritmetickych vektorovych
prostorii hraji prostory T(D): Vektory jsou ,skoro viude nulové” I-tice prvkii télesa I, for-
malnéji, soubory (a; : % € I), takové, Ze véechna a; € T az na konedny pocet jsou nulové.
Operace jsou definovany po slozkach. Obdoba tvrzeni 5.75 o soufadnicich a operacich i
obdoba pozorovani 5.77 o zachovavani dilezitych vlastnosti jako linearni nezavislost plati.

e Minimalni soubor generator( je vZdy baze (obdoba tvrzeni 5.56). Obdoba dusledku 5.57, tj.
ze z kazdé mnoziny generatori lze vybrat bazi plati, ale neni to zfejmé, protoze neni apriori
jasné, ze minimalni generujici podmnozina existuje. Specialné, kazdy kone¢né generovany
vektorovy prostor ma bazi (obdoba diisledku 5.58).

e VSechny badze maji stejnou mohutnost (obdoba disledku 5.61), takze ma smysl zavést
dimenzi jako mohutnost libovolné baze. Rovnéz plati obdoba dasledku 5.64, Ze libovolny
linedrné nezavisly soubor lze doplnit do baze vektory z libovolné mnoziny generatori. Z
toho plyne obdoba duisledku 5.65, Ze maximalni linedrné nezavisly soubor je baze.

e Obdoba tvrzeni 5.69 plati jen ¢aste¢né. Je pravda, ze podprostor ma vzdy dimenzi mensi
nebo rovnou dimenzi piivodniho prostoru. Neni ale pravda, Ze rovnost nastane pouze tehdy,
kdy# se prostory rovnaji. Napfiklad dimenze prostoru R(“) skoro viude nulovych posloup-
nosti je stejnd jako dimenze jeho vlastniho podprostoru tvoreného posloupnostmi, které
zadinaji nulou.

5.8. Samoopravné kody

Predstavime zdkladni pojmy teorie samoopravnych kédl a ukazeme si, jak se v ni uplatniuje linearni
algebra.

5.8.1. Kédy neformalné. V roce 1947 byl v Bellovych laboratofich v provozu jeden z prvnich
reléovych poditaci. Relé byla uspofadana do pétic. Jednotlivé cifry 0,1,...,9 byly reprezentovany tak,
ze vzdy dvojice z péti relé byla sepnuta a zbylad tfi nikoliv. Protoze existuje deset moznych vybérd
dvojice prvkl z péti, kazda z dvojic reprezentovala pravé jednu cifru.

Pokud béhem vypoctu doslo k néjaké chybé, projevila se tak, Ze v néjaké pétici relé byl pocet
sepnutych relé rizny od dvou. Podita¢ to zaregistroval a zastavil se. V té chvili nastoupila obsluha,
néjakym zpisobem zjistila, jakd dvojice relé ma byt spravné sepnuta, ru¢né to zafidila, a spustila
pokracovani vypoctu.
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V reZimu bez obsluhy (mimo pracovni dobu) po&itaé vypolet ukonéil a ze zasobniku programi vzal
ten nasledujici. Toto ukonlovéni vypoctu bez ndhrady motivovalo Richarda W. Hamminga (1915-1998)
k navrhu prvnich samoopravnych kéda.

Belltiv poditaé pracoval s desetiprvkovou abecedou 0, 1, . ..,9. Kazdou z téchto cifer reprezentoval
pomoci posloupnosti péti nul a jednotek: 00110,01010, atd. Bindrni vyjadfeni prvki néjaké abecedy
jako posloupnosti nul a jednotek je v soucasnosti tak bézné, Ze je povazujeme za samoziejmé. Tak
naptiklad odpovédi v testu s vybérem ze ¢tyF moznosti a, b, ¢, d mizeme prelozit do binarniho vyjadreni
tfeba nasledovné:

a=00, b=01, ¢c=10, d =11.
Vyplnény test s 90 otdzkami a nabidkou ¢tyf moznych odpovédi je pak totéz, co posloupnost 180 nul
a jednotek. Analogicky mizeme zapsat cely geneticky kéd ¢lovéka, pouzijeme-li preklad

G=00, C=01, T=10, A=11.

Zapis bude jenom o néco delsi.

Morseova abeceda je priklad jiného kédovani. Pouziva sice také jenom dva symboly - tecka, ¢arka -
ale mezi symboly do abecedy je tfeba také zaradit mezeru. To je cena, kterou je nutné zaplatit za to, ze
posloupnosti tec¢ek a ¢arek reprezentujici riiznd pismena abecedy mohou mit riiznou délku a Morseova
volba byla takova, Ze vyjadreni jednoho pismene miize byt pocateénim tsekem jiného pismene. Napt.
e=: a=- -—.

My se budeme v dalSim zabyvat pouze kédovanim, které kazdému symbolu pivodni abecedy
pFifazuje posloupnost n nul a jedniéek pro néjaké pevné n.

DEFINICE 5.108. Binarni blokovy kéd délky n je libovolnd podmnozina C' aritmetického vek-
torového prostoru Zi. Prvkiim C Fikdme slova nebo také bloky kédu C. Zpravou v kédu C' potom
rozumime posloupnost slov kédu C.

Tak napfiklad, je-li C' = {000,001, 010,001,110,111} kéd délky 3, pak posloupnost
000 111 110 010 001

je zprava v tomto kédu. Mezery mezi jednotlivymi slovy kédu déldme pro pohodli. Také vynechdvame
zavorky pfi zapisu vektorl a ¢arky mezi jejich slozkami, jak je v teorii kédovani bézné. Stejna délka
jednotlivych blokl v bindrnim kédu umoznuje jednoznadné interpretovat tutéz zpravu zapsanou bez
mezer

000111110010001.

Zpravu zapsanou v jakékoliv abecedé s koneénym poctem symboli mizeme jednoznacné zakddo-
vat pomoci blokd bindrniho kédu vhodné délky n. Staéi pouze, aby bylo &islo 2™ aspon tak velké jako
pocet znaki v plivodni abecedé.

V této "digitalizované”podobé miizeme zpravu prenést néjakym komunikaénim kandlem. Pokud je
kanal bez jakéhokoliv Sumu, neni Zadné nebezpedi, ze prijimajici strana pfijme zpravu v jiné podobé, nez
v jaké byla vyslana. Takové kanily ale v redlném svété neexistuji, vzdy je nenulovéd pravdépodobnost,
ze néktera z cifer 0 nebo 1 se béhem pfenosu zméni na opaénou. Pro kanaly se Sumem nejsou blokové
kédy typu C' = Z3 vhodné. Skutecnost, ze kazdy blok z n cifer 0 nebo 1 je kédovym slovem, znamena
Ze prijimajici strana nema moznost poznat, Ze béhem prenosu zpravy byl néjaky blok pozménén. Kazdy
ptijaty blok mohl byt také vyslan.

Redenim je nepouzivat jako kédova slova viechny bloky dané délky n, ale pouze nékteré. Po-
kud jsou kédova slova dobfe vybrana, mize prijimajici strana poznat, Zze béhem pfenosu bloku zpravy
doslo k néjaké chybé diky tomu, Ze prijme posloupnost délky n, kterd neni kédovym slovem. Takovy
blok vysilajici strana nemohla vyslat. Dani, kterou je nutné za to zaplatit, je snizeni rychlosti pfenosu
informace, mnozstvi informace, kterou kandlem preneseme za jednotku ¢asu. Do kdédu vnasime nad-
bytecnost, cizim slovem redundanci - pro prenéseni informace pouzivdme vice symboli, nez kolik je
potteba. nadbytecnost ale umoznuje odhalovat a opravovat chyby pfi pfenosu dat.

Nejjednodussi zplisob jak bojovat se Sumem, je vyslat kazdy blok dvakrat po sobé. Ptikladem
takového opakovaciho kédu je nasledujici kéd délky 4:

C = {0000,0101,1010,1111}.

Kazdé slovo méa dvé ¢asti. Prvni dva symboly jsou informaéni symboly, zbylé dva jsou kontrolni symboly.
Kontrolni symboly nenesou zadnou informaci, pouze opakuji pfedchozi dva symboly. Z kazdych ¢étyf
symbolil vyslaného slova pouze prvni dva nesou informaci. Rychlost pfenosu informace pomoci takového
kédu je poloviéni oproti rychlosti pfenosu informace kédem D = {00,01,10,11}.

Narozdil od kédu D ale kéd C' umoziuje prijimajici strané poznat, pokud béhem prenosu slova
doslo k jedné chybé&. Prvni a druha polovina pfijatého Ctyfprvkového bloku se v takovém pripadé lisi.
Rikdme, ze kéd C odhali jednu chybu.

V opakovacim kédu mizeme pocdatedni informadni ¢ast opakovat vicekrat. Kéd

{000,111} C 73
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obsahuje pouze dva bloky, v kazdém z nich se prvni symbol opakuje tfikrat. Je to ptiklad 3-opakovaciho
kédu. Jinym prikladem 3-opakovaciho kédu je

{000000,010101, 101010, 111111} C Z$,

ve kterém opakujeme trikrat vzdy prvni dva informaéni symboly. Rychlost prenosu informace kterym-
koliv z téchto dvou kédi je 1/3. V kazdém bloku je pouze jedna tfetina symbolil informa&nich, zbylé
dvé tretiny jsou kontrolni.

Kazdy 3-opakovaci kéd odhali jednu chybu — zménime-li v libovolném bloku jeden symbol, dosta-
neme slovo, které do kédu nepatfi. Oproti prostému opakovacimu kédu ale dokéze navic lokalizovat
(opravit) jednu chybu. UkdZeme si to na prikladu, kdy vyslany blok 010101 pfijme pfijimajici strana
jako 010001. Graficky to zndzornime takto:

010101 — 010001.

Rozdélime-li libovolné slovo 3-opakovaciho kédu na tfi stejné dlouhé Gseky, jsou tyto Gseky stejné. Tak
jsou kédova slova definovana. Pokud tomu tak u pfijatého slova neni, doslo béhem pFenosu informace
k néjaké chyb&. Pokud doslo k jedné chybé, dva z t&chto dseki zlistanou stejné, t¥eti (ten, ve kterém se
chyba vyskytla) se od nich lisi. Pfedpokladame, Ze vyslano bylo to kédové slovo, ve kterém se vsechny
tFi Useky rovnaji tém dvéma stejnym pfijatym. Je to jedind moznost, jak z pfijatého slova dostat kédové
slovo zménou jediného symbolu. V nasem piipadé zménime Ctvrty prijaty symbol z 0 na 1 a dostaneme
kédové slovo. Jakékoliv jiné kédové slovo dostaneme z prijatého pomoci zmény aspon dvou symboli.
Naptiklad tak, ze obé prijaté 1 zménime na 0.

Pokud predpokladdme, Ze pravdépodobnost zmény symbolu vlivem Sumu je p < 1/2, a tedy
pravdépodobnost, Ze symbol byl pFijaty spravné (tj. tak jak byl vysldn) je 1 —p > 1/2 > p, pak v

lis$i v co nejméné symbolech.
5.8.2. Hammingova vzdalenost. Pro teorii samoopravnych kédi je nasledujici definice klicova.

DEFINICE 5.109. Jsou-li a = ajaz---an a b = biby---by libovolné dva prvky ZZ, pak jejich
Hammingova vzdélenost h(a,b) se rovnd po¢tu indext ¢ € {1,2,...,n}, pro které plati a; # b;.
Hammingova véha slova a € Z% je definovana jako Hammingova vzdalenost h(a, 0) slova a od nulového
slova o.

Hammingova vzdalenost je tak definovana pro posloupnosti téze délky a rovna se poctu mist
(indexi), na kterych se obé posloupnosti li$i. Hammingova vdha slova a se pak rovna po¢tu cifer 1
ve slové a. Pro Hammingovu vzdalenost ziejmé plati h(a,a) = 0 a h(a,b) = h(b,a) pro libovolna dvé
slova a,b € Z3. Plati také trojihelnikova nerovnost

h(a,c) < h(a,b) + h(b,c)

pro libovolna tfi slova a,b,c € Z%. Snadno si to ovéfite sami. Pokud totiz pro néjaky index i €
{1,2,...,n} plati a; # c;, plati také a; # b; nebo b; # c¢;. Jestlize index i pfispiva ke vzdilenosti
h(a,c), prispiva také k aspof jedné ze vzdalenosti h(a,b) nebo h(b,c).

Hammingovu vzdalenost si miizeme také predstavit pomoci délky (poctu hran) cest v né&jakém
neorientovaném grafu. Jeho vrcholy jsou prvky Z3 a dva vrcholy a,b jsou spojené hranou pokud se
lisi v pravé jednom symbolu, tj. pokud je jejich Hammingova vzdalenost rovna 1. Pro n = 2 se tento
graf rovna Ctverci, pro n = 3 je jim tfidimenzionalni krychle. Hammingova vzdalenost libovolnych dvou
vrcholii a,b € Z% se pak rovna délce (tj. po¢tu hran) v nejkratsi cesté z a do b. Proto se také nékdy
tomuto grafu fikdA Hammingova krychle i v ptipadé libovolného n.

Pro schopnost kédu odhalovat a lokalizovat chyby je dileZity pojem minimalni vzdalenost kédu.

DEFINICE 5.110. Je-li C C ZZ binarni blokovy kéd délky n, pak definujeme minimaini vzdalenost
kédu C jako ¢&islo
h(C) = min{h(a,b);a,b € C,a # b}.
PRIKLAD 5.111.
e Minimalni vzdalenost 3-opakovaciho kédu {000, 111} se rovna 3.
e Minimalni vzdalenost opakovaciho kédu {0000,0101, 1010,1111} se rovna 2.
e Minimalni vzdalenost kédu pouzivaného v roce 1947 v reléovém pocitaci v Bellovych labo-
ratofich se rovna 2.
e Minimalni vzdalenost kédu C' = Z3 se rovna 1.

A
Nyni miizeme presné formulovat, co myslime tim, ze né&jaky kéd C' C ZZ odhali jednu chybu.

Pokud pfi pfenosu slova a € C' dojde k jedné chybé, ptijimajici strana to pozna, pfijme-li v takovém
ptipadé slovo, které neni prvkem C. Znamena to, ze zadné slovo b € C, jehoz Hammingova vzdélenost
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od a se rovna 1, neni blokem kédu C. Jinak fe¢eno, Hammingova vzdalenost libovolnych dvou riiznych
kédovych slov a,b € C je aspon 2, a to znamend, Ze minimalni vzdalenost kédu C je aspon 2.

Kazdy kéd C, jehoz minimalni vzdalenost je d > 1, odhali az d — 1 chyb. Pokud p¥i prenosu slova
a € C dojde k nejvySe d — 1 chybam, pfijimajici strana pfijme slovo ¢, jehoz Hammingova vzdalenost
od vyslaného slova a je nejvyse d — 1. Slovo ¢ tak nepatfi do kédu C, a pFijimajici strana proto odhali,
ze pri prenosu doslo k néjakym chybam. Pocet chyb ale jednoznacné nezjisti stejné jako kde k nim
doslo.

Ptedpokladejme nyni, Ze minimalni vzdalenost néjakého kédu C' C Z3 se rovna 3. Pokud pii
prenosu slova a dojde k jedné chybé, pfijimajici strana pfijme slovo c, které ma od slova a Hammingovu
vzdalenost h(c,a) = 1. Vzdalenost pfijatého slova ¢ od jakéhokoliv jiného slova b € C je v disledku
trojahelnikové nerovnosti

h(c,b) > h(a,b) — h(a,c) >3 —1=2,
pouzili jsme navic skuteénost, Ze minimalni vzdalenost kédu C je 3, a tedy h(a,b) > 3 pro jakékoliv
dva riizné bloky a,b € C.

Vyslané slovo a je tedy ze vSech moZnych vyslanych slov b € C nejbliZe (vzhledem k Hammingové
vzdalenosti) k pfijatému slovu c. Pfedpokladame, Zze pravdépodobnost poskozeni prenaseného symbolu
Sumem v kandlu je p < 1/2 a tedy mensi neZ pravdépodobnost 1 — p Ze k poSkozeni symbolu nedoslo.
kédu C nejblize k pfijatému slovu c. V tomto smyslu tedy kéd s minimaini vzdalenosti 3 dokaze opravit
(lokalizovat) jednu chybu.

Zcela analogicky lze odilvodnit, Ze kéd s minimalni vzdalenosti 2d + 1 dokaze opravit d chyb.
Schopnost kédu odhalovat a opravovat dany pocet chyb je tak dana jeho minimalni vzdalenosti.

5.8.3. Paritni kéd, linearni kody. Nejjednodussi priklad kédu, ktery je schopen odhalit jednu
chybu, je paritni kéd.

DEFINICE 5.112. Paritni kéd délky n je podmnozina S C Z3 tvofena viemi slovy, které obsahuji
sudy pocet jednotek.

Minimalni vzdalenost paritniho kédu S je 2, paritni kéd tedy dokaze odhalit jednu chybu. Zname-li
aiaz - an—1, existuje pravé jedno a, € {0,1} takové, Ze slovo a = ajaz - - an—1an € S. Prvnich
n — 1 symboli ve slové a tak mizeme povazovat za informacni symboly, zatimco posledni symbol an,
je kontrolni. Nenese Zadnou dodate¢nou informaci, Ize jej doplnit na zakladé znalosti ajaz - - an—1.
Proto se kontrolnimu bitu ik také paritni bit nebo paritni kontrola. Samozfejmé miizeme za kontrolni
bit povaZovat kterykoliv symbol ve slové a a zbylé symboly za informacni. Obvyklé ale byva sefadit
symboly v kédovém slové tak, ze informaéni symboly jsou na za¢atku a kontrolni symboly nasleduji po
nich. Rychlost pfenosu informace paritnim kédem je tak n — 1/n.

Kédy, které dokazou nejen odhalit, ale i opravit chyby se konstruuji kombinaci vice paritnich
kontrol.

Paritni kéd S délky n ma jednu dulezitou vlastnost. Tvofi nejenom podmnozinu Z%, ale dokonce
podprostor. Obsahuje totiz nulové slovo o, je proto uzavieny na nasobeni skalary ze Zo a zfejmé také
na scitani. Takové kédy jsou dilezité a zaslouzi si zvlastni pojmenovani.

DEFINICE 5.113. Binarni blokovy kéd C' C Z% délky n se nazyva linedrni kéd, je-li C podprostor
7. Je-li dimenze C rovna r, ¥ikdme také, Ze jde o linedrni (n,r)-kéd.

Minimalni vzdélenost linearnich kédl lze zjistit snaze nez u obecnych kédd.
TVRZEN{ 5.114. Minim&ini vzdalenost linedrniho kédu C' se rovna
min{h(a,0);a € C,a # o},
tj. rovna se minimalni Hammingové vaze nenulovych prvki C.

DUKAz. P¥ipomefime si, Ze minimalni vzdalenost kédu C oznaéujeme h(C). Je-li C linearni kéd,
plati o € C a h(a,0) > h(C) pro libovolné nenulové slovo a € C. Dile plati pro libovolnad dvé slova
a,beC, ze

h(a,b) = h(a+b,o0).
Je-li tedy h(C') = h(a,b), plati, ze h(C) se rovna Hammingové vaze vektoru a + b. O

Je-li C lineérni (n,r)-kéd, ma prostor C' dimenzi r. Zvolime-li v ném néjakou bazi a1, ..., a,, je
kazdy prvek b kédu (podprostoru) C' jenoznaéné uréen r-tici jeho soutadnic vzhledem ke zvolené bazi. K
jeho jednoznaénému uréeni nam tedy stadi posloupnost koeficientd linedrni kombinace, ktera vyjadfuje
b pomoci prvkil zvolené baze. Naopak, kazda posloupnost  nul a jednotek urluje jednoznaéné néjaky
prvek kédu C. To jenom jinak vyjadfujeme skutecnost, ze C je izomorfni aritmetickému prostoru Z7. K
predani informace o bloku b ndm tedy stali predat r koeficientl vyjadtujicich b jako linedrni kombinaci
baze aj,...,a,. Kéd C ale predava cely vektor b délky n. Intuitivné tak mizeme Fict, ze rychlost
prenosu informace linedrnim (n, r)-kédem je r/n.
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5.8.4. Hammingovy koédy. Hamming predlozil t¥i konstrukce kédi, které opravuji jednu chybu.
Vsechny tfi jsou zalozené na kombinaci nékolika paritnich testd. VSechny tfi navrhy jsou linearni kody.
Jejich konstrukci si ukazeme na pfikladu, ktery ma Ctyfi informadni symboly. Protoze kédy maji opra-
vovat jednu chybu, musi byt jejich minimalni vzdalenost 3.

PRIKLAD 5.115. V prvni konstrukci si étyfi informaéni symboly a, b, ¢, d napiSeme do prvnich dvou
fadkl a prvnich dvou sloupcl ¢tvercové matice radu 3.

a b|?
c d|?
777

Misto otaznikl doplnime dalsi prvky tak, aby v kazdém ¥Fadku a kazdém sloupci byl sudy pocet
jednotek. Doplnénd matice je

Q
<

T1
72 )
S1 82 t

o
ISH

kde
rir=a+b ro=c+d, s1=a+c sa=b+d, t=s1+sa2=a+b+c+d=7r1+r2.

Celé kdédové slovo je potom abricdrasysat. Informaéni symboly jsou na prvnim, druhém, étvrtém a
patém misté, zbylé symboly jsou kontrolni.
Kéd C je tvoren vSemi slovy a = ajaz---ag € Zg, pro ktera plati
a3z = a1 +az
ag = a4 + as,
a7 = ai + a4,
ag = az +as,

ag =ai +a2 +a4+as.

Prvky a1, a2, a4, as mizeme zvolit libovolné a pravé uvedené rovnosti ukazuji, Ze matice

spliiuje véechny pozadované paritni testy, tj. kazdy fadek a kazdy sloupec obsahuje sudy pocet jednotek.
Z kostrukce kédu také snadno nahlédneme, Zze kéd C' opravuje jednu chybu. Pokud totiz pri
pfenosu slova a = ajag - - - ag € C dojde k jedné chybé, pfijaté slovo nebude spliiovat dva paritni testy,
jeden pro fadek a druhy pro sloupec, ve kterych lezi chybné ptijaty symbol. Tyto dva neplatné paritni
testy tak pfesné uréuji polohu poskozeného symbolu.
Kéd C je linearni, protoze jeho prvky jsou pravé vSechna feSeni xz1x2 - - - x9 homogenni soustavy
linedrnich rovnic s matici

b

Il
O = O
== O O =
cooor
_= O = RO
= =)
[N eNel N
[eNel e No)
o= O OO
_ O O o o

Treti sloupec spolu s poslednimi ¢tyfmi sloupci jsou linedrné nezavislé, hodnost matice A je tedy aspon
5, Fadky matice A jsou tedy linedrné nezavislé, rank(A) = 5, dimenze Ker (A) je tudiz podle véty o
dimenzi jddra a obrazu rovna 9 — 5 = 4 a pocet prvkl kédu C' je 16.

PF¥ijimajici strana tak snadno ovéfi, patfi-li pfijaté slovo ¢ = cica---cg do kédu C'. Stadi ovéfit
rovnost Ac? = o7 A

Posledni pozorovani vede k nasledujici dalezité definici.

DEFINICE 5.116. Je-li C lineérni (n,r)-kéd a pro matici A typu (n —7) X n plati, Ze C = Ker A4,
pak matici A nazyvame kontrolni matice kédu C.

Z definice kontrolni matice a z véty o dimenzi jadra a obrazu matice plyne, Ze rank(A) =
dim(Im (A)) = n — r, tj. Ze posloupnost fadkd matice A je linedrné nezavisla. Pozdéji si ukazeme
obecné tvrzeni, ze kterého plyne existence kontrolni matice pro jakykoliv linearni kéd. Ve skutecnosti
jsou linearni kédy zadavany tak, ze napiSeme jejich kontrolni matici.

Pomoci kontrolni matice mizeme snadno zjistit, jakd je minimalni vzdalenost linedrniho kédu.
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TVRZEN{ 5.117. Necht C je (n,r)-linedrni kéd a A jeho kontrolni matice. Minim3Ini vzdalenost
kédu C' se rovna d pravé kdyz libovolnd (d — 1)-prvkovd podposloupnost sloupcii matice A je linedrné
nezdvisld a existuje d-prvkova podposloupnost sloupcii A, ktera je linedrné zavisla.

DUKAz. Kontrolni matice A = (a1|...|an) kédu C je typu (n — r) x n. Necht x = z1z2 -+ -2y,
je nenulovy prvek kédu C'. Pak plati AxT = oT', neboli
xr1a1 + xgag + - xTpap = ol
Je-li I Hammingova véha prvku x a zj,,%j,,...,xj, jsou viechny nenulové slozky vektoru x, pak plati
rovnéz

j 2, + jpaj, + oo wja, =0,
l-prvkova podposloupnost sloupcovych vektoril aj, , ..., a;, je tedy linedrné zavisla.

Jestlize naopak existuje linedrné zavisld podposloupnost a;, ,a;,,...,a;,, sloupcovych vektori

matice A, existuji prvky T4 € Z2, ne vSechny nulové, takové, ze
Ty @iy + Tigdiy + o+ T, 84, = 0L .

Doplnime tuto linedrni kombinaci zbyvajicimi sloupcovymi vektory matice A s koeficienty z; = 0.

Vektor x = x1---xn pak spliuje AxT = oT, je tedy blokem kédu C a jeho Hammingova vaha je

nejvyse m.

Je-li tedy minimalni vzdalenost kédu C' rovna d, je podle Tvrzeni 5.114 minimalni Hammingova
vaha nenulovych vektorl v C rovna d. Kazda podposloupnost d — 1 sloupcovych vektorii matice A je
tedy linedrné nezavislad a existuje podposloupnost d sloupcovych vektorii matice A, kterd je linedrné
zavisla.

Jestlize naopak je kazda podposloupnost d — 1 sloupcovych vektori matice A linedrné nezavisl3,
neobsahuje C' nenulovy vektor, ktery by mél Hammingovu vdhu mensi nebo rovnou d — 1. Pokud
je navic néjakd d-prvkova podposloupnost sloupcovych vektorli A linedrné zavisla, existuje v C' =
Ker A nenulovy vektor, jehoz Hammingova vaha je nejvyse d. Minimalni Hammingova vaha nenulovych
vektori v C' je tedy rovna d. O

PRIKLAD 5.118. Kontrolni matice A kédu C' z P¥ikladu 5.115 neobsahuje nulovy sloupcovy vektor,
kazda jednoprvkova podposloupnost sloupcovych vektorli matice A je tedy linedrné nezavisla. Libovolné
dva sloupcové vektory matice A jsou riizné, linedrné nezavisla je proto rovnéz kazda dvouprvkova
podposloupnost sloupcovych vektord v A. Plati dokonce, Ze zadny ze sloupcovych vektor(i se nerovna
souétu jinych dvou sloupcovych vektord, a tak kazda tfiprvkova podposloupnost sloupcii matice A je
linedrné nezavisla. Naproti tomu prvni sloupcovy vektor se rovna souctu jinych t¥i sloupcovych vektord,
existuje tedy Ctyfprvkova linedrné zavisla podposloupnost sloupcovych vektorli matice A. Minimalni
vzdélenost kédu C je tedy 4.

Kéd C tak opravi jednu chybu a odhali az tfi chyby. Rychlost pfenosu informace timto kédem je
4/9, coz je zlepSeni oproti 3-opakovacimu kédu, ktery také dokaze opravit jednu chybu. A

PRIKLAD 5.119. Druhy kéd, ktery Hamming navrhnul, se od toho prvniho li&i v tom, Ze nepouziva
paritni kontrolu tfetiho Fadku a tfetiho sloupce, tj. nepotfebuje prvek t. Matici

a b |7
c d|?
o7
doplni na matici
a b | m
c d | re s
s1 S2

kde
rr=a+b ro=c+d, s1=a+c, sa=b+d.
Jde opét o linearni kéd, oznacme jej D. Kontrolni matici tohoto kédu dostaneme tak, Ze z kontrolni
matice plvodniho kédu vynechdme posledni fadek a posledni sloupec. Dostaneme tak matici

1 1.1 0 O
0 0 0 1 1
B= 1 0 0 1 O
01 0 0 1
Libovolna dvouprvkova podposloupnost sloupcti matice B je linedrné nezavisla ze stejného divodu,
jako v pfipadé prvniho Hammingova navrhu. Existuji linedrné zavislé t¥iprvkové podposloupnosti sloupci
v B. Minimalni vzdalenost kédu D je tak rovna 3, kéd dokaze opravit jednu chybu a odhalit az dvé
chyby. Rychlost ptenosu informace kédem D je 1/2, coz je dalsi vylepSeni. A
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Miize kéd se ¢tyfmi informaénimi symboly opravovat jednu chybu a soucasné prenaset informaci
rychlosti vétsi nez 1/27 Ukazeme si tvrzeni, které ukazuje, Ze by to mohlo jit jesté o néco rychleji.

TVRZEN{ 5.120. Pfedpoklidejme, Ze kéd délky n m3a r informa&nich symbolii a n —r kontrolnich
symbolii. Pokud opravuje jednu chybu, musi platit
27’L
>
n+1"

DUKAz. Kéd C délky n, ktery ma r informaénich symbolii, musi obsahovat aspofi 27" riiznych
slov. Kazda volba informacnich symbold musi vést k néjakému kédovému slovu, riizné volby k riznym
sloviim. Jinak by dekédovani nebylo jednoznaéné.

Vyuzijeme geometrické predstavy kédu jako podmnoziny vrchold Hammingovy krychle. Pro kazdy
vektor a € Z5 nazveme 1-okoli slova a mnozinu

Vi(a) = {x € Z3; h(a,x) < 1}.

Snadno nahlédneme, Ze 1-okoli kazdého vektoru a obsahuje pfesné n + 1 prvki.

Ma-li kéd C opravovat jednu chybu, musi byt jeho minimalni vzdalenost aspon 3. To znamen3,
ze pro libovolna dvé riizna kédova slova a,b € C' musi byt jejich 1-okoli disjunktni. V opaéném pripadé
by totiz v dusledku trojihelnikové nerovnosti pro Hammingovu vzdélenost platilo h(a,b) < 2, coz je
spor s tim, ze minimaln{ vzdalenost kédu je aspon 3.

Sjednotime-li vSechna 1-okoli v8ech slov a € C, bude mit toto sjednoceni aspon 2" (n + 1) prvki.
Tento pocet musi byt mensi nebo rovny poctu viech prvki (vrcholt Hammingovy krychle) Z7, tj. 2.
Odtud po snadné tpravé vyplyva dokazovana nerovnost. O

Analogickou nerovnost mizeme dokéazat pro kédy, které opravuji d chyb, podrobnosti ve cviéenich.

Pror =4 an = 6 plati 24 - 7 > 26, kéd délky 6 se &tyfmi informa&nimi symboly, ktery by
opravoval jednu chybu proto neexistuje.

V ptipadé n = 7 plati rovnost 24 .8 = 27, existence kédu délky 7 se ¢tyfmi informaénimi symboly,
ktery opravuje jednu chybu, tak vyloué¢ena neni. VS§imnéme si, ze pokud by takovy kéd C' C Zg existoval,
platila by rovnost

23 = |J Va(a).
acC
To znamen3, Ze pro takovy kéd by kazdy vrchol Hammingovy krychle Zg mél vzdalenost 1 od néjakého
(jednoznaéné uréeného) kédového slova a. Vechny vrcholy Hammingovy krychle Zg by tak byly pokryté
1-okolimi kédovych slov. Takovy kéd by byl optimalni v tom smyslu, Ze mnoZina Z; by neobsahovala
zadna "zbytecnd"slova, kazdé ze slov délky 7 by se vyskytovalo ve vzdalenosti nejvySe 1 od néjakého
kédového slova.

DEFINICE 5.121. Kéd délky n, ktery ma r informacnich symboll a opravuje jednu chybu, se
nazyva perfektni kéd, pokud plati rovnost

2" (n+1) = 2",
Jako posledni pfiklad kédu si ukazeme perfektni linedrni (7,4)-kéd, ktery opravuje jednu chybu.
PRIKLAD 5.122. Kéd H3 definujeme pomoci kontrolni matice

1 0 0 1 1 0 1
A= 0 1 01 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1

Prvky C jsou prvky jadra Ker (A) matice A. Tato matice je v fadkové odstupriovaném tvaru, jeji
hodnost se tedy rovnd 3, a dimenze kédu Hs = Ker (A) je tedy rovna 4. Plati-li AxT = o pro
X = x1T2---T7, jSOU neznamé x4, s, Te, 7 volné, mizeme je zvolit libovolné a povazujeme je za
informacni symboly. Nezndmé x1, x2, 3 jsou volbou x4, x5, x¢,x7 uréené jednoznacné:

T1 =24 + x5 + X7, T2 =24+ T6 + X7, T3 =T5 + Te + X7.

Nezndmé z1,x2,x3 jsou tedy kontrolni (paritni) bity. | tento kéd Hs je zaloZzen na kombinaci tfi
paritnich kontrol.

Sloupce matice A tvofi vSechny nenulové vektory z prostoru Zg. Kazda dvouprvkova podposloup-
nost sloupcli matice A je tedy linedrn& nezivisld a minimalni vzdalenost kédu C' je tak aspofi 3, (ve
skute¢nosti je pravé 3), a kéd Hs tak opravuje jednu chybu.

Jak najdeme kédové slovo zjx2 - - - x7, jsou-li dany informaéni symboly x4, x5, T6, 7, jsme si uz
tekli. Pokud p¥ijimajici strana ptijme slovo y = y1ya - - - y7, spodita souéin AyT. Plati-li AyT = o7, je
y kédové slovo a bylo tedy pfeneseno bez chyby.

Je-li AyT # o7, doslo b&hem prenosu k chyb& a zbyva uréit, ktery symbol v p¥ijatém slové
Y = y1y2 - - - y7 je ten poskozeny. Oznaéme Ay” = (s1s253)7.
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Protoze matice A obsahuje vSechny nenulové vektory Z% jako sloupce, existuje jednoznacéné uréeny
sloupec a; = (s18253)T. Plati a; = Ae? pro j-ty vektor e; standardni baze v Zg. Slovo y + e; se od
y lisi pouze v j-tém symbolu. Plati navic

A(y" +e]) = Ay" + Ae] = (s1s253)7 +a; = (s1s253)" + (s15253)" =o”.

Slovo y + e; tak patfi do kédu H3 a md Hammingovu vzdalenost 1 od pfijatého slova y. Je to tedy to
slovo, které bylo vysldno a pfi prenosu byl poskozen j-ty symbol. A

PRIKLAD 5.123. P¥i pouziti Hammingova kédu Hs bylo pfijato slovo 1010101. Doslo b&hem
prenosu k chybé a pokud ano, jaké slovo bylo vyslano?
Vynasobime kontrolni matici A vektorem (1010101)”". Dostaneme

1

0
1 0 0 1 1 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1 1 0 |=1|1
0 0 1 0 1 1 1 1 1

0

1

Vektor (0,1,1)7 je Sesty sloupcovy vektor matice A3, poskozen byl tedy Sesty symbol ve slové 1010101,
vyslano bylo slovo 1010111. A

DEFINICE 5.124. Hammingiiv kéd H, je binarni blokovy kéd délky n = 2" — 1 urceny kontroln{
matici typu r X n, jejiz sloupce tvofi véechny nenulové aritmetické vektory dimenze r nad Zs.

Detaily dikazu nasledujiciho tvrzeni pfenechame do cviceni.

TvRZEN{ 5.125. Hammingiiv kéd H, je perfektni linedrni kéd délky 2" — 1 a dimenze 2" —r — 1,
Jjehoz minimalni vzdalenost je 3.

Cviceni

1. Vysvétlete, pro¢ mnozina vSech polynomi stupné pravé 173 s redlnymi koeficienty s béz-
nymi operacemi s¢itdni polynomu a nésobeni polynomu realnym cislem neni vektorovym
prostorem.

2. Pro libovolné téleso T a libovolnou mnozinu X definujeme vektorovy prostor T¢X) jako
mnozinu téch zobrazeni f z X do T, pro ktery je mnozina {z : f(x) # 0} je kone¢n4. S¢itani
a ndsobeni definujeme po soufadnicich, tj. (f + g)(z) = f(z) + g(x) a (af)(z) = af(x).
Dokazte, ze 7O je vektorovy prostor.

Timto zpusobem bychom zobecnili definici 5.2 na pripad nekone¢né dimenze — prostor
T mize byt nazyvan aritmetickym vektorovym prostorem nad T dimenze | X]|.

3. U vsech prikladt vektorovych prostort za definici ovérte, ze se skutecné jedna o vek-
torové prostory.

4. Mnozina vSech podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n} (nebo jiné dané mnoziny X) spolu
s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\ B) U (B \ A), je vektorovy prostor nad
Zs. (Nasobeni skaldrem je jednozna¢né dané axiomy. ) Dokazte a vysvétlete, pro¢ je tento
prostor ,, v podstaté‘ Zs.

5. Dokazte tvrzeni 5.11 a formulujte a dokazte obdoby vlastnosti (8) a (9) z tvrzeni 3.3.
6. Dokazte, Zze T jako vektorovy prostor nad T mé pouze trividlni podprostory.

7. Dokaite, 7e jedingmi netrividlnimi podprostory prostoru T? jsou mnozinu tvaru {tx :
tc T} kdeo #xc T

8. Zjistéte linearni obal mnoziny X z prikladu 5.28 a dokazte, ze mnozina Y tvofi pod-
prostor.

9. Dokazte, ze posloupnost vektoru (v1, ..., V) ve vektorovém prostoru V nad T je linedrné
nezavisla pravé tehdy, kdyz zadny z vektoru neni v linedrnim obalu pfedchozich (tj. pro
kazdé i plati v; ¢ Span {vi,va,...,Vi_1}).

10. Dokazte, ze sloupce matice v fadkové odstupniovaném tvaru jsou linedrné nezavislé
pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni soustava nemé zadné volné proménné.

11. Dokoncete priklad 5.54 o Fibonacciho posloupnostech.
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12. Dokazte, Ze sloupce (fddky) ¢tvercové matice A nad T Fadu n tvori bdzi T™ préivé
tehdy, kdyz A je reguldrni.
13. Dokazte:

e Dimenze prostoru vSech matic nad T typu m X n je mn.

e Dimenze prostoru redlnych polynomu stupné nejvyse n je n + 1.

e Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.
14. Najdéte béazi podprostoru R tvoreného posloupnostmi (a1, az,...), pro které plati
Gn = 2an-1 — an—2 (pro kazdé n > 3). Pomoci nalezené béaze najdéte vzorec pro vypodet
an, kdyz a1 =3, a2 = 7.
15. Dokazte, ze z kazdé mnoziny generatori konec¢né generovaného prostoru lze vybrat
bazi.
16. Dokazte, ze dusledek 5.64 plati bez predpokladu konec¢nosti GG. Predpoklad tedy zmé-
nime na ,,G je mnozina generdtoru konec¢né generovaného prostoru V¢.
17. Spocitejte pocet vSech ruznych bazi V vybranych z vektoru v, ..., vs z prikladu 5.66.
18. Dokazte druhou ¢ast tvrzeni 5.75.
19. Dokazte, ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového prostoru matice.

20. Piimo z definice bdzovych sloupci dokazte, ze feSeni x = (x1,x2,...,2n) € T" sou-
stavy Ax = b je jednoznaéné urcéeno vektorem (i, , Zi,, . . ., mik) € T’“7 kde i1,12, ...,k je
seznam nebazovych sloupct matice A, a naopak, ze kazdy vektor (i, Ziy,...,Ti,) V Tk
vznikd z n&jakého Feseni (z1,x2,...,Tn).

21. Bud A matice typu n X m nad T. Budte B a C dvé matice v redukovaném odstupno-
vaném tvaru vzniklé z A posloupnosti elementarnich tprav. Dokazte, ze pak B = C.

22. Dokazte, ze pro libovolné tii podprostory Vi, Va, Vs prostoru V plati
Vi+V2)+Va=Vi+ (Va+V5) .

23. Budte Vi a V2 podprostory vektorového prostoru V nad néjakym télesem 7. Budte
G1 a G2 mnoziny generatoru Vi respektive Va. Dokazte, ze pak G1 U G2 je mnozina
generatort prostoru Vi 4 Va.
24. Dokazte, ze

Vi+Vot - +Vi={vi+va+ - Fuve:v1 € Vi,vs € Va,...,u € Vi} .
25. Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru W a (G; je mnozina generatoru
prostoru V; pro kazdé i € I. Dokazte, Ze |J,.; Gi generuje \/,.; V.
26. Najdéte podprostory U, V, W prostoru R? takové, ze UN(V4+W) # (UNV)+(UNW),
U+ (VNW)#U+V)Nn(U+W).
27. Jedna inkluze v obou (neplatnych) distributivnich zdkonech vzdy plati. Zjistéte které
a dokazte.

28. Dokazte, ze rovnosti v distributivnich zdkonech plati za predpokladu U < W nebo
wW<U.

29. Rozhodnéte, zda pro podprostory U, V, W vektorového prostoru Z plati
dim(U) + dim(V) + dim(W) = dim(U + V 4+ W) + dim(U N V) + dim(V N W)+
+dim(UNW) —dim(UNVNW)
30. Jakou dimenzi mize mit prinik podprostoru dimenze 3 a podprostoru dimenze 4 v
75,7 Pro kazdou z moznosti uvedte piiklad.
31. Pfi komunikaci byl pouzit Hammingtuv kéd Hs. Prijimajici strana prijala slova
0101011,0011111,1011100,1111110,011111,0001110, 1100101.

Rozhodnéte, kterd z nich byla béhem prenosu poskozena a u kazdého z poskozenych slov
rozhodnéte, ktery ze symbolu byl prenesen nespravné a jaké slovo bylo vyslano.
32. Dokazte Tvrzeni 5.125.

33. Definujeme d-okoli slova a € Z3 jako mnozinu

Va(a) = {x € Zy; h(x,a) < d}.
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Dokazte, ze pocet prvka Vyi(a) se rovna

(o)« () (0)-2()

34. Dokazte, ze je-li C kéd dimenze n s r informaénimi symboly, ktery opravuje d chyb,

pak plati nerovnost
n n n
2" < 2™

35. Hamming svuj linedrni (7,4)-kéd D definoval pomoci kontrolni matice

1 01 01 0 1
B=| 01 1 0 0 1 1
0 001 1 11
Pokud bylo piijaté slovo y a ByT = (515253)T # o7, dokaite Ze szs2s1 je bindrn{ vyjadieni

indexu poskozeného symbolu.

36. Dokazte, Ze existuje permutace 7 na mnoziné {1, 2, ..., 7} takovd, ze plati a1as - - - a7 €
Hj préveé kdyz ar1)ax(2) - @x(r) € D, kde D je kéd z predchoziho cviceni. Jak souvisi
permutace 7 s permutaci sloupcii, pomoci které dostaneme z kontrolni matice A kédu Hs
kontrolni matici B kédu D.



(1)

SHRNUTI PATE KAPITOLY 195

Shrnuti paté kapitoly

Je-1i T téleso, pak vektorovym prostorem V nad télesem T rozumime mno-
Zinu V spolu s bindrni operaci + na V (tj. + je zobrazeniz V x V do V)
a operaci - ndsobeni prvki mnoziny V prvky télesa T (tj. - je zobrazeni z
T x V do V), které spliiuji néasledujici axiomy.

vS1) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).

(

(vS2) Existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plati v+ o =v.
(vS3) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v+ (—v) = o.
(vS4) Pro libovolné u,v € V plati u+v=v+u.

(vN1) Pro libovolné ve Vaa,beTplatia-(b-v)=(a-b)-v.
(vN2) Pro libovolné ve V plati 1-v =v.

(vD1) Pro libovolné ve Vaa,be T plati (a+b) - v=a-v+b-v.
(vD2) Pro libovolné u,veVaaeTplatia- (u+v)=a-u+a-v.
)

dimenze n nad T je mnozina vSech n-slozkovych aritmetickych (sloupco-
vych) vektortt T™ spolu s pfirozenymi operacemi + a - (definovanymi jako
v definici 2.5), oznacujeme jej T™.
Dalsi priklady vektorovych prostorti: prostory polynomi s redlnymi koe-
ficienty, prostor T™*™ matic typu m X n nad télesem T, prostor R
vSech posloupnosti redlnych &sel, prostor R(>) posloupnosti redlnych &-
sel s koneéné mnoha nenulovymi prvky, prostor vsech konvergentnich po-
sloupnosti redlnych ¢isel, prostor vSech posloupnosti realnych c¢isel kon-
vergujicich k 0, prostory redlnych funkci redlné proménné, atd. Vsechny s
prirozenymi operacemi séitani a nasobeni skalarem.
V kazdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati
(a) nulovy prvek o je urCeny jednozna¢né,
(b) rovnice u+x = v ma pro pevnd u,v € V pravé jedno feseni, specialné,
opacny prvek —v je vektorem v urcen jednoznacné,
) Ov = o pro libovolny prvek v € V|
d) ao = o pro libovolny skalér a € T,
) je-li av = o, pak bud a = 0 nebo v = o,
(f) —v = (—1)v pro libovolny prvek v € V, specidlné —(—v) = v.
Je-1i V vektorovy prostor nad T, pak vektorovy prostor U nad télesem T je
podprostorem V, pokud U C V a operace + a - v U se shoduji s prislusnymi
operacemi ve V. Skutecnost, ze U je podprostorem V, zapisujeme U < V.
Je-li V vektorovy prostor nad télesem T, pak neprdzdnad podmnozina U
mnoziny V' je podprostorem V pravé tehdy, kdyz soucasné
e (,uzavienost na s¢itani“) pro libovolné u,v € U plati u+v € U,
e (,uzavienost na ndsobeni skaldrem“) pro libovolné ve U aa € T
plati av € U.
Geometricky vyznam podprostorii R? a R3.
Pro libovolnou matici A typu m x n nad T plati, ze Ker A je podprostor
T", neboli Ker A < T".
Jsou-li v, vs, ..., v prvky vektorového prostoru Vnad T a t1,to,...,tx €
T skalary, tj. prvky télesa T, pak prvek

t1vy +tove + -+ vy

se nazyva linedrni kombinace proki vy, va, ..., vi, € V. Skalary t1,%o,... tx
nazyvame koeficienty linedrni kombinace.

Linedrni kombinaci prazdného systému vektoru definujeme jako nu-
lovy vektor.
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(10) Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pak linedrnim obalem
mnoZziny X rozumime mnozinu Span X vsech linearnich kombinaci prvki
X, tj. mnozinu

Span X = {t1vy +tovo + -+ tpvg : k €Ny, vi,...,vi, € X, t1,...,tx €T}

(11) Pro libovolny vektorovy prostor V nad T a libovolnou X C V je Span X
podprostorem V.

(12) Je-li V vektorovy prostor nad T a X C U <V, pak Span X C U. Linedrni
obal Span X je proto nejmensi podprostor V obsahujici mnozinu X.

(13) Jsou-li X,Y dvé podmnoziny vektorového prostoru V nad T, pak plati

Span X C SpanY pravé kdyz pro kazdé =z € X plati x € SpanY .

(14) Je-li V vektorovy prostor nad T a X C V. Pokud Span X = V| pak
tikdme, ze X je mnozina generdtoriu prostoru V, nebo také ze X generuje
V.

(15) Je-li (vq,...,v;) koneéna posloupnost prvka vektorového prostoru V nad
télesem T, pak

Span{vy,...,vi} ={t1vi + -+ vy ty,...,, €T} .

(16) Je-li A matice typu m x n nad T, pak sloupcovym prostorem matice A ro-
zumime podprostor T"" generovany mnozinou sloupcovych vektoru matice
A a znacime jej Im A.

Im A = Span{aj,as,...,a,} <T™
Rddkovym prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice AT,
tj.
Im A" = Span {a,a9,...,8,} <T"
(17) Necht A = (a1]...|a,) je matice typu m xn nad T a R je reguldrni matice
rfadu m. Pak

Im (RA) = Span {Ray, ..., Ra,}, Ker A = Ker (RA), Im AT = Im (RA)T.

(18) Elementéarni fddkové tpravy neméni Ker A a Im AT Elementarn{ sloup-
cové tipravy neméni Ker AT a Im A.

(19) Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Posloupnost prvki (vy, va, ..., Vi)
prostoru V se nazyva linedrné zavisld, pokud néktery z prvki v; je linearni

kombinaci zbyvajicich prvka vy, vo, ., Vi1, Vit1, w, Vi.
V opaéném pifpadé fikdme, ze posloupnost (vi,Va, .., vg) je linedrné
nezdvisld.

(20) Necht (vq,...,vg) je posloupnost prvku vektorového prostoru V nad té-

lesem T. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) Posloupnost (vi,...,vg) je linedrné nezavisl4.

(b) Zéadny z prvki v; (1 <4 < k) nelze vyjadfit jako linedrni kombinaci
predchozich prvka vq,...,v;_1.

(¢) Nulovy prvek o lze vyjadrit jako linedarni kombinaci prvki vy, va, ..., vg
pouze trividlnim zpusobem o = Ovy + 0vy + - - - + Ovy.
Jinymi slovy, pro libovolné aq, as,...,ar € T plati, Ze z rovnosti

a1vy +agvy + -+ apvg =0 ,

plyne a1 =as =--- =a; =0.
(d) Kazdy prvek b € V lze vyjadfit jako linedrni kombinaci prvki vy, v,
.., Vi nejvyse jednim zptisobem.
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Posloupnost sloupcovych vektortt matice A = (aj|az|---|a,) typu m x n
nad télesem T tvori linedrné nezavislou posloupnost v T™ pravé tehdy,
kdyz Ker A = {0}, tj. pravé kdyz ma soustava Ax = o pouze trividln{
feseni x = o.
Necht A = (aj|ag|---|a,) je matice typu m X n nad télesem T, R je
reguldrni matice fddu m a @ je reguldrni matice radu n. Pak plati
(a) posloupnost (aj,as, ..., a,) sloupcovych vektort matice A je linedrné
nezavisld praveé tehdy, kdyz je linearné nezavisla posloupnost sloup-
covych vektort matice AQ),
(b) posloupnost (aj,ag,...,a,) sloupcovych vektort matice A je linedrné
nezavisla pravé tehdy, kdyz je linedrné nezavisla posloupnost sloup-
covych vektoru matice RA.
Elementdrni fddkové tpravy neméni linedrni (ne)zdvislost posloupnosti
sloupcovych vektort ani posloupnosti fadkovych vektort matice.

Elementarni sloupcové tpravy neméni linearn{ (ne)zéavislost posloup-
nosti sloupcovych vektoru ani posloupnosti fadkovych vektora matice.
Posloupnost fadkovych vektori matice v odstupnovaném tvaru je linedrné
nezavisla praveé tehdy, kdyz matice neobsahuje nulovy radek.
Posloupnost (v, vs,...,v,) prvka vektorového prostoru V nad T se na-
zyva bdze, pokud je linedrné nezavisld a Span {vy,va,...,v,} = V.
Posloupnost prvki (vq, va,. .., v,) tvori bazi vektorového prostoru V pravé
tehdy, kdyz lze kazdy prvek b € V vyjadrit pravé jednim zpusobem jako
linedrni kombinaci prvka vy, va, ..., Vj,.

Kanonickd baze (t6Z standardni bdze) v aritmetickém prostoru T™ je po-

sloupnost

1 0 0
0 1 0
(elae27"'7en): 0 ) 0 sty
: : 0
0 0 1

Odvozeni formule pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.

Vektorovy prostor se nazyva konecne generovany, pokud méa néjakou ko-
necnou mnozinu generatoru.

Minimalni posloupnost generdtoru (vi,va,...,V,) vektorového prostoru
V je baze V.

Z kazdé kone¢né mnoziny generatoru vektorového prostoru lze vybrat bézi.
Kazdy konecné generovany vektorovy prostor mé bézi.

Steinitzova véta o vyméné. Necht N = (v1,va,...,vg) je linedrné ne-
zavisld posloupnost prvka vektorového prostoru V nad T a necht G =
(w1, wWa,...,w;) generuje V. Pak k < a pii vhodném uspotddani G’ =
(w},Wh, ..., w;) posloupnosti G plati, ze (Vi,Va, ..., Vi, Wi 1, W) o,..., W))
generuje V.

Kazdé dvé baze konecné generovaného vektorového prostoru maji stejny
pocet prvki.

Dimenzi koneéné generovaného vektorového prostoru V nad T rozumime
pocet prvki jeho libovolné baze. Dimenzi prostoru V znac¢ime dim(V).
Necht G je konecnd mnozina generatoru vektorového prostoru V. Potom
kazdou linedrné nezavislou posloupnost ve V jde doplnit prvky G na bazi
V.

Maximalni linedrné nezavisla posloupnost v koneéné generovaném pro-
storu je bazi.
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Obecnéji, maximalni linedrné nezavisld posloupnost prvka konecné

mnoziny generatort je bazi.
V kazdém vektorovém prostoru V dimenze n plati:

(a) Kazdd mnozina generdtori V obsahuje alespon n prvki.

(b) Kazda n-prvkova posloupnost generdtoru je bazi V.

(¢) Kazdé linedrné nezévisla posloupnost ve V obsahuje nejvyse n prvki.
(d) Kazdé n-prvkovd linedrné nezéavisld posloupnost ve V je bdzi V.
Je-li W podprostor koneéné generovaného prostoru V, pak W je konecné
generovany a plati dim(W) < dim(V), pfiCemZ rovnost nastane prévé
tehdy, kdyz W = V.
Necht B = (v1,va,...,Vy,) je bdze vektorového prostoru V nad télesem T
aw € V. Soutadnicemsi (té7 vyjadrenim) prvku w vzhledem k B rozumime
(jednoznacéné uréeny) aritmeticky vektor (a1, as,...,a,)T € T™ takovy, ze

W =a1Vy +agve + -+ a,Vvy, .

Soufadnice w vzhledem k B znacime [w]g, tj.

ai
az
W= .
(29
Necht B = (vi1,va,...,V,) je baze linedrni prostoru V nad télesem T,

necht u,w € V a t € T. Pak plati

(a) [u+wlp =[up+[wsa

(b) [tu] s = tul

Necht B je baze vektorového prostoru V nad télesem T dimenze n. Pak

plati

(a) posloupnost (vq,va,...,Vk) je linedrné nezdvisld ve V préavé tehdy,
kdyz je posloupnost ([v1]g, [V2]B,-- -, [Vk]B) linedrné nezavisla v T™;

(b) mnoZina X generuje V pravé tehdy, kdyz [X]p generuje T";

(¢) posloupnost (vi,va,...,vg) je baze V pravé tehdy, kdyz je posloup-
nost ([vi]g, [v2]B, .-, [Vk]|B) bdze T".

Necht B = (vy,...,V,) a C jsou baze vektorového prostoru V nad télesem

T. Matici prechodu od bize B k bdzi C rozumime matici

[idl¢ = (il | [vele | -+ | [valo)

Necht V je vektorovy prostor V nad télesem T dimenze n a B, C' jsou baze
V. Pak pro libovolny prvek x € V plati
x]c = [[dZ[x]s -

Navic je matice [id]g timto vztahem urcena jednoznacné.
Necht A = (aj|ag]- - -|a,) je matice nad T. Rikdme, Ze i-ty sloupec matice
A je bdzovy, pokud neni linedrni kombinaci predchozich sloupct, tj. pokud
plati

a; ¢ Span{aj,ag,...,a;_1} .
Pro libovolnou matici A tvori bazové sloupce béazi sloupcového prostoru.
Specialné, dimenze Im A je rovna poctu bazovych sloupcu.
Béazové sloupce matice A nad T typu m X n v odstupniovaném tvaru jsou
prave sloupce kq, ko, ..., k., kde r, k1, ..., k, jsou parametry z definice 2.14
odstupnovaného tvaru.
Necht A je matice nad télesem T typu m X n a R je reguldrni matice fadu
m. Pak pro libovolné i € {1,2,... ,n} plati, Ze i-ty sloupec matice A je
béazovy pravé tehdy, kdyz je bazovy i-ty sloupec matice RA.
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Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im AT).

Hodnosti matice A rozumime dimenzi fddkového (sloupcového) prostoru
matice A. Znacime rank(A).

Pro libovolnou matici A typu m x n plati rank(A4) = rank(A”) < m,n.
Hodnost se neméni elementdrnimi fadkovymi ani sloupcovymi tpravami.
Hodnost matice v fadkové odstupnovaném tvaru je rovna poc¢tu nenulo-
vych radka.

Necht A je matice nad T typu m X n a B matice nad T typu n x p. Pak
plati

rank(AB) < rank(A), rank(AB) <rank(B) .

Necht A je matice nad T typu m xn a R je regulidrni matice nad T fadu m.

Pak rank(RA) = rank(A). Podobné pro nasobeni reguldrni matici zprava.

Necht A je ¢tvercova matice nad T fadu n. Nasledujici tvrzeni jsou ekvi-

valentni.

e A je regularni.

e rank(A) = n.

e Sloupce (fddky) matice A jsou linedrné nezavislé.
e Sloupce (fadky) matice A generuji T™.

Sloupce (fadky) matice A tvoii bazi T™.

Matice je v redukovaném (Tddkové) odstupriovaném tvaru, pokud je v Fad-

kové odstupnovaném tvaru a kazdy bazovy sloupec ma jedinou nenulovou

slozku rovnou 1.

Kazdou matici A lze prevést do redukovaného odstupnovaného tvaru takto:
(a) Matici Gaussovou eliminaci pfevedeme do odstuptiovaného tvaru.
(b) Vyndsobime nenulové fddky tak, aby byl kazdy pivot roven 1.

(¢) Postupné vynulujeme zbylé prvky v kazdém bédzovém sloupci.

Tomuto procesu se fikd Gaussova-Jordanova eliminace.

Libovolna matice A typu m X n nad T s hodnosti r je rovna soucinu

A = BC(C, kde B je matice typu m X r tvorend bazovymi sloupci matice

A (v pofadi v jakém se vyskytuji v A) a C je matice typu r X n tvorend

nenulovymi faddky v redukovaném odstupnovaném tvaru D matice A.

Pouziti skeletniho rozkladu k bezztratové komprimaci dat ulozenych do

matice.

Frobeniova véta. Soustava Ax = b m4 FeSeni pravé tehdy, kdyz rank(A) =

rank(A|b).

Véta o dimenzi jddra a obrazu. Pro libovolnou matici A nad T typu

m x n plati

dim(Ker A) + dim(Im A) = n .

Jsou-li V;,i € I podprostory vektorového prostoru V, pak [
prostorem V.

Necht V;,i € T jsou podprostory vektorového prostoru V. Souctem (téz
spojenim) podprostoru V;,i € I rozumime linedrn{ obal jejich sjednoceni,

e1 Vi e pod-

znacime jej » o, Vi, tj.
3 i - s { Y1}
iel el

Soucet podprostoru Vi, Vs, ..., V, také znac¢ime Vi 4+ Vo + - - + V.
Pro podprostory U, W vektorového prostoru V plati

U+W={u+w:uelUweW}
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Véta o dimenzi souc¢tu a pruniku podprostori. Pro libovolné dva
kone¢né generované podprostory U,V vektorového prostoru W plati

dim(U) + dim(V) = dim(UNV) + dim(U+ V) .

Klicové znalosti z paté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

Definice vektorového prostoru nad télesem T a jednoduché vlastnosti po-
¢itani v ném, priklady vektorovych prostort.

Pojem podprostoru vektorového prostoru a ekvivalentni definnice pomoci
uzavienosti na operace.

Definice linearni kombinace prvki, linedrniho obalu mnoziny prvkid, mno-
Ziny generatort, a kone¢né generovaného vektorového prostoru.

Linearni obal Span X mnoziny X C V je nejmensi podprostor V obsahujici
X.

Linearni zavislost a nezavislost kone¢né posloupnosti prvki vektorového
prostoru, rizné ekvivalentni definice.

Béze konec¢né generovaného vektorového prostoru a ekvivalentni formulace
pomoci jednoznacnosti vyjadieni prvku prostoru jako linearni kombinace
prvku béaze.

Steinitzova véta o vyméné, rovnost poctu prvki libovolnych dvou bézi a
definice dimenze konecné generovaného vektorového prostoru.

Rizné ekvivalentni definice bdze (napf. maximélni linedrné nezdvisla po-
sloupnost, atd.).

Sloupcovy a radkovy prostor matice, ¢tyri podprostory urc¢ené matici.
Vliv elementarnich radkovych a sloupcovych tprav na ¢tyri zakladni pro-
story matice.

Ekvivalentni definice linedrni nezavislosti posloupnosti sloupcovych vek-
tord matice pomoci jadra matice.

Vliv elementarnich fadkovych a sloupcovych tprav na linedrni (ne)zdvislost
posloupnosti sloupcovych nebo Ffadkovych vektoru matice.

Béazové sloupce matice, baze sloupcového a radkového prostoru matice v
radkové odstupnovaném tvaru.

Rovnost dimenze fddkového a dimenze sloupcového prostoru matice, de-
finice hodnosti matice.

Dalsi ekvivalentni podminky s regularitou matice.

Odhady hodnosti souc¢inu matic pomoci hodnosti ¢initela.

Frobeniova véta a véta o dimenzi jadra a obrazu matice.

Souradnice vektoru vzhledem k bazi, souradnice souc¢tu dvou prvki a ska-
larntho nasobku prvku.

Matice prechodu mezi dvéma bézemi vektorového prostoru, vzorec pro
prepocet souradnic vektoru vzhledem ke dvéma raznym bazim.

Prinik a soucet podprostori, ekvivalentni popis sou¢tu dvou podprostorii.
Véta o dimenzi souctu a priniku podprostort.



KAPITOLA 6

Linearni zobrazeni

Cil. Dosud jsme zobecnili pocitaini s redlngmi cisly na pocitani v
telese a pocitdni s aritmetickymi vektory na pocitdni ve vektorovém
prostoru. V této kapitole zobecnime matice do pojmu linedrniho
zobrazeni. UkazZeme si zdkladni vliastnosti linedrnich zobrazend.

6.1. Definice a priklady

Pripomenme, Ze kazda matice A nad télesem T typu m x n urcuje zobrazeni
fa : T™ — T™ predpisem fa(x) = Ax. Tento pohled motivoval fadu zavedenych
pojmu.

e Nasobeni matic: je-li B matice nad T typu p x m, pak slozené zobrazeni
fBofa:T™ — TP je rovno zobrazeni fpa.

e Inverzni matice: je-li m = n a fa je bijekce, pak inverzni zobrazeni
(fa)~!jerovno fu-1.

e Jadro matice: podprostor Ker A < T"™ se rovnd mnoziné vsech vektoru
x € T", které f4 zobrazi na nulovy vektor.

KerA={z: fa(x) =0} <T" .

e Sloupcovy prostor matice a hodnost: podprostor Im A < T™ se rovnd
oboru hodnot zobrazeni f4. Hodnost rank(A) matice A se rovna dimenzi
Im A.

ImA={fax):x€T"} = fa(T") <T™, rank(4) =dim(ImA) .

Rovnéz ndm tento pohled poskytl geometrickou interpretaci fady tvrzeni.

Ne kazdé zobrazeni f : T™ — T™ je tvaru f4 pro néjakou matici A. Zob-
razeni tvaru f4 maji tu vlastnost, ze ,,zachovavaji“ sc¢itani a nasobeni. Takovym
zobrazenim Ttikame linedrni a za okamzik nahlédneme, Ze linearita tato zobrazeni
charakterizuje. Linearni zobrazeni definujeme mezi obecnymi vektorovymi prostory
(nejen aritmetickymi vektorovymi).

DEFINICE 6.1. Necht V, W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T.
Zobrazeni f : V — W nazyvame linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z V do
W, pokud

(1) f(au+v) = f(u)+ f(v) pro libovolné u,v € V a
(2) f(tu) =tf(u) pro libovolnéueVateT.
Skutec¢nost, ze f je linedrni zobrazeni z V do W zapisujeme f : V — W.
Vlevo v rovnostech vystupuji operace v prostoru V a vpravo operace v pro-
storu W. Zdtraznéme, ze prostory V a W musi byt nad stejnym télesem. VSimnéte

si rovnéz, ze kazdé lineadrni zobrazeni zobrazuje nulovy prvek ve V na nulovy prvek
v W.

201
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Pro libovolnou matici A nad T typu m x n je zobrazeni f4 : T™ — T lineédrni,
protoze
fa(u4+v)=A(u+v) =Au+ Av = fa(u) + fa(v)

fa(tu) = A(tu) = t(Au) = tfa(u) .
To ndm déavéa rfadu piikladta linedrnich zobrazeni mezi aritmetickymi vektorovymi
prostory (a jak jsme zminili a za chvili dokdZeme, jind linedrni zobrazeni mezi
aritmetickymi vektorovymi prostory neexistuji).

PRIKLAD 6.2.

e Pifklady linearnich zobrazeni z R? do R:

— Otoceni (rotace) kolem pocatku o dany thel — obréazek 6.1.

A L2

OBRAZEK 6.1. Rotace v roviné kolem poéatku soufadnic

Zkoseni — obrazek 4.12.

— Projekce na primku prochézejici pocatkem — obrazek 6.2.

Osové soumérnost podle piimky prochazejici po¢atkem — obrazek 6.3.
— Stejnolehlost se stfedem v poc¢atku (zvétSeni) — obrazek 6.4

e Linedrni zobrazeni z R? do R3 jsou napiiklad rotace, zrcadleni podle ro-
viny prochazejici po¢atkem, osova soumérnost podle primky prochazejici
pocatkem, projekce na rovinu nebo primku prochézejici pocatkem.

e Piikladem linedrniho zobrazeni z R? do R? je zobrazeni f4 pro matici

1 2
A=11 0
1 3

o Linedrni zobrazeni z R?® do R? pouzivame pfi kresleni trojrozmérnych
Utvart na tabuli (papir).

e Piikladem linedrniho zobrazeni z R% do R je zobrazeni d udévajici ori-
entovanou vzdélenost (polohového vektoru) bodu od zvolené piimky I
prochézejici poéatkem. Orientovand vzdalenost je vzdalenost (polohového
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AZTo

OBRAZEK 6.2. Projekce na pfimku prochézejici pocatkem

T2 A

i\‘il

OBRAZEK 6.3. Osova soumérnost podle pfimky prochdzejici po¢atkem

vektoru) bodu od pfimky I spolu se znaménkem +/— v zavislosti na tom,
ve které poloroviné urcené primkou ! dany bod lezi. V jedné poloroviné je
znaménko 4+, v opac¢né poloroviné je znaménko —.

e Podobné je piikladem linearniho zobrazeni z R? do R zobrazeni d udavajici
orientovanou vzdalenost od zvolené roviny p prochazejici pocatkem.

A

Jesté nez popiseme, jak vypadaji linedrni zobrazeni obecné, podivime se na
dalsi priklady.

PRIKLAD 6.3.
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A To

By

OBRAZEK 6.4. Stejnolehlost se stfedem v pocatku

Azo

OBRAZEK 6.5. Linedrn{ zobrazeni z R2 do R: orientovand vzdale-
nost od primky prochézejici pocatkem

Identické zobrazeni idy na libovolném vektorovém prostoru V je linearni
zobrazeni V. — V.

Tzv. nulové zobrazeni 0 z V do W prirazujici vSsem vektortim ve V nulovy
vektor ve W je linearni.

Necht B = (v1,Va,...,V,) je baze vektorového prostoru V. Zobrazeni f
z V do T" definované f(v) = [v]p je linedrni zobrazeni V. — T™ podle
tvrzeni 5.75 o soutradnicich a operacich.

Zobrazeni prirazujici matici nad T typu n X n soucet prvka na diagonéle
(tzn. stopu) je linedrnim zobrazenim T™*" — T.

Derivace je linedrnim zobrazenim (napf.) z prostoru redlnych diferencova-
telnych funkei do prostoru vsech realnych funkei.
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A3

OBRAZEK 6.6. Linedrn{ zobrazeni z R3 do R: orientovana vzdale-
nost od roviny prochazejici pocatkem

e Zobrazeni prifazujici funkci jeji urcity integral od 1 do 10 je linedrnim
zobrazenim z prostoru vSech redlnych integrovatelnych funkei na [1,10]
do R.

A
6.2. Matice linearniho zobrazeni

Z definice linedrniho zobrazen{ snadno indukci dokézeme, Ze obrazem linedrni
kombinace je linedrni kombinace obrazu, tj. Ze pro libovolné linearni zobrazeni
f:V—=> W vektory vi,va,...,v, € V, askalary t1,to,...,t, € T plati

ftive +tava + -+ tevy) = t1 f(vi) +taf(va) + -+ te f(Vn).

Toto jednoduché pozorovani ma dulezity dusledek, Ze linearni zobrazeni je jed-
nozna¢né urcené obrazy prvku libovolné baze. Tvrzeni formulujeme pro konecné
generované prostory, zobecnéni nechame do cviceni.

TVRzENT 6.4. Jsou-li V .a W wvektorové prostory nad télesem T, je-li B = (vq,
Vo, .., Vy) bdze v prostoru V, a jsou-li wi,wa,...,w, € W libovolné vektory, pak
existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W spliujici f(v;) = w; pro kaZdé
i€{1,2,...,n}.

DUKAzZ. Pfedpoklddejme, Ze f je linedrn{ zobrazeni spliiujici f(v;) = w;. Kazdy
prvek x € V lze zapsat jedinym zptisobem jako linedrni kombinaci x = t1vy +t5ve +
<o+ t, v, (jinymi slovy, [x]g = (t1,t2,...,t,)T) a pak podle vyse uvedeného vztahu
plati

f(x) =tiwy +towa + - - +t, Wy,

To dokazuje jednoznacénost.

Na druhou stranu je potieba ovérit, ze zobrazeni f definované timto predpisem
je linedrn{ a spliuje f(v;) = w;, a tim bude dokdzéna existence. Vztah f(v;) = w;
nechame k ovéreni ¢tendri. K dikazu linearity uvazujme prvky x,y € V, jejichz
vyjadieni vzhledem k B jsou

[X]B = (t17t27'-'7tn)T7 [Y}B = (81752)"'75’ﬂ>T .
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Pak [x +y]p = (t1 + s1,t2 + S2,. .., tn + 8)T (viz tvrzeni 5.75 o soufadnicich a
operacich) a tedy
fx+y)=(t1+s1)w1+ (t2+ s2)Wa + -+ + (£ + 8n)Wp,
=twi +lowa + - + Wy + 51W1 + SoWo + -+ 5 Wy
=[x+ fly) -

Podobné se ukaze zachovavani nasobeni skaldrem. O

Tvrzeni ndm dava geometrickou pfedstavu linearnich zobrazeni — podivame se
na obrazy prvkia néjaké baze, obrazy zbylych prvkt jsou pak uréené linearitou.

Algebraickym dusledkem je, ze kazdé linearni zobrazeni je ,,urcené* matici.
Nez zformulujeme prislusné definice a tvrzeni obecnéji, ukazeme, ze kazdé linearni
zobrazeni f z T do T™ je rovno f4 pro jistou (jednoznaéné uréenou) matici A nad
T typu m xn. Skuteénd, pro libovolny aritmeticky vektor x = (21,22, ...,7,)T € T"
plati

f(x) = f(wie1 +x0e2 + -+ ne,) = z1f(e1) +x2f(e2) + - +xnf(en) ,

coz lze maticové zapsat jako

fx) = (fler) | fle2) |-+ [ flen))x,
takze stac¢i polozit A = (f(e1)|f(e2)]| - | f(en)) a mame f = fa. Matice 4 je
urcena jednoznacné, protoze i-ty sloupec se musi rovnat f(e;), kde e; je i-ty vektor
kanonické baze v T™.
Linearni zobrazeni f : V — W, kde V, W jsou konecné generované vektorové
prostory, mtizeme obdobné popsat maticové, pocitame-li v prostorech V a W vzhle-

dem ke zvolenym bazim B a C. Konkrétné, existuje (jednoznaéné uréend) matice
A typu dim(W) x dim(V) takova, ze

[f(®)]c = Alxls

pro libovolny prvek x € V. Této matici fikdme matice f vzhledem k B a C. Odvo-
zeni, jak tato matice vypada, se udéla podobné jako vyse.

DEFINICE 6.5. Necht V, W jsou kone¢né generované vektorové prostory nad
télesem T, f: V- W, B = (v1,va,...,V,) je bdze ve V a C je baze ve W. Matici
linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim B a C rozumime matici

1112 = (Fle [[f(v2)le] - [ [f(va)le) -

V matici f vzhledem k B a C' je tedy i-ty sloupec roven souradnicim prvku
f(v;), tj. obrazu i-tého vektoru v; bdze B, vzhledem k bazi C. Matice je typu
dim(W) x dim(V).

TVRZENI 6.6. Jsou-li V,W konecné generované vektorové prostory nad télesem
T, B = (v1,va,...,Vy) bdze prostoru V, C bdze prostoru W a f : V — W linedrni
zobrazent, pak pro libovolny prvek x € V plati

[f))e = [f16 X -
DUKAZ. Pro libovolny prvek x € V' s vyjddienim x = x1vy +2ovo + - - + 2,V
vzhledem k bazi B plati
f(x) = flzivi +@ave + -+ anvn) = 21 f (Vi) + 22 f(v2) + - +an f(Va)

pro vyjadreni vzhledem k bézi C pak podle tvrzeni 5.75 o souradnicich a operacich
plati

[f®)]o =alf(vile +za[f(vo)le + -+ zalf(va)lo

coz pomoci nasobeni matic zapiseme jako

[f®)]e = ([(f(v)lellf(v2)lel- - f (va)le) (@1, 22, .. x)" = [fIE X5 -
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O

Matice [f]E tedy umoziiuje poéitat soufadnice [f(x)]c prvku f(x) vzhledem k
bézi C prostoru W, zndme-li soufadnice [x]p vektoru x vzhledem k bazi B pro-
storu V.

Matice [f]Z je jedind matice splitujic rovnost z predchoziho tvrzeni.

TVRZENI 6.7. Jsou-li V,W konecné generované vektorové prostory nad télesem
T, B bize V, C bize W a f : V — W a M matice nad télesem T spliujici
[f(x)]c = M [x]p pro kaZdj prvek x € V, pak M = [f]B.

DUKAzZ. Pfedné si uvédomime, %e M musi byt typu dim(W) xdim(V), aby mohl
vztah [f(x)]c = M [x]p vibec platit. Dosadime-li do tohoto vztahu i-ty vektor v;
béze B, dostaneme [f(v;)]c = M [v;]p = M e;. Pravd strana je rovna i-tému sloupci
matice M, tedy M = ([f(vi)lc [[f(va)lc |-+ | [f(va)le) = [fIE- U

V definici 5.78 byl zaveden pojem matice prechodu od baze B k béazi C ko-
necné generovaného prostoru V. Pojem matice linedrniho zobrazeni nam umoznuje
zdtivodnit zavedené znaceni [id] 5.

P0OZOROVANT 6.8. Jsou-li B,C dvé bdze koneéné generovaného prostoru V, pak
matice identického zobrazeni z V do V wzhledem k bidzim B a C se rovnd matici

prechodu od bize B k bdzi C.
DUKAZ. P¥{my diisledek definic. O

Vztah [x]c = [id])Z [x] 5 z tvrzeni 5.79 je nyni disledkem tvrzeni 6.6.

Piesnéjsl oznaceni pro matici pfechodu od béze B k bazi C by bylo [idy]Z,
abychom zduraznili, Ze se jednéd o matici identického zobrazeni idy z V' do V. Index
V' ale pro prehlednost vétsinou vynechévame, obvykle vime, v jakém prostoru V
pocitame.

Matice linearniho zobrazeni f4 : T™ — T™ vzhledem ke kanonickym béazim je
pivodni matice A, tj.

[falir = A,

kde K; znaci kanonickou béazi v aritmetickém prostoru T*.

PRIKLAD 6.9. Uvazujme zobrazeni f : Z} — Z2 dané predpisem

7 il . 2x1 + 3x9 + 3
2T 4x1 + 223
T3

Vztah lze maticové zapsat

s TN 20301 o
T2 =14 0 2 T2
X3 T3

7 toho vidime, Ze f = fa pro matici

2 3 1
A:(4 0 2)’

takZe f je linedrni zobrazeni a podle pfedchozi pozndmky | f]gz = A.
Urcéime matici f vzhledem k bazim B a C| kde

1 2 3
s={{ 1) (2] (e )]« e=((3)(3))
2 0 4

w
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K tomu dosazenim spocitdme obrazy vektori v bazi B:
f,2)"=02-1+3-1+1-2,4-1+2-2)7 =(2,3)7
f(2,2,00F =(2-24+43-241-0,4-24+2-0)7 =(0,3)T
f3,4,4)7T=(2-3+3-4+1-44-3+2-4)7 =(2,0)7

a obrazy vyjadiime v bazi C' tim, ze vyresime tfi soustavy rovnic se stejnou matici
zaroven.

1 3|2 0 2 1 3/2 0 2

2 3|3 30 0 2|14 3 1
Zpétnou substituci dostavame [(2,3)7]¢ = (1,2)7, [(0, 3)T] = 3,97, [(2,00T)c =

(3,3)T (toto je dobré ovéfit zkouskou, napt. (2, 3) =1-(1,2)T +2-(3,3)T, takze
soutadnice vektoru (2, 3)7 vzhledem k C jsou spocteny sprévné). Matice f vzhledem

k BaC je
s (13 3
Ovéfime vztah [f(x)]c = [f]2 [x] pro vektor [x]p = (1,2,3)7, tj.
x=1-(1,1,2)T +2-(2,2,007 +3-(3,4,4)7 = (4,2,4)7
Obraz tohoto vektoru je podle definice
(24432414 _ (3
ﬂx)‘( 4-4+2-4 )‘ ( 4)

Podle [f(x)]c = [f]E[x]s musi také platit

1 1

m@m=(2 2

3
coz odpovida, protoze 1- (1,2)T + 4 = (3,4)7, takze skutecné [(3,4)T]c =
(1,4)7. A

PRIKLAD 6.10. S nabytymi znalostmi muZeme nyni rychleji urcovat matice
nékterych linedrnich zobrazeni. Budeme hledat matici A, aby pfislusné zobrazeni
fa byla rotace o . V novéjsi terminologii, hleddme matici rotace f v R? o tihel o
vzhledem ke kanonickym bézim. K tomu stac¢i urcit obrazy prvku kanonické baze
a napsat je do sloupcu. Mame

1 Cos (v 0 —sina
f<0>:(sina>’ f(1>:< Cos o ) ’

tedy
A= [fie — [ cosa —sina
1 < sina cosa
Srovnejte tento vypocet s odvozenim v ¢asti 4.4.1. A

PRIKLAD 6.11. Uvazujme zrcadleni f : R? — R? podle piimky p prochazejici
pocatkem a bodem (2,5)7. K nalezeni matice f vzhledem ke kanonickym bézim,
bychom potrebovali nalézt obrazy vektoru kanonické baze, coz vyzaduje netrivialni
vypocet. Je ale snadné urcit obrazy vektorti vhodné zvolené baze, naptiklad B =
((2,5)T,(=5,2)T). Mame totiz f(2,5)7 = (2,5)T, protoze tento vektor (2,5)7 lezi
na pifmee p, a f(=5,2)7 = (5, —2)7, protoze vektor (—5,2)7 je kolmy na p. Matice
f vzhledem k B a K5 je tedy

=5 2)
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Zanedlouho si ukazeme, jak z nalezené matice urcit matici f vzhledem k jakymkoliv
jinym bazim, napiiklad kanonickym. A

PRIKLAD 6.12. Uréime matici derivace chidpané jako linedrni zobrazeni f z
prostoru polynomu stupné nejvyse 3 do stejného prostoru vzhledem k bazim B =
(1,7, 2% 2%) a stejné bazi B. K tomu staci vypoéitat vyjadien{ f-obrazti prvki B
vzhledem k béazi B:

[1']5 = [0]5 = (0,0,0,0)"
[2']p =[]z = (1,0,0,0)"
[(z%)']5 = [22]5 = (0,2,0,0)T
[(z*)]5 = [32°%]5 = (0,0,3,0)"
Hledand matice je
0100
00 20
15 = 00 0 3
00 0 0

6.3. Skladani linearnich zobrazeni

Linedrni zobrazeni a matice spolu tizce souvisi, proto neni prekvapivé, ze s line-
arnimi zobrazenimi muzeme provadét podobné operace jako s maticemi: muzeme je
nésobit skaldrem, séitat, ndsobit (pro zobrazen{ tim myslime sklddat) a invertovat,
samozirejmeé jen za urCitych podminek. Pricemz operace s linedrnimi zobrazenimi
odpovidaji pri maticovém popisu prisluSnym operacim pro matice. Podivame se
nejprve na skladani a invertovani.

TVRZENI 6.13. Jsou-li U, V, W wvektorové prostory nad télesem T a jsou-li f :
U— Vag:V = W linedrni zobrazeni, pak sloZené zobrazeni gf je linedrni
zobrazeni gf : U — W.

Jsou-li navic prostory U, V, W konecné generované a je-li B bdze v U, C bdze
ve'V a D bdize ve W, pak plati

918 = 195 (18 -

DUKAZ. Pro libovolné dva vektory x,y € U dostdvame vyuZitim pfedpokladu
linearity f a g, ze

gf(x+y) =g(f(x+y)) =9(f(x) + f(¥)) = 9f(x) + 9f(y) -
Zobrazeni gf tedy zachovava sc¢itani. Podobné, pro kazdy vektor x € U a kazdy
skalar ¢t € T plati
gf(tx) = g(t f(x)) =t gf(x) .
Zobrazeni gf proto zachovava i ndsobeni skalarem, takze je linedrni.
K dtkazu druhé ¢dsti ovéiime (dvojim uzitim tvrzeni 6.6 o matici linedrniho
zobrazeni), Ze pro libovolné x € U plati

[9f(®)]p = 915 [f(®)]e = (95 (/18 KB) = (915 [/1E) KB -
Z tvrzen{ 6.7 o jednoznaénosti matice linedrntho zobrazeni nyn{ vyplyvd, ze [gf]3 =
915 Lf1E- O

TVRZENT 6.14. Necht U,V jsou vektorové prostory nad télesem T a f : U —
V vzdjemné jednoznacné linedrni zobrazeni. Pak f~' : V — U je také linedrn{
zobrazent.
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Jsou-li navic U,V konecné generované vektorové prostory dimenze n, B bdze
v U a C bdze ve V, pak plati

_ -1
1715 = (1£12)
DUKAZ. Zvolime libovolné dva prvky x,y € V. Protoze f je na V, existuji

u,v € U takové, ze f(u) = x a f(v) = y. ProtoZe f je linedrni, plati f(u+v) =

f@+ fv)=x+yatedy f[T'(x+y)=u+v=[f""(x)+f(y)

Podobné, pro libovolny skalar ¢t € T plati f(tu) = tf(u) = tx a tedy f~1(tx) =
tu=tf"1(x).

K dikazu druhé ¢asti vyuzijeme druhou ¢ast tvrzeni 6.13 o slozeném zobrazeni.
Protoze f~1f = idy, plati I,, = [idy]|8 = [f~1f]8 = [f 1§ [f]E. Matice [f]E je
étvercova, proto [f~1G = ([f1B)~ L. O

V druhé casti tvrzeni staci predpokladat, ze prostor U je koneéné generovany.
Podle bodu (2) nebo (3) tvrzeni 6.27 je pak prostor V také koneéné generovany a
ma stejnou dimenzi.

Ukéazeme si pouziti predchozich dvou tvrzeni na pocetnich prikladech.

PRIKLAD 6.15. Uréime matici prechodu od kanonické baze prostoru R? k bazi
B = ((2,5)7T,(-5,2)T). Matici piechodu od B ke kanonické bazi uréfme pifmo z

definice.
. 2 5
g, = (3 7))

Vyuzijeme id™" = id a tvrzeni 6.14:

-1
: 1K o —11K. . 1B \— 2 -5 1 2 5
g =i e =g = (5 ) =5 5 s
Nalezenou matici prechodu mizeme pouzit k vypoctu matice zrcadleni f :

R? — R? podle piimky p prochézejici pocétkem se smérem (2,5)7 vzhledem ke
kanonickym bazim. V piikladu 6.11 jsme nahlédli, ze matice f vzhledem k B a

kanonické bazi je
B 2 5
[f]Kz = < 5 —92

Pomoci tvrzeni 6.13 a uzitim f = f id nyni mtizeme spocitat matici f vzhledem ke
kanonickym bazim:

== (5% )w (5 3) -m (' 3)
A

PRIKLAD 6.16. V prostoru Z2 jsou dény baze B = ((2,4)7,(3,3)T) a C =
((1,3)T, (2,4)T). Vektor v € Z2 m4 vzhledem k bazi B soutadnice [v]g = (z1,72)7.
Najdeme souradnice vektoru v vzhledem k bazi C.

K tomu uréime matici prechodu od B k C uzitim tvrzeni 6.13 a 6.14:

| 1 2\ ' /2 3
a1 = bt g, = %) o= (5 7 ) (5 5)
:1<4 3)(2 3)22(0 1>:<0 2)
3\2 1 4 3 3 4 1 3
Souradnice v vzhledem k C jsou

Vo = [id]& [v]s = ( ? ; ) ( i; ) = ( xff?’mjz >

Vysledek jesté miizeme ovérit napiiklad volbou (x1,22)T = (1,0)T. Je [v]p =
(1,0)7, takze v = (2,4)T. Podle odvozeného vzorce by mélo platit [v]c = (0,1)7 a
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skuteéné (2,4)T =0-(1,3)T +1-(2,4)T. K nabyt{ tiplné jistoty bychom mohli jesté
ovéfit pro (z1,z2)" = (0,1)7. A

PRIKLAD 6.17. V piikladu 6.9 jsme uréili matici linedrniho zobrazen{ f : Z3 —
72 daného piedpisem

; ) U 2mABuatas N _ (2 3 1 o
21~ 41 + 223 “\4 0 2 2
xs3 €3

vzhledem k bazim B a C| kde

1 2 3
s (V) (0) o e=(()(2)
2 0 4
Spocitame tuto matici jinym postupem. Ze zadani muzeme primo urcit matice
[f][lgg, id]%, a [id]%, . Pomoci téchto matic lze spocitat [f]5:

/12 = ()52 [F158 ()R, = (1d]S,) " [ ]2,
-1 1 2 3
()l
()G ) (s 1)-(213)

A

Nasledujici dusledek tvrzeni 6.13 a 6.14 je obzvlasté dilezity, jak zjistime v
kapitole o vlastnich ¢islech. Proto jej formulujeme jako samostatné tvrzeni.

TVRZENT 6.18. Je-li V koneéné generovany vektorovy prostor nad télesem T,
f 'V = V linedrni zobrazeni, B,C dvé bdze prostoru V a R matice prechodu od
bize B k bazi C, pak

fIB=RIfIER .

DUKAZ. ProtoZe f =idy f idy mame

(15 = [idv]5 [£1E idv]E = ([idv]E)

/16 idv]é =R [fIER .

6.4. Specialni typy linearnich zobrazeni
Nasledujici definice zavadi terminologii pro rtizné typy linedrnich zobrazeni.

DEFINICE 6.19. Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T a f : V —
W je linearni zobrazeni.
Pokud je f prosté, rikame, ze f je monomorfismus,
pokud je f na prostor W, fikame, ze f je epimorfismus,
pokud f je vzijemné jednoznacné, rikame, ze f je izomorfismus,
pokud V = W, fikdme, Ze f je endomorfismus prostoru V (nebo také
linedrni operdtor na prostoru V),
pokud W =T = T!, iikdme, Ze f je linedrni forma na V,
e pokud je f izomorfismus a endomorfismus, rikame, ze f je automorfismus
prostoru V.

PRIKLAD 6.20.

e Rotace a osové soumérnosti jsou automorfismy R? — R2.
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e Zobrazeni pfifazujici vektoru z V soufadnice ve zvolené bézi B = (vy,...,vy,)
je izomorfismus z V do T™.

e Zobrazeni piitazujici vektoru z R? jeho orientovanou vzdéalenost od zvolené
roviny prochéazejici poc¢atkem je linedrni forma na R3, je to epimorfismus,
ktery neni monomorfismus.

e Projekce na rovinu prochézejici poéétkem (chdpand jako zobrazeni R3 —
R3) je endomorfismus, ktery nenf ani epimorfismus ani monomorfismus.

e Zobrazeni f : R? — R3 definované vztahem f(z1,22)7 = (21,22,0)7
(vloZeni roviny do R?) je monomorfismus a neni to epimorfismus.

A

6.4.1. Jadro a obraz. Jako defekt prostoty zavedeme jadro Ker f linedrniho
zobrazeni f, je tvoreno témi vektory, které f zobrazi na nulovy vektor. Obraz line-
arntho zobrazeni f budeme znacit Im f.

DEFINICE 6.21. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Jddrem f rozumime
mnozinu
Kerf={xeV: f(x)=o0}.
Obraz (obor hodnot) f zna¢ime Im f, tj.

Imf={f(x):xeV}.

Vsimnéte si, ze nulovy vektor lezi v jadru jakéhokoliv linedrniho zobrazeni. Po-
kud ale v jddru zadny jiny vektor nelezi, je jiz zobrazeni prosté (tj. monomorfismus).

TVRZENI 6.22. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak f je prosté privé
tehdy, kdyz Ker f = {o}.

DUKkAz. Je-li f prosté a x € Ker f, pak f(x) =0 = f(0), a protoZe f je prosté,
plyne odtud x = o. Proto Ker f C {o}. Opa¢nd inkluze je trividlni.

Je-li naopak Ker f = {0} a f(x) = f(y) pro néjaké vektory x,y € V, pak z
linearity f plyne f(x —y) = f(x) — f(y) = o, takie x —y € Ker f, odkud plyne
x = y. To dokazuje, ze f je prosté. O

7 dukazu je patrné, ze jadro linedrniho zobrazeni urcuje, které dvojice vektoru
se zobraz{ na stejny vektor. Vztah f(x) = f(y) totiz plati pravé tehdy, kdyz x—y €
Ker f.

Obraz i jadro linearniho zobrazeni mezi dvéma konecné generovanymi prostory
urc¢ime snadno z jeho libovolné matice — v prislusnych bézich je to sloupcovy prostor
resp. jadro této matice. Toho jsme si jiz diive v§imli pro zobrazeni mezi aritmetic-
kymi prostory a jejich matici vzhledem ke kanonickym bazim.

TVRZENI 6.23. Necht V, W jsou koneéné generované vektorové prostory, B je
bize V, C je bize W a f:V — W je linedrni zobrazeni. Pak plati

e jddro Ker f je podprostorem V a plati
[Ker f]p = Ker [fI&

e obraz Im f je podprostorem W a plati
Im fle = Im [f]¢ .

DUKAZ.

e Jidro je neprazdné, protoze obsahuje nulovy vektor. Je uzaviené na sci-
tani, protoze z u,v € Ker f plyne f(u+ v) = f(u) + f(v) = o, ¢ili
u+ v € Ker f, a podobné se ukdze uzavienost na nasobeni skalarem.
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Pouzijeme opét vzorec pro matici linearniho zobrazeni:
[Ker flp =[{v: f(v) =0} ={[v]p : f(v) =0} ={[v]s : [f(V)]lc = o}
= {5 : [/18[V]s = 0} = {x € T : [f]@x = 0} = Ker [f]8

e Obraz je ziejmé neprazdny. Ovérime uzavienost na s¢itani, uzavienost na
nasobeni skaldrem se dokaze podobné. Jsou-li wi,wy € W v obrazu f,
pak existuji vi,ve € V takové, ze f(vi) = wy a f(ve) = wa. Z linearity
f(vi+va) = f(v1)+ f(va) = wi +wa, takZe v obrazu lezi i soucet wq +wa.

Z tvrzeni 6.6 o matici linedrniho zobrazeni dostavame

f(We =[{fv) :veVHe ={fMc:veV}={[fléNps:veV}
={[/18x:xe ™V} =Im[f]& .
O

PRIKLAD 6.24. Linedrn{ zobrazeni f : R® — R? mame déno matici vzhledem
k nésledujicim bazim B v R3 a C' v R?:

1 2 3
s\ ) L)) e (G)0)
3 1 0

R
Uréime Ker f a f(R3).

Nejprve spocitdme Ker A (tj. uréime néjakou bézi Ker A), tedy vyfesime ho-
mogenni soustavu rovnic s matici A.

2 1 -3 2 1 =3

-4 -2 6 0 0 O
Béze Ker A je napiiklad (—1,2,0)7,(3,0,2)T (za parametry jsme volili (2,0)7 a
(0,2)T, aby vychédzela hezéf éfsla). Takze

-1 3
[Ker f]p = Ker A = Span 2 ,1 0 ,
0 2

z ¢ehoz dopocteme

w
=)
w
o

3 9 3
= Span -2 1, 12 = Span -2 1,

1 2 1 3

Kerf=Span< -1 2 | +2 31 2 | +2| 3
3
4
-1 9 -1 3

Nyni radkovymi upravami uré¢ime bazi Im A:

2 -4 1 -2
1 -2 |~10 O
-3 6 0 0
Takze
[m flec =ImA = Span{( _12 >}
a

s (1) 2(7 )} sl %)} -
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Dimenze jadra f je 2 a dimenze obrazu f je 1, coz je v souladu s vétou o dimenzi
jadra a obrazu pro matice.
A

6.4.2. Charakterizace mono/epi/izomorfismi. Monomorfismy zobrazuji
linearné nezavislé posloupnosti na linearné nezavislé posloupnosti a tato vlastnost
je charakterizuje.

TVRZENI 6.25. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je

konecné generovany a f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici turzent jsou
ekvivalentni.

(1) Zobrazeni f je prosté (monomorfismus),

(2) pro kazdou linedrné nezdvislou posloupnost (v1,...,vi) ve V je posloupnost
(f(v1),..., f(vk)) linedrné nezdvisld ve W,
(3) existuje baze (v, ...,vy,) prostoru'V takovd, Ze posloupnost (f(v1), ..., f(vyn))

je linedrné nezdvisld v W.

DUkAz. (1) = (2). Predpokladdejme, Ze f je prosté a (vq,...,vy) linedrné ne-
zavisla posloupnost ve V. Plati-li pro néjaké skalary ¢1,...,tx € T

tif(vi) +- +tpf(vi) =0,

pak v disledku linearity f plati rovnéz
f(t1v1 + -4 tk-Vk) =0= f(O) .

ProtoZe f je prosté zobrazeni, plati t;vy + - - - + tx v = 0, a protoze (vi,...,vg) je
linearné nezavisla, dostavame t; = --- =t = 0.

(2) = (3). Plyne z toho, ze kazda baze je linedrné nezavisld posloupnost.

(3) = (1). Podle tvrzeni 6.22 staéi dokazat, ze Ker f obsahuje pouze nulovy
vektor. Uvazujme libovolny vektor x € Ker f. Vyjadiime jej jako linedrni kombinaci
prvka béze (vi,...,v,):

Xx=tivi+---+1t,v, .

Pak

OZf(X) :f(tlvl+"'+tnvn) :tlf(vl)+"'+tnf(vn) :
Protoze je (f(v1),..., f(vy)) je linedrné nezdvisla, plyne odtud t; =---=1t, =0 a
tedy x = o. O

Nasleduje obdobné tvrzeni pro epimorfismy. Ty prevadéji mnoziny generatoru
na mnoziny generatord.

TVRZENI 6.26. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je
konecné generovany a f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni.

(1) Zobrazeni f je na W (epimorfismus),

(2) pro kaZdou mnoZinu generdtori {vi,...,vg} ve V je {f(vi),...,f(vk)}
mnozina generdtori ve W,

(3) emistuje baze (vi,...,v,) prostoru V takovd, Ze {f(v1),..., f(vn)} gene-
ruje W.

DUKAZ. (1) = (2). Pro libovolny vektor w € W existuje x € V tak, ze f(x) =
w, protoZe f je epimorfismus. Protoze {vi,...,vi} generuje V, mizeme vektor x
vyjadrit jako linedrni kombinaci x = t1vy + - - - + ¢ vg. Diky linearité f nyni mame
w=f(x)=f(tavi+ - +txvg) = t1f(v1) + - + tpf(ve). Zjistili jsme, Ze kazdy
vektor w lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektortu f(v1),..., f(vk), coz znamena,
ze {f(v1),..., f(vk)} mnoZina generdtort ve W.

(2) = (3). Plyne z toho, ze kazd4 baze V generuje V.
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(3) = (1). Potfebujeme ukézat, ze kazdy vektor w € W m4 vzor pfi zobrazeni
f. Protoze {f(v1),..., f(vn)} generuje W, muzeme w vyjadrit jako w = ¢; f(vy) +
-+ -+t f(vy). Pak pro vektor x = t;vi+- - -+, v, plati f(x) = f(t1vi+- - +tpvp) =
tif(vi)+ -+t f(vy) = w. O

Disledkem predchozich dvou tvrzeni je charakterizace izomorfismii.

TVRZENI 6.27. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je
konecné generovany a f : V— W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici turzeni jsou
ekvivalentni:

(1) zobrazeni f je izomorfismus,

(2) pro kazdou bdzi (v1,...,vk) ve V je (f(v1),..., f(vk)) bdze ve W,

(3) existuje baze (vi,...,vy,) prostoru V takovd, Ze (f(v1),..., f(vs)) je bize
ve W.

6.4.3. Izomorfismus. Dva prostory V, W nazyvame izomorfni, pokud exis-
tuje izomorfismus f : V. — W. (Rozmyslete si, Ze relace “byt izomorfni” je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni, tj. je to ekvivalence, viz cviceni.) Skuteénost, ze V.a W
jsou izomorfni, zapisujeme

V=w

Izomorfni prostory jsou ,, v podstaté* stejné, lis{ se jenom prejmenovanim vek-
tori. Podrobnéji, uvazujme izomorfismus f : V — W. Prejmenovanim kazdého
vektoru v € V na f(v) a zachovdnim ptivodnich operaci vznikne prostor W. Sku-
tecné, prejmenovanim dvou vektort u, v ve V vzniknou vektory f(u), f(v), jejichz
soucet ve W je f(u)+ f(v), coz je z linearity totéz jako pfejmenovany vektor u+ v,
tj. vektor f(u+v). Podobné pro nasobeni skaldrem. Proto izomorfismy zachovévaji
mnoho vlastnosti.

P0ZOROVANI 6.28. Necht f : V — W je izomorfismus konecné generovanyjch
prostoriu. Pak plati

(1) posloupnost (vi,...,vg) je linedrné nezdvislda ve V prdvé tehdy, kdyZ je
posloupnost (f(v1),..., f(vi)) linedrné nezavisld v W,

(2) mnoZina {vy,...,vi} generuje V prdvé tehdy, kdyZ mnozina {f(v1),..., f(v)}
generuje W,

(3) posloupnost (vi,...,vy) je baze V prdvé tehdy, kdyz je posloupnost (f(v1),..., f(vi))
bize W,

(4) dimV =dim W,

(5) mnozina M C'V je podprostorem prostoru V pravé tehdy, kdyz je f(M) =
{f(m) : m € M} podprostorem prostoru W,

(6) pokud U <V, pak f ziZené na U je izomorfismem U — f(U). Specidlné
dim U = dim f(U).

DUKAz. Dikaz je pfenechan ¢tenafi jako cvideni. O

Pro libovolny koneéné generovany prostor V nad télesem T s bézi B = (vq,...,V,)
je zobrazeni s : V. — T definované vztahem s(v) = [v]p izomorfismus V — T™:
Zobrazeni s je prosté, protoze kazdy vektor je jednoznac¢né urcen souradnicemi
vzhledem k B. Zobrazeni s je na T, protoze kazda n-tice je souradnicemi néja-
kého vektoru ve V. Konefné s je linedrn{ podle tvrzeni 5.75. (Vlastnosti uvedené v
pozorovani 5.77 jsou tak specidlnim piipadem pozorovéani 6.28.)

Pouzitim vlastnosti z pozorovani 6.28 na tento “soufadnicovy izomorfismus”
ziskdme obecnéjsi verzi véty o dimenzi jadra a obrazu, diive dokdzané v maticové
verzi.
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VETA 6.29 (o dimenzi jiddra a obrazu). Jsou-li V,W konecné generované vek-
torové prostory nad télesem T a f: V — W linedrni zobrazeni, pak

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim'V .

DUKAz. Vezmeme libovolnou bazi B prostoru V a bazi C prostoru W. Ozna¢me
A = [f]8 (jde o matici typu dim W x dim V). Podle tvrzeni 6.23 o vypoctu jadra
a obrazu plati [Ker flp = Ker A a [Im f]c = Im A. Z bodu (6) pozorovani 6.28
nyni vyplyva dim Ker f = dimKer A a dimIm f = dim Im A. Vztah nyni vyplyvé z
véty 5.99 o dimenzi jadra a obrazu pro matice. O

Souradnicovy izomorfismus také ukazuje, ze kazdy vektorovy prostor V nad
T dimenze n je izomorfni aritmetickému prostoru T". Ze symetrie a tranzitivity
relace “byt izomorfni” plyne, Ze libovolné dva prostory nad stejnym télesem stejné
dimenze jsou izomorfni. Pfedvedeme “bezsouradnicovy” dikaz.

VETA 6.30. Necht V a W jsou dva konecné generované prostory nad télesem

T. Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni:
(1) Ezistuje izomorfismus f:V — W.
(2) dim(V) = dim(W).

DUKAZ. Implikace (1) = (2) je bod (4) v pozorovani 6.28.

Pro dukaz druhé implikace zvolime bazi B = (vi,va,...,Vv,) prostoru V a
bézi C = (w1, wa,...,w,) prostoru W. Podle tvrzeni 6.4 (o rozsifovani linearniho
zobrazeni definovaného na bézi) existuje linedrni zobrazeni f : V — W spliujici
f(vi) = w; pro kazdé i € {1,2,...,n}. Toto linedrni zobrazeni je izomorfismem
podle bodu (3) tvrzeni 6.27 charakterizujici izomorfismy. O

Dokazana véta dava presny vyznam heslu, ze vektorovy prostor nad danym
télesem dané dimenze je “v podstaté” jen jeden.

Véta plati i pro prostory, které nejsou konec¢né generované. Témi se detailnéji
nezabyvame, ukazeme ale piiklad izomorfismu mezi takovymi prostory.

PRIKLAD 6.31. Ozna¢ime V prostor vSech realnych polynomt a W podprostor
prostoru vsech posloupnosti redlnych cisel tvoreny posloupnostmi, které obsahuji
kone¢né mnoho nenulovych prvki. Definujeme zobrazeni f : V — W vztahem

flap+ a1z + -+ apz™) = (ag,a1,...,an,0,0,...) .

Snadno se ovéri, Ze f je bijekce (prosté a na) a ze je linedrni, tedy f je izomorfismus.
A

6.5. Prostor linearnich zobrazeni

Uvazujme dva vektorové prostory V, W nad stejnym télesem. Nasledujici tvr-
zeni ukazuje, ze na mnoziné vSech linearnich zobrazeni z V do W lze prirozenym
zpusobem zavést s¢itani a skaldrni nasobeni.

TVRZENI 6.32. Jsou-li V, W wektorové prostory nad stejniym télesem T, f, g :
V — W dvé linedrni zobrazeni a t € T, pak plati:
(1) Zobrazenitf definované vztahem
tfx) =t f(x), xe€V
je linedrni zobrazeni V.— W.
(2) Zobrazeni f + g definované vztahem

(f+9)x) =f(x)+9(x), xeV

je linedrni zobrazeni V.— W.

DUKAZ. Pfenechdme jako cvideni. O
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DEFINICE 6.33. Méjme vektorové prostory V, W nad stejnym télesem T. Pak
mnozina vSech linedrnich zobrazeni z V do W s operacemi definovanymi v tvr-
zeni 6.32 tvor{ vektorovy prostor nad T, zna¢ime jej Hom(V, W).

TVRZENI 6.34. Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad téle-
sem T, dimV = n a dimW = m, pak prostor Hom(V, W) je izomorfni prostoru
T™*" y$ech matic typu m x n nad T

DUKAZ. Zvolime bézi B prostoru V a bazi C prostoru W. Zobrazeni s : Hom(V, W) —
T™*" definujeme vztahem s(f) = [f]Z.
Zobrazeni s je prosté, protoze kazdé linearni zobrazeni je jednoznac¢né urceno
svou matici vzhledem k B a C. Zobrazeni s je na T™*" protoze kazdd matice
typu m X n je matici néjakého linedrniho zobrazeni V. — W. K ovéreni toho, ze
s je linearni, potiebujeme ukédzat, ze pro libovolné f,g : V. — W a t € T plati
(tf18 = t[f18, [f + 9]8 = [f]E + [9)8. To prenechdme jako cvicen. O

6.5.1. Linearni formy. Pripomenme, Ze linedrni forma na vektorovém pro-
storu V nad télesem T je linedrni zobrazeni z V do (jednodimenzionalniho) prostoru
T.

Mnozinu vsech linedrnich forem na V spolu s prirozenymi operacemi sc¢itani a
nasobeni (zavedenymi ve tvrzeni 6.32) nazyvame dudl prostoru V:

DEFINICE 6.35. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Dudlem prostoru
V rozumime prostor

V¢ = Hom(V, T)

Predpoklddejme, ze V je koneéné generovany prostor dimenze n. Prostor Hom(V, T)
je podle tvrzeni 6.34 izomorfni prostoru T!*"™ vech matic nad T typu 1 x n tj. pro-
storu fadkovych vektortu. Specialné:

TVRZENI 6.36. Necht V je konecné generovany prostor, pak
dimV = dim V¢ .

DUKAZ. V¢ = Hom(V,T) je izomorfni T*" (kde n = dim V) a tento prostor
mé dimenzi n. ProtoZe izomorfni prostory maji stejnou dimenzi (viz nap¥. pozoro-
véani 6.28), plati dim V¢ = n. O

Podle ditkazu tvrzeni 6.34 izomorfismus Hom(V,T) = T!*" ziskdme volbou
baze B prostoru V a baze C prostoru T. Pro linearni formy bazi C volime vzdy
“kanonickou”, tj. C' = (1).

DEFINICE 6.37. Necht V je koneéné generovany prostor nad télesem T, f je
linearni forma na V a B je béze prostoru V. Matici formy f vzhledem k bazi B
rozumime tadkovy vektor

1117 = 16
Podle definice matice linedrniho zobrazeni je matice f vzhledemk B = (vy,...,v,)

rovna

[f]B = (f(vl)af(VQ)a < 7f(vn)) .

Vzorec z tvrzeni 6.6 o matici linedrniho zobrazeni mé pro linearni formy tvar
fx) =[1PKp -
Oznac¢ime-li [f]Z = (a1,...,a,) a [x|p = (21, ..., T,), mame

f(x) = (ala-“aan)(xlw-wxn)T:alxl + agTo + -+ ApTy .



6.5. PROSTOR LINEARNICH ZOBRAZENI 218

6.5.2. Radkovy pohled na soustavy lineiarnich rovnic. Rozebereme nyni
podrobnéji fadkovy pohled na soustavy linearnich rovnic. Diskuzi budeme provadét
pouze pro homogenni soustavy rovnic, jejichz reseni je zakladem pro feseni obecnych
soustav.

Necht tedy A = (a;;) je matice typu m x n nad télesem T s fadkovymi vektory
ai,...,a,. Proi=1,...,m ozna¢me f; linedrni formu na T", jejiz matice vzhledem
ke kanonické bazi je a;, tj.

fi(z1, ... 7:Cn)T = 0,121 + Q%2 + -+ ATy -

Vektor x € T™ je feSenim soustavy Ax = o pravé tehdy, kdyz fi(x) = 0, fa(x) =
0,..., fm(x) = 0. Jinymi slovy, Ax = o pravé tehdy, kdyz x € Ker f1, .., x €
Ker f,,,, neboli x € Ker fiN---NKer f,,. Jadro je, kromé pripadu nulové formy, vzdy
nadrovina (tj. podprostor dimenze n — 1 v T"), jak ukazuje nasledujici obecnéjs
tvrzeni.

TVRZENT 6.38. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a f je
linedrni forma na V. Je-li f nenulovd, pak dimKer f =n — 1.

DUKAz. Podle véty 6.29 o dimenzi jidra a obrazu plati
dimKer f +dimIm f =n

Je-li f nenulova forma, jeji obraz je celé T a dimIm f = 1, takze dimKer f+1 = n,
¢ili dimKer f =n — 1. O

Vratme se k diskuzi feseni soustavy. Predpoklddejme pro prehlednost, ze zadnéa
z forem fi,..., f;, neni nulova. Kazdy radek v takovém pripadé urcuje nadrovinu
Ker f; a mnozina feseni je rovna pruniku téchto nadrovin. Poc¢itejme priniky po-
stupné: uvazujme posloupnost

Wi =Ker f1, Wy =Ker fi NKer f3,..., W, = Ker fi NKer fo N ---NKer fp,.

Wiyt1 je tedy prinikem W; a nadroviny Ker f;1 1. Dlsledkem véty o dimenzi souctu
a pruniku je (viz ndsledujici tvrzeni 6.39), ze W;41 je bud rovno W; (to nastane
v pripadé, ze Ker f;11 2 W;) a nebo mé o jednicku mensi dimenzi. Dalsi véta
pak ukazuje, ze prvni moznost nastane pravé tehdy, kdyz je forma f;;; linedrni
kombinaci forem fi, ..., f;. (Ekvivalentné, kdyZ je a;11 linedrni kombinac{ vektort
ajp, ., a;.)

TVRZENT 6.39. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n, W je podprostor V a U
je podprostor V. dimenze n—1. Pokud neplati W C U, pak dim(WNU) = dimW—1.

DUKAZ. Pokud neplati W C U, tak je U vlastnim podprostorem W + U, z
¢ehoz plyne, ze W+ U ma dimenzi alespon n. Vyssi dimenzi ale mit nemtze jakozto
podprostor prostoru V, ktery ma dimenzi n. Z véty 5.103 o dimenzi souctu a prianiku
dostavame

dim(WNU) =dimW +dimU —dim(W+U) =dimW+n—-1—-n=dimW -1 .
U

VETA 6.40. Necht'V je vektorovy prostor dimenzen nad télesem T a f1, fa, ..., [k, g
linedrni formy na V. Pak nasledujici tvrzent jsou ekvivalentni.

(1) gE Span{f17"'7fk}
(2) Kerg D Ker fiN---NKer fi
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DUKAz. Jednodugsi je implikace (1) = (2). Pfedpokladejme, Ze g = t1 f1 +- - - +tx fx pro n&jaké
skalary t1,...,t; € T. Pak pro libovolny vektor x € Ker f1 N---NKer fi plati fi(x) = fa(x) =--- =
Jr(x) = o, tedy také g(x) = (t1f1 + -+t fr)(®) = t1 f1(x) + - + L fu(x) = 0.

Pro ditkaz (2) = (1) zvolme néjakou bazi B prostoru V. Oznaéme C matici (typu k X n) s
tadkovymi vektory [f1]Z, .., [fx]B a D matici (typu (k+ 1) x n) s fadkovymi vektory [f1]Z, .., [fx]Z,
[9]7.

UkéaZeme, ze Ker C' = [Ker f1N---NKer fr] 5. UvaZujme libovolny vektor y € T™ a vektorx € V'
takovy, Ze [x] g = y. Vektor y lezi v [Ker fiN---NKer fx]p pravé tehdy, kdyz x lezi v Ker fiN...Ker f,
neboli f1(x) = - -+ = fi(x) = 0. To nastane pravé tehdy, kdyz [f1]B[x]g = --- = [fx]P[x]5 = 0 (podle
tvrzeni 6.6). Podle definice matice C, toto je ekvivalentni podmince C[x]g = o, neboli y € Ker C.

Podobné se ukaze, ze Ker D = [Ker f1N---NKer fyNKer g]g. Z predpokladu, ze Ker g obsahuje
Ker f1 N --- N Ker fi ale plyne Ker fi N--- N Ker fr N Kerg = Ker fi N--- N Ker fj. Plati proto
Ker C = Ker D.

Podle véty 5.99 o dimenzi jadra a obrazu pak plati dimIm C = dimIm D (= n — dimKerC =
n — dimKer D) a z véty 5.88 o rovnosti dimenze fadkového a sloupcového prostoru dostdvame

dimIm CT = dimIm DT. Radkovy prostor matice C' je podprostorem Fadkového prostoru matice
D, proto z rovnosti dimenzi vyplyvd Im CT = Im DT. Tim padem je posledni fadek [g]® matice D
linedrni kombinaci fadkd matice C, takze existuji skaléry t1,...,t; takové, ze

917 = t1[f1)7 + - telfal® = [ fr+ o+t f] P

Rovnaji-li se matice linedrnich forem vzhledem k néjaké bazi, pak se linearni formy rovnaji, tedy kone¢né
dostavame
g=tifi+-+tf -
O

Predchozi diskuze ndm rovnéz umoznuje 1épe nahlédnout, pro¢ se dimenze
sloupcového prostoru matice A (typu m x n) rovnd dimenzi fddkového prostoru
matice A.

Vypocitame dvéma zpusoby dimenzi Ker A. Nejprve sloupcové. Podle véty o
dimenzi jadra a obrazu plati dim Ker A = n —dim Im A. To si mtuzeme predstavovat
tak, ze kazdy bazovy sloupec nam ubere jeden stupen volnosti pfi feseni soustavy
Ax = o. Dimenze mnoziny feseni této soustavy je tak rovnd n minus pocet bazovych
sloupct, ¢ili n — dim Im A.

Nyni fddkovy pohled. Analogicky jako pro sloupce fekneme, ze fadek matice A
je bazovy, pokud neni linedrni kombinaci predchozich fadka. Dimenze dimIm AT
radkového prostoru je rovna poctu bazovych fadka. Predchozi diskuze ukazuje,
Ze pri postupném priddvani rovnic (=fadka matice A), kazdy bézovy fadek snizi
dimenzi prostoru feseni o 1, takze dim Ker A je rovno n minus pocet bazovych
fadka, ¢ili n — dimIm A7,

Zdtvodnili jsme, ze dimKer A = n — dimIm A = n — dimIm A”". Z toho oka-
mzité vidime, ze dimIm A = dimIm A”.
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Shrnuti Sesté kapitoly

Jsou-li V, W vektorové prostory nad stejnym télesem T, pak zobrazeni
f:V — W nazyvame linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z V do
W, pokud

(a) f(u+v)= f(u)+ f(v) pro libovolné u,ve V a

(b) f(tu) =¢f(u) pro libovolnéueVateT.

Piiklady linedrnich zobrazeni z R? do R2.

Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, je-li B = (vq, va, ..., V)
béze v prostoru V, a jsou-li wy,wo,...,w, € W libovolné vektory, pak
existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W spliujici f(v;) = w;
pro kazdé i € {1,2,...,n}.

Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T, f :
V — W linedrni zobrazeni, B = (vq,va,...,V,) bdze ve V, a C béize ve W,
pak matice linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim B a C je matice

1112 = (f)le [ (v2)le] - [ [f(va)le) -

Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T, B =
(v1,V2,...,V,) bize prostoru V, C baze prostoru W, a f : V. — W linedrni
zobrazeni, pak pro libovolny prvek x € V' plati

[f®)]e = [f1¢ X5 -
Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T, B
baze V, C baze W a f : V — W a M matice nad télesem T spliujici
[f(x)]c = M [x]p pro kazdy prvek x € V, pak M = [f]5.
Matice linearntho zobrazeni fs : T" — T™ vzhledem ke kanonickym
bézim je puvodni matice A, tj.

[fA]g:l = Aa

kde K; znaéi kanonickou bézi v aritmetickém prostoru T¢.
Jsou-li B, C dvé baze konec¢né generovaného prostoru V, pak matice iden-
tického zobrazeni z V do V se rovna matici prechodu od baze B k bazi C.
Matice prechodu od B k B je vzdy identickd matice.
Jsou-li U, V, W vektorové prostory nad télesem T a jsou-li f: U — V
a g : V — W linedrni zobrazeni, pak slozené zobrazeni ¢f je linearni
zobrazeni gf : U — W.

Jsou-li navic prostory U, V, W konecné generované a jsou-li B baze
v U, C baze ve V a D baze ve W, pak plati

918 = 95 12 -

Jsou-li U,V vektorové prostory nad télesem T a f : U — V vzadjemné jed-
nozna¢né linedrni zobrazeni, pak f~!:V — U je také linedrni zobrazeni.

Jsou-li navic U,V kone¢né generované vektorové prostory dimenze n,
B baze v U a C béaze ve V, pak plati

-11C By~
s = ([flc)
Je-li V konecné generovany vektorovy prostor nad télesem T, f: V — V
linedrni zobrazeni, B,C dvé baze prostoru V, a R matice pfechodu od
baze B k bazi C, pak

fIB=RfIER .

Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T a f : V — W je linearni
zobrazeni.
e Pokud je f prosté, fikdme ze f je monomorfismus,
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e pokud je f na prostor W, fikdme ze f je epimorfismus,

e pokud f je vzajemné jednoznacéné, rikdme ze f je izomorfismus,

e pokud V=W, iikdme Ze f je endomorfismus prostoru V (nebo také
linedrni operdtor na prostoru V),

e pokud W =T = T!, iikdme ze f je linedrni forma na V,

e pokud je f izomorfismus a endomorfismus, rikame, Ze f je automor-
fismus prostoru V.

(14) Necht f:V — W je linedrni zobrazeni. Jadrem f rozumime mnozinu

Kerf={xeV:f(x)=o0}.
Obraz (obor hodnot) f zna¢ime Im f, tj.
Imf={fx):xeV}.
(15) Je-li f : V — W linedrni zobrazeni, pak f je prosté pravé tehdy, kdyz
Ker f = {o}.
(16) Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory, B je baze V, C je

béze W, a f: V — W linearni zobrazeni, pak
e jadro Ker f je podprostorem V a plati

[Ker f]p = Ker [f]¢
e obraz Im f je podprostorem W a plati

I flo = Im [f]¢ .

(17) Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, V konefné generovany
vektorovy prostor, a f : V — W linedrni zobrazeni, pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je prosté (monomorfismus),

(b) pro kazdou linedrné nezdvislou posloupnost (vi,...,vg) ve V je po-
sloupnost (f(v1),..., f(vk)) linedrné nezdvisld ve W,
(c) existuje baze (v1,...,vy,) prostoru V takovi, Ze posloupnost (f(v1),...

je linedrné nezavisla v W.

(18) Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, V konetné generovany
vektorovy prostor, a f : V — W linedrni zobrazeni, pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je na W (epimorfismus),

(b) pro kazdou mnozinu generatora {vy,...,vi} ve Vie {f(v1),..., f(vk)}

mnozina generdtora ve W,
(c) existuje baze (vi,...,vy,) prostoru V takovd, ze {f(vi),...,f(vn)}
generuje W.

(19) Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, V konefné generovany
vektorovy prostor, a f : V — W linedrni zobrazeni, pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je izomorfismus,
(b) pro kazdou bazi (vy,...,vk) ve Vje (f(v1),..., f(vk)) bdze ve W,

(c) existuje baze (vy,...,v,) prostoru V takova, ze (f(v1),..., f(vn)) je
béaze ve W.
(20) Je-li f:V — W izomorfismus kone¢éné generovanych prostorti, pak plati
(a) posloupnost (v1,...,vg) je linedrné nezavisld ve V pravé tehdy, kdyz
je posloupnost (f(vi1),..., f(vk)) linedrné nezévisld v W,
(b) mnozina {vy,..., vy} generuje V pravé tehdy, kdyZ mnozina { f(v1), ...
generuje W,

(c) posloupnost (vi,...,vk) je bdze V pravé tehdy, kdyz je posloupnost

(f(v1),..., f(vg)) bdze W,
(d) dimV = dim W,

, f(Vn))

s f(vi)}



(21)

(22)
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(e) mnozina M C V je podprostorem prostoru V pravé tehdy, kdyz je
f(M) ={f(m): m e M} podprostorem prostoru W,
(f) pokud U < V, pak f ziuzené na U je izomorfismem U — f(U).
Specidlné dim U = dim f(U).
Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T a f :
V — W linearni zobrazeni, pak

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim 'V .
Jsou-li V a W dva konecné generované prostory nad télesem T, pak na-
sledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) Existuje izomorfismus f: V — W.
(b) dim(V) = dim(W).

Klicové znalosti ze Sesté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

(1)
(2)

Definice linedrniho zobrazeni.

Kazdé linearni zobrazeni na konecné generovaném vektorovém prostoru
je jednoznacné urcené svymi hodnotami na prvcich jakékoliv baze. Tyto
hodnoty mizeme zvolit libovolné.

Matice [f]Z linedrntho zobrazeni f : V — W vzhledem k bézi B v prostoru
V a bazi C v prostoru W.

Formule [f(x)]c = [f]2 X5 -

Slozeni dvou linearnich zpobrazeni je linearni zobrazeni.

Formule [gf]5 = [g]5 [f]Z pro matici slozeného zobrazeni.

Inverzni zobrazeni ke vzdjemné jednoznacnému linearnimu zobrazeni je
opét linearni zobrazeni.

Formule [f~1]§ = (] f]g)fl pro matici inverzniho zobrazeni.

Formule [f]5 = [id]§ [£]% [id]2 vyjadiujicf vztah mezi maticemi endomor-
fismu f vzhledem ke dvéma riznym bazim.

Definice jadra a oboru hodnot linedrniho zobrazeni.

Charakterizace monomorfismi, epimorfismu a isomorfismt pomoci hodnot
na néjaké bazi.

Dva konec¢né generované vektorové prostory jsou isomorfni pravé kdyz
maji stejnou dimenzi.

Véta o dimenzi jadra a obrazu linearniho zobrazeni definovaného na ko-
necné generovaném vektorovém prostoru.
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Determinant

Cil. Budeme se vénovat pojmu determinantu matice. Motivaci
je porozuménd, jak zobrazeni urcené matici méni obsah (v R?) a
objem (v R3). K definici budeme potiebovat permutace, naucime
se je ruznymi zpusoby zapisovat a urcovat znaménko.

7.1. Motivace

Ctvercova matice A fadu n nad R urcuje zobrazeni f4 : R® — R™. Tato zobra-
zeni maji tu vlastnost, Ze nésobi n-dimenzionalni objemy (obsahy v pripadé n = 2,
objemy v piipadé n = 3) konstantnim ¢islem. Toto ¢éislo je rovno absolutni hodnoté
tzv. determinantu, ktery zavedeme v této kapitole. Znaménko determinantu urcuje,
zda zobrazeni méni , orientaci prostoru“. Napiiklad pokud je determinant matice
A 1adu 2 rovny 1,3, prislusné zobrazeni nasobi obsah kazdého ttvaru ¢islem 1,3 a
neméni orientaci. To, Ze se orientace neméni si lze predstavit tak, ze obraz lze dostat
spojitou deformaci roviny z ptivodniho utvaru (presnéji, tato deformace musi body
puvodniho obrazku prevadét na odpovidajici body obrazu). Pokud je determinant
A rovny —1, pak zobrazeni zachova obsah kazdého ttvaru a orientaci meéni.

F / 1

=1 detA=1,3 det A= -1

OBRAZEK 7.1. Vliv determinantu na velikost a orientaci obrazu

Odvodime si vzorec na vypocet determinantu v pripadé redlnych ¢tvercovych
matic fadu n = 2 a n = 3. V obecné definici pro vétsi n a nad jinymi télesy vizualni
predstava chybi, ale determinant mitizeme definovat stejné a bude mit podobné
vlastnosti.

7.1.1. Determinant v R2. Budeme se snazit odvodit vzorec pro determinant &tvercovych matic
A ¥adu 2. Matici se sloupci u, v budeme znaéit (u|v) a jeji determinant det (u|v). Cislo det (A), kde
A = (u|v), ma vyjadfovat zménu obsahu a orientace pfi zobrazeni f4. Protoze zobrazeni f4 zobrazuje
vektor e; = (l,O)T na vektor Ae; = u a vektor ex = (O,I)T na vektor Aes = v, fa zobrazuje
jednotkovy Ctverec se stranami e, ez na rovnobéznik se stranami u, v.

Obsah tohoto rovnobézniku muizeme vyjadfit vhodnym doplnénim na obdélnik a znaménko urdéit
diskuzi moiné vzéjemné polohy vektorﬁ uav.

223
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€2

f(e2)

€1

OBRAZEK 7.2. Jednotkovy ¢tverec a jeho obraz linedrnim zobrazenim

Kdyz vynasobime jeden z vektorl &islem t € R, pak se obsah vysledného rovnobézniku zvétsi
(nebo zmens) |t|-krat. PFitom orientace se pro kladné t nezméni a pro zaporna ¢t zméni. Dostavame
vztahy

det (tu|v) = tdet (ulv) = det (ultv)

OBRAZEK 7.3. Srovnani det (u|v) a det (tu|v)

Z nasledujiciho obrazku 7.4 mazeme nahlédnout (stadi presunout trojihelnik), Ze plati
det (u1 4+ uz|v) = det (u1|v) + det (uz|v)
a podobny vztah plati, kdyz soucet je v druhém sloupci.

det (u|vi + v2) = det (u|vi) + det (u|v2)

Na obrazku 7.4 jsou vdechny pouzité rovnobézniky kladné orientované. Obrazek 7.5 ukazuje, ze
rovnost

det (u1 + uz|v) = det (u1|v) + det (uz|v)
plati i v pripadé, kdy jsou nékteré rovnobézniky orientované zaporné.
Jesté si uvédomime, ze
det (e1,e2) =1, det(ez,e1) =—1, det(er,e1)=det(e2,e2) =0

protoze prvni matice odpovida identickému zobrazenfi, které neméni obsah ani orientaci, druhd matice
odpovida preklopeni kolem osy prvniho kvadrantu, kterd neméni obsah a méni orientaci, tfeti a Ctvrta
matice odpovida zobrazeni, ktera ¢tverci pfiradi ,zdegenerovany rovnobéznik” — tsecku.

Z odvozenych vztahi jiz jde spoditat determinant obecné matice

A= (uly) = ( a1r  aiz )

a1 a22
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. aul :
v v

OBRAZEK  7.4. Srovnani det (u1]v) + det(uz|lv) (vlevo) a
det (u; + us|v) (vpravo)

v
! .112 G i; '112

OBRAZEK 7.5. Srovnani det (u1|v) + det (uz|v) (vlevo; det (us|v)
zaporny) a det (u; 4 uz|v) (vpravo)

det (A) = det (u]v) = det (a11€1 + az1ez]aizer + azzez)
= det (a11e1|a12e1 + azze2) + det (az1e2|ai2e1 + azze2) =
= det (a11e1]a12e1) + det (a11e1|az2e2) +
+ det (a21e2]a1ze1) + det (a21e2|azzes) =
= ariaiz det (e1]e1) + ai1azz det (e1|e2) +
+ az1a12 det (e2]e1) + az1az2 det (e2]e2) =

= a11a22 — a21012

det (tu|v|w) = det (ultv|w) = det (u|v|tw) = t det (u|v|w)

225

Determinant jsme odvodili pouzitim jednotkového étverce. Obecné obsah a orientace obrazu libovol-
ného Utvaru (u né&jz lze méfit obsah) se zméni tak, jak udavd determinant. Tento fakt nebudeme
odvozovat, je soulasti prednasky z teorie miry ve druhém roéniku.

7.1.2. Determinant v R3. Pro matice ¥adu 3 udavéd determinant zmé&nu objemu a orientace.
Pro zobrazeni f4 uréené matici A = (u|v|w) je obrazem jednotkové krychle se stranami e, ez, e3
rovnobéznostén se stranami u, v, w. Z geometrického nahledu dostidvame podobné vztahy jako v
., v ™2
pripadé R=.
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det (w1 + uz + ug|v|w) = det (u1|v|w) + det (uz|v|w) + det (uz|v|w)
Podobny vztah plati, kdyz soucet je ve druhém nebo ttetim sloupci.

K vypoltu jesté potfebujeme determinanty matic, jejichz sloupce jsou vektory v kanonické bazi.
Pokud jsou dva ze sloupci stejné, pak prislusné zobrazeni degeneruje krychli na ¢tverec, nebo dokonce
Gsecku, takze determinant je 0. Déle

det (e1, e2,e3) = det (e2,e3,e1) = det (e3,e1,e2) ,

protoze pfislusna zobrazeni jsou rotace, které orientaci neméni. Zbyvaji tfi matice, jejichz determinant
je —1, protoze ptislusna zobrazeni jsou zrcadleni a ta orientaci méni.
det (e1, e3,e2) = det (e2,e1,e3) = det (es,ez,e1) ,
Determinant ted mizeme spocitat jako v pfipadé n = 2, vyrazy ale budou ponékud delsi.
a1l a2 a3
A= (uvlw)=| a21 a2 a23
a3l az2 as3

det (A) = det (u|v|w) =

= det (a11€1 + a21€2 + azie3|aizer + azzex + azzez|aizer + azxzez + aszes)

3 3 3
= Z Z Z ak1ai2am3 det (ex, e, em) =

k=11=1m=1
= aj1az2a33 det (e1, e2,e3) + ar1azzaz3 det (e1,e3,e2) +
+ a21a12a33 det (e2, e1,e3) + az1azza1s det (e2, e3,e1) +
+ aziaizaz3 det (e3,e1,e2) + azi1azzarz det (e3,e2,e1) =
= @11a22a33 + 42132013 + 431012023 — 411032023 — 431022013 — 421412033
Kazdy scitanec je soucinem ttech prvk( matice agjaj2am3, kde k,l, m jsou navzijem rizné, se zna-
ménkem odpovidajicim orientaci trojice eg, e;, ey, . Jeden scitanec tedy odpovidé vybéru jednoho prvku

z prvniho sloupce, jednoho prvku z druhého sloupce a jednoho prvku z tretiho sloupce, kde prvky
vybirdme s navzéjem riiznych ¥adki (ostatni &leny budou nulové).

7.2. Permutace

Vipocet vzorce pro ,, vicerozmérny objem*“ by probihal podobné. Museli bychom
zjistit, kterd poradi vektort kanonické baze odpovidaji kladné orientaci a kterd za-
porné. To lze pomoci pojmu znaménka permutace, které definujeme v této Casti.
Déldme tim maly vylet z linearni algebry do algebry obecné.

Permutaci definujeme jako bijekci mnoziny na sebe samu.

DEFINICE 7.1. Permutacti mnoziny X rozumime bijekci X — X. Mnozinu
vsech permutaci na mnoziné X znac¢ime Sx. Pro mnozinu permutaci na mnoziné
X ={1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo, také pouziviame znaceni S,,.

Nejcastéji budeme pouzivat permutace na koneé¢né mnoziné, konkrétné mnoziné
{1,2,...,n}. Pro konetnou mnozinu X je kazdé prosté zobrazeni X — X jiz bijekei,
a také kazdé zobrazeni X — X na je bijekci. (Pfipomerime, Ze ani jedna z téchto
implikaci neni pravdiva pro nekoneéné mnoziny.)

Vyznac¢nou permutaci na X je identické zobrazeni idy : X — X, pro néz
idx(z) = = pro kazdé x € X. ProtoZe inverzni zobrazeni k bijekci je bijekce, je
inverzni zobrazeni 7! k permutaci m na X opét permutace na X. Slozenim per-
mutaci je rovnéz permutace. Slozeni permutaci p a ¢ znac¢ime o o p nebo op, tj.
op(xz) = o(p(z)). Mnozina Sx spolu s témito operacemi opét spliuje vlastnosti
podobné sc¢itani v télese, nebo s¢itani ve vektorovém prostoru, s vyjimkou komu-
tativity:

(1) Pro libovolné m, p,0 € Sx plati m(po) = (mp)o.
(2) Pro libovolné m € Sx plati idx 7 = ridx = 7.
(3) Pro libovolné 7 € Sx plati 7r~! = 7717 = idx.



7.2. PERMUTACE 227

Tim padem nemusime pri skladani psat zavorky a také muzeme fesit jednoduché
rovnice typu apf = vy, kde «, 8, jsou dané permutace, podobnym zpisobem jako
pro cisla, akorat musime dat pozor na nekomutativitu.

7.2.1. Zapis permutace. Permutaci 7 na kone¢né mnoziné X muzeme zapsat
tabulkou, kdy do horniho fadku napiSeme v néjakém poradi prvky mnoziny X a
pod kazdy prvek z € X napiSeme jeho obraz w(x). Napiiklad permutaci m € Sg
danou vztahy w(1) =7, 7(2) =6, 7(3) =1, 7(4) =8, w(5) =5, 7(6) = 4, n(7) = 3,

7(8) = 2 muZeme zapsat

/1 2345678\ (647228135
™\76 185 432) 48362715

Tabulkou mizeme zapsat libovolné zobrazeni z X do X (nebo i do jiné mnoziny).
To, Ze m je permutace, se v tabulce projevi tak, ze v druhém fadku bude kazdy
prvek mnoziny X pravé jednou.

Dalsi moznosti je si permutaci nakreslit. Prvky X si nakreslime jako body (tzv.
vrcholy) a pro kazdé « € X si nakreslime Sipku (tzv. hranu) z 2 do 7 (z). Takovému
obrazku fikdme graf permutace w. Protoze 7 je zobrazeni, vede z kazdého bodu
pravé jedna sipka, a protoze je to bijekce, vede do kazdého bodu pravé jedna Sipka.
Kdyz graf trochu prekreslime, vidime, ze permutace je sjednocenim nezavislych

OBRAZEK 7.6. Obrizek permutace

cyklu.

1 2—>6
I O

OBRAZEK 7.7. Lepsi obrdzek permutace

To neni ndhoda, kazda permutace je slozenim nezavislych cyklu.

DEFINICE 7.2. Cyklus délky k je permutace na X spliujici m(x1) = za, m(a2) =
X3y ey T(Xp—1) = xp, w(xg) = 21 & w(y) = y pro kazdé y € X \ {z1,29,..., 2k},
kde x1, xa, ..., % jsou po dvou ruzné prvky X. Zapisujeme m = (x1 2 ... Tk).

Cykly nazyvame nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvki vyskytujici se v cyklech
disjunktni.

Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru = = (z y).
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Vsimnéte si, ze poradi prvku v cyklu mizeme cyklicky otocit a dostaneme
stejnou permutaci:

(x1 29 ... zp)= (22 ... Zp 1) == (Tf &1 T2 ... Tp—1)

Jak najit pro danou permutaci 7 rozklad na nezavislé cykly aniz bychom kreslili
obrazek? Zvolime libovolny vychozi prvek x; a podivime se na jeho obraz x, =
m(x1), pak se podivime na jeho obraz x3 = 7(x3), atd. KdyZ poprvé narazime
na prvek, ktery se jiz vyskytl, tj. vx+1 = x; pro néjaké i < k, pak nutné i = 1,
jinak by 7 zobrazovala dva riazné prvky z;_1 a xy na stejny prvek x;. Takze mame
m(xk) = x1 a miuzeme cyklus uzaviit. Pokud jsou v mnoziné X jesté jiné prvky,
vybereme kterykoliv z nich a nalezneme dalsi cykly. Tyto cykly musi byt nezavislé,
jinak bychom opét méli dva prvky, které se zobrazi do stejného prvku, a zobrazeni
7 by nebylo prosté. Naznacili jsme dikaz, ze rozklad na nezavislé cykly je mozny.
Poradi skladdni nezdvislych cykli mtuZeme libovolné ménit (na rozdil od obecnych
cyklid) a az na tuto skutecnost je rozklad jednoznacny. Detaily si rozmyslete jako
cviceni.

TVRZENI 7.3. KaZdou permutaci na konecné mnoziné X lze zapsat jako sloZeni
nezdvislych cykli. Tento zdpis je jednoznacny aZ na potadi cykli (a cykly délky 1).

PRIKLAD 7.4. Podle navodu rozlozime nasi permutaci = na nezavislé cykly.
Zacneme napiiklad s prvkem 1. Jeho obraz je w(1) = 7, obraz 7 je n(7) = 3 a obraz
3 je m(3) = 1. Nalezli jsme prvni cyklus (1 7 3). Nyn{ vezmeme néjaky prvek, ktery
se doposud neobjevil, tieba 2. Spoéitdme 7(2) = 6, 7(6) = 4, 7(4) = 8, ©(8) = 2
a nalezli jsme dalsi cyklus (2 6 4 8). Zbyva prvek 5, ktery je pevngm bodem, tj.
m(5) = 5, coz muZeme zapsat cyklem (5) délky 1 (to je identickd permutace),
chceme-li tento fakt zduraznit. Celkové tedy méme

T=(173)(2648) .
Poradi skladani miuzeme diky nezavislosti prohodit a rovnéz mtzeme v tomto zapisu
cyklicky otacet prvky v zavorkach, protoze tim vznikaji pouze ruzné zapisy stejné
permutace. Takze napriklad také
T=(6482)(317) .
A

Cyklickym zdpisem rozumime zapis pomoci nezavislych cykla s vyznacenymi

pevnymi body, napiiklad
m=(173)(2648)5) .
Pokud pevné body neuvadime, hovotrime o redukovaném cyklickém zdpisu.

Cyklicky (nebo redukovany cyklicky) zapis je vétSinou daleko vyhodnéjsi nez
zapis tabulkou, protoze lépe vidime, co permutace ,,déla“. Zapis tabulkou budeme
déle pouzivat jen zridka.

Na prikladu si rozmyslime, jak permutace invertovat a sklddat v cyklickém
zapisu.

PRIKLAD 7.5. Inverzni permutace ptifadi kaZdému prvku jeho vzor. Pro per-
mutaci 7 = (1 7 3)(2 6 4 8) je napifklad 7~1(3) = 7, protoze m(7) = 3. Staé{ tedy
prevratit poradi prvka v cyklu. Na obrazku bychom otocili smeér Sipek.

7 =(137)(2846)

Na tomto misté si rovnéz uvédomme, ze inverzni permutace k transpozici je tatdz
transpozice.

(i) =04 (=(Gi))
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Vypocitdme slozeni permutace 7 a permutace p = (1 7 4 6)(2 8)(3 5):
pr=(1746)(28)(35)(173)(2648)=(142)(375)

Cyklovy zapis tvorime jako pro samotnou permutaci: vyjdeme z libovolného prvku,
podivame se, kam ho slozend permutace zobrazi a takto pokracujeme. Vysli jsme z
prvku 1, permutace 7 ho zobrazi na 7 a permutace p prvek 7 zobrazi na 4, takze
slozend permutace pm zobrazi prvek 1 na prvek 4, tj. za 1 napiSeme ¢&islo 4. Cislo 4
permutace m zobrazi na 8 a permutace p zobrazi ¢islo 8 na 2, takze piseme 2, atd.

Jesté jednou pripomenme, ze sklddani komutativni neni (ale tfeba nezdvislé
cykly spolu komutuji). Slozenim p a m vyjde permutace

mp=(135)(678),

coz je jind permutace nez pm. M4 ale stejnou strukturu — ma stejné jako pm dva
cykly délky 3. To neni nahoda, viz cviceni. A

Kazdy cyklus Ize zapsat jako slozeni transpozic, napriklad

(1 2 ... z) = (21 22)(x2 23) ... (Tr—1 Tk)
nebo

(r1 xo ... z) = (1 2k) ... (21 23)(T1 X2) -
Ovéfte obé rovnosti! Protoze kazdd permutace je slozenim cykla (dokonce nezavis-
Iych), miiZzeme kazdou permutaci napsat jako slozen{ transpozic. Dokdzali jsme

TVRZENI 7.6. KaZdd permutace na koneéné mnoZiné je sloZenim transpozic.

Tvrzeni vlastné rika, ze jakkoliv promichdme prvky mnoziny, lze ptivodni uspo-
radani dostat postupnym prohazovanim dvojic. Zapis permutace jako slozeni trans-
pozic neni samoziejmé jednoznacny, napiiklad

(123)=(13)12)=012)(23)=01223)12)12)=>12)(13)(23)(12)=...

7.2.2. Znaménko. Ikdyz kazdou permutaci muzeme zapsat jako slozeni trans-
pozic mnoha zpiisoby, parita po¢tu transpozic (tj. zda je pocet sudy nebo lichy) se
neméni. K dikazu tohoto tvrzeni si nejdriv vSimneme jak se méni pocet cykla v
cyklovém zapisu pfi slozeni s transpozici. Pripomernime, ze v tomto zapisu pocitame
i cykly délky jedna.

TVRzENT 7.7. Necht X je koneénd mnoZina, * € Sx a (v y) € Sx. Pak pocet
cykli v permutaci (x y)m a w se lisi o 1 a pocet cykli sudé délky v permutaci (x y)m
a 7 se rovnéz lisi o 1.

DUKAz. Rozebereme dva piipady. Nejprve pfedpokladejme, Ze = a y lezi ve
stejném cyklu (zx =21 x2 ... Tk Yy =y1 Y2 ... Y1) permutace m. Pak

(zyymr=(xy)... (22 ... T yy2 ... y)...=...(xx2 ... Te)(Yy2 .. Y1)... ,

kde ostatni cykly permutace 7 zustanou beze zmény. Pocet cykli se v tomto pripadé
zvysi o 1. Rozborem pripadi dostaneme druhou ¢ést tvrzeni (napiiklad pokud k i
l je sudé, pak se pocet cyklia sudé délky zvétsi o jedna, pokud k je sudé a [ je liché,
pak se pocet cyklu sudé délky také zvétsi o jedna, atd.).

Pokud jsou prvky x a y v riznych cyklech (x = 2y 2o ... z), (y=v1 92 ... W),
pak

(zyr=(xy)...(xae ... 2)(Yyy2 ... y)...=... (T T2 ... TLYY2 -« Y1)+ ,
takze se pocet cykli snizi o 1. Druhou ¢ast ziskdme opét rozborem pripadi. O
Disledkem je, ze parita po¢tu transpozic je stejna v libovolném zapisu permu-

tace jako slozeni transpozic. Tuto paritu navic pozname podle poctu cykla sudé
délky v cyklickém zapisu permutace.
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DUSLEDEK 7.8. Pro libovolnou permutaci @ na konecné mnoziné X nastane
jedna z ndsledujicich moznosti:

(1) Kazdy zdpis m jako sloZeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic. To
nastane prdvé tehdy, kdyZ pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklic-
kém zdpisu permutace T je sudy.

(2) Kazdy zapis m jako sloZent transpozic obsahuje lichy pocet transpozic. To
nastane prdvé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklic-
kém zapisu permutace T je lichy.

DUKAz. Je-li 7 slozenim transpozic p1ps . .. pr, pak nékolikanidsobnou aplikaci
predchoziho tvrzeni dostaneme, Ze parita poctu cykli sudé délky v permutaci 7 je
rovnd parité k: Pocet cyklu sudé délky v permutaci pi je lichy (jeden cyklus délky
2), v permutaci pi_1px je sudy, atd. ([

Tento disledek ndm umoznuje zavést znaménko permutace.

DEFINICE 7.9. Permutace m na koneéné mnoziné X se nazyva sudd, pokud
nastane moznost (1) v dusledku 7.8. Rovnéz fikdme, ze znaménko 7 je 1 a piSeme
sgn(m) = 1.

V opacéném piipadé je 7 lichd, m& znaménko —1 a definujeme sgn(w) = —1.

Znaménko snadno vypocteme z (redukovaného) cyklického zépisu. Staéi spo-
¢itat pocet cykld sudé délky. Znaménko 1ze také urcit z velikost X a poctu vsech
cyklt v cyklickém zapisu, viz cviceni.

PRiKLAD 7.10.
sgn ((1234)(567)(89)(1011)) = —1
protoze ma permutace v cyklickém zapisu 3 cykly sudé délky. A

Znaménko inverzni permutace a slozené permutace je ur¢ené znaménkem pu-
vodnich permutaci.

TVRzENT 7.11. Necht X je koneénd mnoZina a 7, p € Sx. Pak plati
(1) sgn(idx) =1,
(2) sgn(r~1) =sgn(n) a
(3) sgn(mwp) = sgn(m)sgn(p).

DUKAZ.

(1) Identickd permutace ma 0 cyklt sudé délky.

(2) Inverzni permutace m4 stejny pocet cykli sudé délky.

(3) Pokud 7 lze zapsat jako slozeni k transpozic, tj. sgn(r) = (=1)%, a p lze
zapsat jako slozeni | transpozic, tj. sgn(p) = (—1)!, pak mp lze zapsat
jako slozeni k + [ transpozic, tj. sgn(mp) = (—1)¥* = (=1)F(-1)! =
sgn(m) sgn(p).

O

Slovy, identickd permutace je sudd, inverzni permutace k sudé (resp. liché) je
sudé (resp. lichd), slozenim dvou sudych nebo dvou lichych permutaci je suda per-
mutace a slozenim liché a sudé permutace v libovolném potradi je lichd permutace.

PRIKLAD 7.12. Ve hte ,15" mame &tvercovou krabi¢ku se 4 x 4 poli¢ky, v niz jsou kosti¢ky
¢islované 1 az 15 a jedno prazdné policko, pomoci néhoz jdou kosti¢ky vodorovné nebo svisle presouvat.
Ukazeme, ze zakladni pozici na obrazku vlevo nelze ziskat z pozice na obrazku vpravo.

Mista v krabicce si ocislujeme podle zakladni pozice. Misto vpravo dole ocislujeme 16. Libovolnou
pozici zapieme pomoci permutace ™ € Si¢ tak, Ze definujeme 7(i) = j, pokud se na misté i naléza
kosticka s cislem j. Jeden tah je vlastné prohozenim umisténi prazdného policka a néjaké kosticky
i€ {1,2,...,15}. Nova pozice tedy odpovidd permutaci (16 7).
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an
m

OBRAZEK 7.8. Hra 15

Obarvime jesté desku hlavolamu dvéma barvami jako Sachovnici 4 X 4, tj. aby bilé misto vzdy
hranové sousedilo pouze s &ernymi misty a naopak. Zvolme t¥eba obarveni, kdy levy horni roh (a také
pravy dolni) je bily.

Budeme si vSimat parity permutace m a barvy prazdného policka. Na zacatku vyjdeme z pozice
odpovidajici liché permutaci (14 15) a prazdné poli¢ko je bilé. Po provedeni jednoho tahu permutace
7 zméni paritu a rovnéz se zméni barva prazdného policka, protoze bild mista sousedi pouze s ¢ernymi
a naopak. Z toho plyne, ze

e po provedeni sudého poctu tahl bude 7 lichd a prazdné policko bude bilé;

e po provedeni lichého poctu tahl bude 7 suda a prazdné poli¢ko bude &erné.

Ani v jednom z obou p¥ipadii nemizeme ziskat zakladni pozici, pro kterou je permutace 7 suda (je to
identickd permutace) a prazdné poli¢ko je bilé. A

7.2.3. Pocet permutaci. Jak jiz asi vite, poc¢et permutaci na n-prvkové mno-
7iné X = {x1,x2,...,2T,} je nl. Mame totiz n moznosti, kam zobrazit 1, pak n —1
moznosti, kam zobrazit x2, atd. Dohromady n(n —1)...1 =nl

Pocet lichych permutaci spocitdme z nasledujicitho pozorovani, které také pou-
zijeme pro dukazy tvrzeni o determinantech.

TVRZENI 7.13. Necht X je koneénd mnoZina a m € Sx. Pak plati:

(1) Soubor (p~! : p € Sx), soubor (mp : p € Sx) i soubor (pm : p € Sx)
obsahuje kazdou permutaci v Sx prdaveé jednou.

(2) Pokud 7 je lichd, pak soubor (mp : p € Sx,sgn(p) = 1) i soubor (pm :
p € Sx,sgn(p) = 1) obsahuje pouze liché permutace v Sx, kaZdou prdvé
jednou.

DUKAZ. Rovnice 0 = p~! ma pro dané o pravé jedno feseni p = o~1. (Roz-

myslete si podrobné toto i dalsi tvrzeni pouzitd v tomto dikazu. Zdavodnéni je
podobné jako v tvrzeni 3.3 o vlastnostech téles.) To znamend, Ze kazdou permu-
taci o lze zapsat ve tvaru p~! pravé jednim zptisobem, tj. soubor (p=1 : p € Sx)
obsahuje kazdou permutaci v Sx pravé jednou.

Rovnice 0 = 7p mé pro dané o a 7 pravé jedno feSeni p = 7~ 1o. Z toho plyne,
Ze v souboru (mp : p € Sx) je kazdd permutace pravé jednou. Podobné pro tieti
soubor v &asti (1). Pokud jsou permutace o a 7 liché, pak p = 7~ 1o je sud4, protoze
sgn(m~to) = sgn(r 1) sgn(o) = sgn(m)sgn(o) = (—1)(—1) = 1 (viz tvrzeni 7.11).
Kazdou lichou permutaci lze tedy zapsat ve tvaru mp, kde p je sudd, pravé jednim
zpusobem. Navic mp je lichd, pokud = je lichd a p je suda. Z toho plyne prvni ¢ast
bodu (2). Druh4 ¢ast se dokdze podobné. O

Tvrzeni mizeme formulovat v jazyku zobrazeni. Napfiklad druhé cast tvrzeni
v bodé (1) Tikd, Ze zobrazeni f : Sx — Sx definované f(p) = mp je bijekce. Prvni
¢ast bodu (2) 1ik4, ze je-li 7 lich4, pak zobrazeni f definované stejnym predpisem je
bijekei z mnoziny vsech sudych permutaci v .Sx na mnozinu vsech lichych permutaci
\% Sx.
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Disledkem je, ze pocet lichych permutaci na n-prvkové mnoziné X je stejny
jako pocet sudych permutaci na X, kdykoliv na X néjaka lichd permutace existuje,
tj. v piipadé n > 1. Pro n > 1 je tedy pocet lichych i sudych permutaci n!/2.

7.3. Definice determinantu a zakladni vlastnosti

Pripomenime, ze determinant redlné Ctvercové matice A = (ulvjw) fadu 3
urcuje, jak zobrazeni f4 méni objem a orientaci. Jeho absolutni hodnota je rovna
objemu rovnobéznosténu o stranach u, v, w. Odvodili jsme vzorec

aix a2 aig
det a1 a2 a3 =
az1 asz ass

= @11022033 + A21032013 + A31G12023 — 11032023 — Q31022013 — 21012033

Kazdy clen souctu je soucin trech prvkl agiajpams, kde k, [, m jsou navzajem razné,
a znaménko udava orientaci trojice vektoru (e, e, €,,). Kazdy ¢len lze tedy zapsat
jako @ (1)1ax(2)20x(3)3, kde m € S3 je permutace 7(1) = k, m(2) = [, 7(3) = m a
v§imnéte si, ze znaménko ¢lenu je rovno znaménku permutace w. To geometricky
odpovida tomu, ze prohodime-li dva vektory kanonické baze, orientace se zméni.

7.3.1. Definice. Podobné definujeme determinant libovolné ¢tvercové ma-
tice nad libovolnym télesem.

DEFINICE 7.14. Je-li A = (a;;) ¢tvercova matice nad télesem T fadu n, pak
definujeme determinant matice A predpisem

det (A) = > sgn(m)an(1)10r(2)2 - - - Un(n),n
TESH

Determinant tedy prifadi ¢tvercové matici nad T prvek télesa T. Soucet ma
n! ¢lent, jeden pro kazdou permutaci m € S,,. S¢itanec odpovidajici permutaci m
je soufinem n prvki matice, z kazdého sloupce i obsahuje soucin prvek a, ;,
znaménko s¢itance je rovné znaménku permutace 7. (Pro pfehlednost oddélujeme
indexy prvkia matice ¢drkou.)

Pro determinant matice A se také uziva znaceni |A|.

PRIKLAD 7.15. V piipadé n = 2 mdme dvé permutace v Ss — identickou per-
mutaci a transpozici (1 2). Identickd permutace je sudd a odpovidajici s¢itanec je
ai10a22, transpozice je licha a odpovidajici s¢itanec je —aojai2. Dostdvame stejny
vzorec jako drive:

det< ai; a2 > _ | @11 G12
az1  a22

= 11G22 — 021412
a1 a2

Napriklad

cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(a)

‘ = cos?(a) +sin*(a) =1 ,

coz neni prekvapivé, protoze rotace o a neméni ani obsah ani orientaci.
(Pfi zdpisu determinantu pomoci svislych ¢ar vynechdvame kulaté zavorky.) A
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PRIKLAD 7.16. V piipadé n = 3 mdme Sest permutaci v S3 — identickd permu-
tace a trojcykly jsou sudé, transpozice jsou liché. Odpovidajici s¢itanci jsou:

T

id a11G22a33

(1 2 3) a21a32a13

(1 3 2) a31a12a23

(23) | —ar1as2a93
(13) | —asiaais
(12) | —aziai2ass

a opét dostavame vzorec odvozeny vyse. Mnemotechnickou pomuckou je tzv. Sarru-
sovo pravidlo na obrazku.

T
> —@A310220 13

a1 G122 013 31722713 ( )
an ugs g Tomeseas (23)
< < —agiaizaszs  (12)

aszi 032 G33

110920 id
ar] o912 643 tanazass

+a21a32a13 (1 3 2)

a7  a22 623
“+azi1ai2a23 (1 2 3)

OBRAZEK 7.9. Sarrusovo pravidlo

A

Pocitat matice z definice neni vhodné uz pro matice rfadu 3, je lepsi vyuzit
jiné metody. Sarrusovo pravidlo tedy nebudeme pouzivat. V pripadé n = 4 ma jiz
vyraz 24 ¢lent (vypiste je jako cviceni) a definice je pro vypocet jiz zcela nevhodna.
Vsimnéte si, ze pravidlo podobné Sarrusovu pro matice fadu n > 3 neplati.

7.3.2. Zakladni vlastnosti. Pro horni trojihelnikové matice vypocitame de-
terminant jako souc¢in prvka na diagonale.

TVRzENI 7.17. Je-li A horni trojihelnikovd matice, pak det (A) = aj1a22 - . . Gy -

DUKAZ. Podivejme se na jeden s¢itanec sgn(m)ar(1),16xr(2),2 - - - Gr(n),n v definici
determinantu. Pokud je jeden z cinitell v tomto soucinu nulovy, cely sc¢itanec je
roven nule a muzeme jej ignorovat. Prvni sloupec matice A je cely nulovy, az na
hodnotu a1, kterd mtze byt nenulovad. Pokud tedy (1) > 1, pak ar(1); = 0 a
s¢itanec je nulovy. Pfedpoklddejme proto m(1) = 1. Podobné, pokud 7 (2) > 2
muiZeme na scitanec zapomenout, protoze ar(z) 2 = 0. TakZe mizeme predpokladat
m(2) < 2. Ale m(2) nemuZe byt 1, protoZze mdme 7(1) = 1 a 7 je prosté zobrazeni,
¢ili 7(2) = 2. Postupné dostdvame 7(3) = 3, 7(4) =4, ..., 7(n) = n.

Jediny mozny nenulovy s¢itanec tedy odpovidé identické permutaci, ta je sudé,
takze det A = aj1a92 . .. Qpp- O

Pro matice 2 x 2 nad R je geometrické vysvétleni na obrazku 7.10. Rovnobéznik
o stranach (a1,0)7, (as1, ass)” mé stejny obsah jako obdélnik o stranach (a11,0)” a
(0, a22)T, protoze oba rovnobézniky maji stejnou vysku. Také maji stejnou orientaci.

Podobné bychom mohli dokazat, ze determinant dolni trojihelnikové matice je
souc¢in prvku na diagondle. Délat to ale nebudeme, dokazeme obecnéji, Ze determi-
nant se nezmeéni transponovanim.

TVRZENT 7.18. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati det (A) = det (AT).
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A To

OBRAZEK 7.10. Determinant dolni trojihelnikové matice fadu 2

DUKAz. S¢itanec v definici det (A”) odpovidajici permutaci 7 je
SI(T)a1,7(1)@2,7(2) - -+ An,m(n) -
Soucin lze preusporadat na
Sgn(ﬁ)a'lr_l(l),la'/r_l(2),2 <o Qr=1(n)n

protoze 7~ 1(i)-ty ¢initel v piivodnim souéinu je roven An=1 (i) (n=1(5)) = Qm—1(3),i-
Tento ¢initel jsme presunuli na i-té misto. Mame

det (AT) = Z sgn () a1 x(1)02,x(2) - - - An,7(n)

TESy

= Z Sgn(ﬂ')a'n_l(l),law_l(Q),Q < Ar=1(n)n
TESy

= Z sgn(ﬂ'*l)a,r_l(1)71a,r_1(2)’2 <o Qr=1(n)n
TESy

= Z Sgn(p)ap(l),lap(Q),Q <= Qp(n),n

TESy, p=m—1

= Z Sgn(P)ap(1),10p(2),2 - - - Ap(n),n = det (A)
PESK
Ve ttet{ tipravé jsme pouzili vztah sgn(m~1) = sgn(nm) (viz tvrzeni 7.11) a v paté
Upravé jsme zacali scitat pres inverzy permutaci, coz vysledek nezméni, protoze

soubor (7! : 7 € S,,) obsahuje vSechny permutace v S,, pravé jednou (viz tvr-
zeni 7.13). O

Dokazané tvrzeni jinymi slovy fikd, ze

det (A) = Z SgN(T)A1 7(1)02,7(2) - - - On,w(n) >
TESy

Tvrzeni se hodi k tomu, ze véty, které dokazeme pro radky, budeme moci pouzit
i pro sloupce.

Ted dokazeme vlastnosti determinantu pouzité pri odvozeni vzorci v dimenzi
2 a 3 nad R, jsou to body (1) a (2) v nasledujicim tvrzeni. Zaroven spocitdme, jak
se mén{ determinant pfi elementarnich sloupcovych tpravich, to jsou body (2), (3)
a (4).
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TVRZENT 7.19. Necht T je téleso, n € N, 4,5 € {1,2,...,n}, 1 # j, u, v1, vo,
v, Vo €Tt €T a p €S,. Pak plati.

(1) det (vi|va|...|vic1| vi +u |[Vig1| ... |Vn)
=det (vi|...|vi—1| vi |[Vig1| ... |vn) Fdet (vi] ... |vic1] w [Vig1] .. Vi)
(2) det (vi|va|...|vi—1| tvi [Vig1]...|vn) =1t det (vi]va|...|vn)
(3) det (o) |[Vp2)l - - - [Vpen)) = sgn(p) det (vi|va|...|v,)
(4) det (vi|va]...|vic1|vi +tvj|Vigr| ... |vn) = det (vi|va] ... |vy)
DUKAz. Oznad¢ime A = (a;j) = (v1|va]...|vn), ¢ili a;; je i-ta slozka vektoru

(1) Oznac¢ime-li u = (by,bo,...,b,)7T, plati

det (vi|va|...|vic1] vi + 0 |vig1] ... |vn)

= Z Sgn(ﬂ)aﬂ(1)7la7r(2),2 cee aw(i—l),i—l(aw(im + bw(i))aﬂ(i+1),i+l - Qr(n)n
TESy

= Z (Sgn(ﬂ)aw(l),laﬂ(Q),Q s afﬂ’(n)7n+
TES,

+8g0(T)r(1),107(2),2 - - - Cr(i—1),i—107(0) A (i41),i41 - - - Cre(n),n)

= Z Sgn(ﬂ)awu)gan@)z -+ Qr(n)n
TES,

+ Z Sgn(ﬂ)awu),law@),z---aw(i—l),i—lbﬂ(i)aw(i+1),i+1-~-a7r(n),n
TES,

=det (vi|...|vic1] Vi |Vig1] .. |vn) +det (vi]. . |vict] w|vig1] .. |Va)

V tpravach jsme roznasobili zavorku a rozdélili sumu na dvé c¢asti.
(2) K dtikazu tohoto bodu staéi vytknout ¢ pred sumu:

det (V1|V2| “ee |Vi—1| tv; |Vi+1| e |Vn)

= Z SEN(T)ar(1),10m(2),2 - - - Cr(i—1),i—1 (EAr(3),i) Qm(it1) i1 - - - Or(n),n

TESy
=1 Z SEN(T)Ar(1),107(2),2 - - - r(n)m
TES,
=t det (Vl‘Vg‘ A |Vn)
(3) Uvédomime si, ze prvek na misté (4,7) v matici (v,1)[Vy(2)l-- - [Vom)) je
a; p(;)- Z toho plyne, ze prow € S, ak € {1,2,...,n} bude prvek na misté
(k,m(k)) v matici (V,(1)|Vp2)| - - - [Vo(n)) TOVEN @y o(r(k)) (POZOT, zAleZT tu na

poradi feckych pismen). K rozepsani determinantu pouzijeme alternativni
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definici.
det (vo()[Voc)| - [¥pm)

= D sen(m)as p(n(1))82,5(x(2) *** An,plr(m))

TESy
= Z Sgn(p) Sgn(pﬂ-)al,pﬂ'(l)al;ﬁr(?) ©Qpopr(n)
TESy
= Sgn(p) Z Sgn(pﬂ-)a‘l,pﬂ'(l)alpﬂ@) ©Qppr(n)
TESy
=sgn(p) Y sg0(0)a1,01)02,0(2) *** Gno(n)
TESn
= Sgn(p) Z Sgn(a)al,a(l)a2,a(2) ©Qn,o(n)
gESy

= sgn(p)det (v1|va|...|vy)

V predposledni upravé jsme zacali s¢itat pres permutace o = mp misto
7, coz vysledek nezméni, protoze soubor (pm : m € S,,) obsahuje vSechny
permutace v .S, pravé jednou (viz tvrzenf 7.13).

Nejprve dokdZeme pomocné tvrzeni: Determinant matice B = (bg;) fadu
n, kterd ma dva sloupce 4, j (i # j) stejné, je nula.

Pro vétsinu téles bychom mohli pouzit pfedchozi bod: Protoze (i, )
je lichd permutace a prohozenim sloupct i a j se matice nezméni, plati
det (B) = —det (B). Bohuzel z toho plyne det (B) = 0 pouze pro télesa
charakteristiky rizné od 2. Proto obecné musime postupovat jinak. V
sumeé

det (B) = Z bixyb2,x2) - bnox(n)
TESy
k sobé seskupime pro kazdou sudou permutaci 7 sé¢itanec odpovidajici 7 a
s¢itanec odpovidajici permutaci (¢ j)m. Toto seskupeni miizeme provést a
vycerpame jim v8echny s¢itance, protoze soubor ((i j)7 : m € Sy, sgn(w) =
1) obsahuje vSechny liché permutace v S,, pravé jednou (viz tvrzeni 7.13).
Dostaneme

det (B) = Z (Sgn(ﬂ-)bl,ﬂ'(l)blﬂ'@) cee bn,fr(n)+

TESy,sgn(m)=1
+sgn((7 J)m)b1, (i j)m(1)b2,6 j)m(2) - - Ons(i 5)m(n))
= Z (Sgn(ﬂ-)bl,ﬂ'(l)bzﬂ'@) s bn,Tr(n)_
TESy,sgn(m)=1
—sgn(7)b1 x(1)b2,7(2) - - - O ()
= O 5
kde jsme pouzili sgn((i j)m) = —sgn(w) a fakt, Ze B md shodny i-ty a
j-ty sloupec.
Tim jsem dokazali pomocné tvrzeni a dikaz ¢tvrtého bodu snadno
dokoncime uzitim predchozich.

det (vi|ve|... Vi1 |vi +tv;|Viga] ... |Vn)

=det (v1|va|...|vn) +det (vi|va|... |vic1] tv; [Vigi| ... |Vn)
=det (v1|va|...|vy) + tdet (vi|ve|... |[vic1] v |Viga]| ... [Vy)
= det (vi|va|...|vs)
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Protoze determinant matice se shoduje s determinantem transponované matice
(tvrzeni 7.18), podobné tvrzeni mizeme formulovat pro fadky. Bod (2) k4, Ze
vynédsobime-li néktery sloupec (nebo fddek) prvkem ¢ € T', determinant se zvetsi ¢-
krét. Dalsi bod ukazuje, Ze prohodime-li sloupce (fadky) podle néjaké permutace m,
pak determinant nanejvys zméni znaménko, a to v piipadé, ze 7 je licha. Specialné,
pokud prohodime dva sloupce (fddky), determinant zméni znaménko. Posledni bod
muzeme formulovat tak, Ze pfi¢teme-li t-ndsobek nékterého sloupce (resp. fadku) k
jinému sloupci (resp. fadku), determinant se nezméni.

ProtoZze vime, jak spocitat determinant horni (dolni) trojihelnikové matice
(tvrzeni 7.17), muzeme k vypoctu determinantu obecné matice pouzit Gaussovu
eliminaci. Pfitom si mtizeme pomoci také sloupcovymi upravami.

Geometricky jsme si jiz zduvodnili vlastnosti (1) a (2) v pfipadé T = R a
n = 2,3. Prohozeni dvou sloupcti odpovida zrcadleni podle primky nebo roviny,
takze determinant zméni znaménko. To oduvodiiuje (3). Geometrické zdivodnéni
Ctvrté vlastnosti pro n = 2 je néasledujici. Pri¢teme-li k jednomu z vektoru néasobek
druhého, piislusny rovnobéznik bude mit stejnou jednu ze stran a stejnou vysku na
tuto stranu jako ptuvodni rovnobéznik.

PRIKLAD 7.20. Spoditame determinant redlné matice

2 4 2
A= 7 -1 4
5 0 -6

V prvnich dvou tpravich vyndsobime pro pohodli posledni sloupec ¢islem 1/2 a
prohodime prvni a tfeti sloupec, abychom dostali na pozici (1,1) prvek 1. Déle
budeme pouzivat uz jen radkové tpravy. V jedné z nich vynasobime druhy radek
¢islem 1/3. Musime dat pozor na to, Ze prohazovani a ndsoben{ determinant méni.
Na nésobeni se muzeme v tomto kontextu divat jako na vytykani inverzniho skaldru
pred determinant.

2 4 2 2 4 1 1 4 2

7T -1 4 |=2-|7 -1 =-2 2 -1 7

5 0 -6 5 0 -3 -3 0 5
1 4 2 1 4 2 1 4 2
=-2-/0 -9 3 |=-2-3-]0 -3 1 |=—6-{0 -3 1
0 12 11 0 12 11 0 0 15

= —6-1-(=3)-15=270

Vypocet budeme umét provést sikovnéji pomoci elementarnich tprav kombinova-
nych s rozvojem. A

PRIKLAD 7.21. Prohozenim sloupcii spocitdme determinant redlné matice.

2 13 5 3 5 1 2
3 8 0 — 0 -2 8 -3
7 5 0 o |—se@423)1, 5 5
4 00 0 0 0 0 4

=sgn((1423))-3-(=2)-5-4=120

Provedli jsme prohozeni sloupcti odpovidajici permutaci p = (1 4 2 3) — sloupec
1 jsme presunuli na misto 4, sloupec 4 na misto 2, atd. Tato permutace je licha.
Alternativné bychom postupné mohli prohazovat sloupce po dvou. A
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7.3.3. Dalsi kriterium regularity. Z tvrzeni 7.19 mtizeme odvodit dalsi kri-
terium pro regularnost matice: matice je regularni pravé tehdy, kdyz ma nenulovy
determinant. Geometricky to pro realné matice fadu 3 muzeme odtvodnit tak, ze
fa nuluje objemy pravé tehdy, kdyz je jeho obor hodnot obsazen v néjaké roviné
(tj. zobrazeni zkolabuje prostor do roviny nebo dokonce piimky ¢i bodu).

TVRZENT 7.22. Ctvercovd matice je requldrni prdvé tehdy, kdyz det (A) # 0.

DUKAZ. Elementarni fadkové tipravy sice determinant méni, ale neméni ,, nulo-
vost* determinantu: prohozenim radku determinant zméni znaménko, vynasobenim
nenulovym ¢islem ¢ se determinant zvétsi t-krat a pricteni nasobku néjakého radku
k jinému determinant nezméni. TakZe oznacime-li B odstupnovany tvar matice A,
pak det (A) = 0 pravé tehdy, kdyz det (B) = 0. Matice B je v hornim trojtihelni-
kovém tvaru, takze det (B) je soufinem prvki na diagondle (tvrzeni 7.17). Tento
soucin je nulovy pravé tehdy, kdyz ma B nulovy tadek, coz se stane pravé tehdy,
kdyZ A je singuldrni podle bodu (5) véty 4.88 charakterizujici reguldrni matice. O

Implikace zprava doleva zobectiuje fakt dokdzany v dikazu bodu (4), Ze deter-
minant matice, kterd ma dva sloupce stejné, je nulovy.

Obecnéji lze hodnost libovolné matice urcit podle determinantt ¢tvercovych
podmatic.

DEFINICE 7.23. Minorem fadu k matice A rozumime determinant matice vzniklé
z A vybérem k radku a k sloupcu.

PRIKLAD 7.24. Jednim z minorti fddu 2 matice

1 2 3 4
A= 5 6 7 8
9 10 11 12
je
6 8
det (B) = det ( 10 12 )
Matice B vznikne z A vybérem radku 2 a 3 a vybérem sloupcu 2 a 4. A

TVRzENT 7.25. Hodnost libovolné matice A je rovna nejvétsimu &islu v tako-
vému, Ze existuje nenulovy minor matice A radu r.

DUKAZ. Pro odstupiiovany tvar se tvrzeni nahlédne snadno a é&islo r se fadko-
vymi ipravami neméni. Detaily si rozmyslete jako cviceni. O

Napriklad hodnost matice A je rovna 2 praveé tehdy, kdyz kazdy subdeterminant
radu 3 je nulovy a existuje nenulovy subdeterminant radu 2.

7.3.4. Determinant soucinu. Dalsi aplikaci tvrzeni 7.19 je véta o determi-
nantu sou¢inu matic. K tomu si nejprve vsimneme, jaké jsou determinanty elemen-
tarnich matic:

e Matice odpovidajici prohozeni dvou radkt méa determinant —1, protoze
vznikne z jednotkové matice prohozenim téchto fadku (muzeme pouzit
napiiklad bod (3) z tvrzen{ na jednotkovou matici, nebo p¥imo definici).

e Matice odpovidajici vynasobeni néjakého radku prvkem ¢ € T'ma determi-
nant ¢, napriklad podle véty o determinantu horni trojihelnikové matice,
nebo podle bodu (2).

e Matice odpovidajici pri¢teni t-nasobku néjakého rfadku k jinému ma de-
terminant 1, naptiklad opét podle véty o determinantu horni nebo dolni
trojihelnikové matice, nebo podle bodu (4).
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Z bodu (2),(3),(4) tvrzeni 7.19 nyni vyplyva, Ze pro libovolnou elementarni matici
E a libovolnou ¢tvercovou matici B stejného fadu plati det (EB) = det (E) det (B).
Kazd4 regularni matice R je soufinem elementarnich matic R = E1 Es ... Fy, (podle
tvrzeni 4.95), takze dostavime

det (RB) = det (B By ... EyB) = det (Ey) det (B ... EyB) = ...
= det (F7)det (E2) ...det (Ey)det (B) = -+ = det (R) det (B)

Tento vztah plati i pro singuldrni matice R, tedy obecné plati, ze determinant
soucinu je soucin determinant.

VETA 7.26 (véta o determinantu soucinu). Pro libovolné matice A, B tddu n
nad stejngm télesem plati det (AB) = det (A) det (B).

DUKAZ. Pro reguldrni matici A jsme vétu dokdzali. Pokud A je singularni, pak
AB je rovnéz singularni. To lze zduvodnit napiiklad pomoci tvrzeni 5.92 o hodnosti
sou¢inu: rank(AB) < rank(A) < n. Obé strany rovnosti jsou proto rovny nule. [

Véta ma opét nazorny geometricky vyznam. Pro redlné matice radu tii uda-
vaji determinanty matic A, B koeficienty zmény objemu a orientace pro zobrazeni
fa, fB. Matice AB odpovida slozenému zobrazeni fa o fg, jeho koeficient zmény
objemu a orientace je zfejmé soucCinem téchto koeficienti pro matice A, B. Napri-
klad, je-li det (A) = 2 a det (B) = 3, zobrazen{ fp jakykoliv Gtvar zvétsi tiikrét a
fa pak jesté dvakrat, takze dohromady se tGtvar zvétsi Sestkrat.

Pro soucet podobné véta neplati, naptiklad proto, Ze souc¢et dvou singulér-
nich matic mize byt regularni. Pro determinant inverzni matice dostaneme vzorec
z véty o determinantu soucinu.

DUSLEDEK 7.27. Je-li A reguldrni matice, pak det (A™') = det (A"
DUKAZz. Podle véty o determinantu souéinu je
1 =det(I) =det (AA™") = det (A)det (A7) ,

z Gehoz dostaneme vzorec vydélenim det (A). (Determinant matice A je nenulovy
podle tvrzeni 7.22. ) O

7.3.5. Cramerovo pravidlo. Jako posledni aplikaci zakladnich vlastnosti de-
terminantu dokézeme Cramerovo pravidlo pro feseni soustav linedrnich rovnic s
reguldrni matici.

VETA 7.28 (Cramerovo pravidlo). Necht A = (ay|...|a,) je reguldrni matice
radu n a j € {1,2,...,n}. Pak j-td slozka vektoru teseni x = (x1,Z2,...,Zn)
soustavy Ax =b je

det (A])
l‘j ==
det (A)

kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b, tj.
Aj = (a1|a2| e \aj,1|b|aj+1| e |an) .
DUKAz. Vztah Ax = b miZeme zapsat jako

Tia; +Toas +---+x,a, =b .
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Dostéavame

det (AJ) = det (al\a2| . \aj,1|b|aj+1| N |an)

n
= det <a1|a2 NRE: P kaak\aj+1| e an>
k=1

=det (ai|az|...|aj_1|z;a;la;11].. . |ay)
=Zy det (al\a2| . |aj_1\aj\aj+1| . |an) =, det (A) s

kde ve treti upravé jsme vyuzili toho, ze prictenim linedrnim kombinace sloupct
riznych od j k sloupci j se determinant nezméni (to plyne z bodu (4) v tvrzeni 7.19)
a ve ¢tvrté upravé jsme pouzili (2).

Z toho ihned vidime dokazovany vztah. U

Cramerovo pravidlo mizeme pouzit pouze pro regularni matice, tj. pro ¢tver-
cové matice s nenulovym determinantem (viz tvrzenif 7.22). SpiSe neZ pro praktické
pocitani se vyuziva ve vypoctech a tivahach, kdy se muze hodit explicitni vzorec
pro néjakou slozku feseni.

PRIKLAD 7.29. Vypoditdme tieti slozku feSeni soustavy Ax = b nad Zs.

1 3 210
2 4 1|2
0 2 24
Spocitdme determinant matice A.
1 3 2 1 3 2 1 3 2
2 4 1|=|0 3 2|=]03 2|=2
0 2 2 0 2 2 0 0 4

Matice A je tedy regularni a mazeme pouzit Cramerovo pravidlo. Spocitame jesté
determinant matice As.

1 30 1 30 1 30
2 4 2|=10 3 2|=|03 2|=3
0 2 4 0 2 4 0 0 1
Treti slozka Teseni je
3
1'32524

7.4. Rozvoj, adjungovana matice

Vezmeme-li v definici determinantu vsSechny ¢leny obsahujici vybrany prvek
a;; a vytkneme jej, v zavorce dostaneme tzv. algebraicky doplnek prvku a;;. Az na
znaménko je roven determinantu matice, kterd vznikne vynechanim radku a sloupce
obsahujici a;;. To dokdZeme ve vété o rozvoji podle sloupce. Nejprve potiebny
pojem.

DEFINICE 7.30. Necht A = (a;;) je ¢tvercovd maticefadunai,j € {1,2,...,n}.
Algebraickym doplitkem (téz kofaktorem) prvku a;; matice A rozumime skaldr

Ayj = (=1)" det (My)

kde M;; je matice fddu n — 1, kterd vznikne z A vynechanim é-tého fadku a j-tého
sloupce.
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Definice mé smysl pro matice radun > 1. Pro matici fadu 1 definujeme A;; = 1.
Tento pripad je potfeba v nékterych tvrzenich této kapitoly rozebrat zvlast, ale
explicitné na to upozornovat nebudeme.

PRIKLAD 7.31. Algebraickym doplitkem prvku ais v redlné matici

2 4 7
A = (aij) = 3 —2 —4
5 1 =3
je
Ay = (—1)1+2 ‘;’ :;1 ’: (—=1)(=9 — (—20)) = —11 .

A

VETA 7.32 (o rozvoji podle sloupce). Je-li A ¢tvercovd matice 7dédu n a j €
{1,2,...,n}, pak

n
det (A) = Zaiinj = alelj —+ angQj + -+ anjAnj .
i=1

DUKAzZ. Potiebujeme dokézat, ze koeficient u a;j, vytkneme-li tento prvek ze
vsech clend, které jej obsahuji, je rovny A;;. Pro pohodlnost zvolime trochu jiny
postup dukazu.

1. krok. Pokud a,, = 1 a vSechny ostatni prvky v n-tém sloupci jsou nulové,
pak det (4) = A,,,,.

Plati
det (A) = Z SEN(T)Ar(1),107(2),2 - - - Ore(n),n

mES,

= Z Sgn(ﬂ-)aﬂ'(l),la‘n’@)ﬂ <o Qr(n)n
TESy,m(n)=n

= Z Sgn(ﬂ-)aﬂ(l),la"n@)ﬂ - Or(n—1),n—1 =
TESy,m(n)=n

= (_1)n+n Z Sgn(ﬂ-)aﬂ'(l),laﬂr@)ﬂ s Qr(n—1),n—1 = Apn -

TESn—1
V druhé upravé jsme vynechali nulové séitance, ve treti jsme pouzili ay, = 1,

ve étvrté jsme pouzili (—1)(~D+=1 = 1 a skuteénost, Ze znaménko permutace
m € Sy, pro kterou 7(n) = n, je stejné jako znaménko permutace m zizené na mno-
zinu {1,2,...,n— 1} (to plati, protoze tyto dvé permutace maji stejny redukovany
cyklicky zapis).

2. krok. Pro libovolné 4,5 € {1,2,...,n}, pokud a;; = 1 a vSechny ostatni
prvky v j-tém sloupci jsou nulové, pak det (4) = A;;.

Posuneme-li v matici A fadek ¢ na posledni misto a potom sloupec j na posledni
misto, dostaneme matici B, jejiz determinant je B,,,, podle 1. kroku. Posunuti i-tého
fadku na n-té misto odpovidd permutaci fadki o = (n (n—1) ... i) a posunuti j-
tého sloupce na n-té misto odpovida permutaci sloupcti p = (n (n—1) ... j). Podle
bodu (3) tvrzeni 7.19 o zméné determinantu pfi permutaci sloupct a analogického
tvrzeni pro radky mame

det (4) = sgn(c) sgn(p) det (B) = sgn(c) sgn(p) Bun = (1) By = Ayj

kde sgn(o)sgn(p) = (1) je vidét z toho, Ze parita délek cykli o,p je stejnd
pravé tehdy, kdyz parita i a j je stejna.
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3. krok. Oznatme A = (ay]...[a,). Pomoci 2.kroku a bodi (1) a (2) z tvr-
zeni 7.19 nyni vypocet dokonc¢ime.

det (A) = det (a;|as]. .. |a,)

n
= det <a1|a2| N |aj_1| Zaijei |aj+1\ A |an>
i=1
n

Qg det (a1|a2| ce \aj,1| €e; \aj+1| ce \an)

N
Il
—

aiinj .

Il

s
Il
=

(Rovnéz jsme vyuzili trividlni skuteénosti, ze algebraicky doplnék prvku a;; se ne-
zméni, zménime-li j-ty sloupec.) O

Diky tvrzeni 7.18 o transponovani muzeme provadét rozvoj podle fadku:
n
det (A) = Z aijAij = ainAin + aigAiz + -+ + ainAin
j=1
PRIKLAD 7.33. Provedeme rozvoj podle druhého ¥adku.
2 4 7

3 -2 —4 [=3-(-1)'2 S + (=2) - (=1)>*2 2.7 14
1 -3 5 =3
5 1 -3
2 4
A . (_1)3+2
H(4)- (-] D]
Vsimnéte si, ze se znaménka v algebraickém dopliku stiidaji, staéi tedy urcit prvni.

A

Rozvoj podle sloupce (Ffddku) vznikne pouhym pfeskupenim vyrazu z definice
determinantu. Kdybychom provedli rozvoj pro matici fadu n, na vzniklé matice
provedli rozvoj, atd., po n — 1 krocich bychom dostali znovu vyraz z definice de-
terminantu. Pro praktické pocitani se rozvoj hodi v situaci, ze néktery radek nebo
sloupec je skoro cely nulovy, nejlépe, kdyz obsahuje jen jeden nenulovy prvek. Pak
je totiz vétsina s¢itancl v rozvoji nulova a nemusime pocitat mensi determinanty.
Efektivni postup je vyeliminovat jeden fadek nebo sloupec, provést rozvoj a pokra-
Covat s jednim mensim determinantem.

PRIKLAD 7.34. Spoé&itame znovu determinant v ptikladu 7.20.

2 4 2 30 0 18
7 -1 4 |=|T7 -1 4 |=(-1)*2(-1) ‘ 350 i86 ‘
5 0 -6 5 0 -6
= 180 + 90 = 270
V prvni upravé jsme 4-nasobek druhého radku pricetli k prvnimu, pak jsme provedli
rozvoj podle 2. sloupce a zbyly determinant jsme spocitali z definice. A

PRIKLAD 7.35. Vypocitdme determinant vétsi matice.

-3 -1 -3 4 -3 2 0 7T 0 2
-7 -1 -10 5 =2 -2 0 0 1 3
4 0 6 —4 —-1|= 4 0 6 —4 -1
5 1 10 —4 5 5 1 10 —4 5
5 3 4 -4 3 -10 0 -26 8§ —12
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2 7 0 2 2 7 0 2
-2 0 1 3| 0 0 1 0
o 4 6 —4 -—-1| | —4 6 —4 11
—-10 -26 8§ —12 6 —26 8§ —36

2 7 2 2 7 2

=—| -4 6 11 |=—-10 20 15

6 —26 —36 0 —47 —42

20 15 4 3
=-2. ‘ A7 a9 | T 10 - 47 42 | = 10(168 — 141) = 270.

Nejprve jsme témér vynulovali 2. sloupec eliminaci, uzitim 4. fadku. Potom jsme
determinant rozvinuli podle 2. sloupce, mame jediny nenulovy ¢len se znaménkem
(—1)2t* = 1. Dale jsme vyeliminovali 2. fddek (pomoci 3. sloupce). Nésledoval
rozvoj podle 2. fadku, nenulovy élen mé znaménko (—1)3t2 = —1, atd. A

7.4.1. Adjungovani matice. Rozvoj podle j-tého sloupce probihd tak, zZe
vezmeme prvni prvek v j-tém sloupci, vyndsobime znaménkem (—1)7+! a deter-
minantem matice, ktera vznikne vynechanim prvniho fadku a j-tého sloupce. Pak
postupujeme obdobné s dalsimi prvky v j-tém sloupci a vSechny takové vyrazy se-
¢teme. Pokud ,,omylem* vzdy vynechavame jiny sloupec k, dostaneme nulovy prvek
télesa.

VETA 7.36 (o faleSném rozvoji). Je-li A c¢tvercovd matice 7ddu n a j, k €
{1,2,...,n}, j #k, pak

0= Zaiink = ayjAigp +ag;Aop + -+ anjAnk .

i=1

DUKAz. Oznaéme B matici, kterd vznikne nahrazenim k-tého sloupce matice
A jejim j-tym sloupcem. Protoze B ma dva sloupce stejné, je B singuldrni (m4
linedrné zavislé sloupce, takze muzeme pouzit bod (3) pozorovani 5.94), a proto
det (B) = 0 podle kritéria v tvrzeni 7.22. Na B pouzijeme rozvoj podle k-tého
sloupce a vyuzijeme toho, ze B;p = A;i, protoze algebraicky doplnék prvku b;; na
k-tém sloupci nezavisi.

0=det(B) =bixBir + barBok + - - + bupBup = a1jA1x + agj Ao + -+ - + anj Ak
O

Z algebraickych doplinkii matice A = (a;;) vytvofime tzv. adjungovanou matict
tak, Ze prvek na misté (4, j) bude algebraicky doplnék prvku aj;. Pozor na zménu
poradi indexu.

DEFINICE 7.37. Adjungovanou matici ke ¢tvercové matici A rozumime matici
adj (A) stejného fadu, kterd m4 na misté (¢,7) prvek Aj;.

Radkovou i sloupcovou verzi vét o rozvoji a falesném rozvoji jde formulovat
maticovym vztahem.

VETA 7.38. Pro libovolnou ctvercovou matici A plati
adj (A) A=A adj(A) =det (A) I, .
Specidlné, pokud A je reguldrni, pak

-1 _ adj (A)
AT = det (A)
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DUKAzZ. Prvek na misté (i, j) vsou¢inu adj (A) A je Ay a1j+Asazj+. .. Anian;.
Pokud i = j je vysledkem det A, protoze vyraz je roven rozvoji podle i-tého sloupce.
Pokud i # j je vysledkem 0 podle véty o falesném rozvoji. Dohromady dostdvame
adj (A) A = det (A) I,,. Rovnost A adj (A) = det (A) I, dostaneme obdobné podle
vét o rozvoji a faleSném rozvoji podle radku. O

Véta nam také dava explicitni vyjadieni inverzni matice. Inverzni matici pro
rady 2 a 3 lze jeji pomoci pocitat rychle bez eliminace.

PRIKLAD 7.39. Pro regularni matici A fddu 2 dostdvame
aix a2 _ a2 —a12
az1 a2 11022 — Q12021 —az1 ail

PRIKLAD 7.40. Spod&itame inverzni matici k redlné matici

-2 1 -3
A= 3 4 =2
0 2 5
Nejdriv spocitame adjungovanou matici.
4 -2 |1 -3 1 -3
2 5 2 5 4 =2
. 3 -2 -2 =3 -2 =3
adj (4) = _‘0 5 ’ ’ 0 5 _’ 3 2|
3 4 -2 1 -2 1
0 2 0 2 3 4
24 —11 10
= —-15 —-10 -13
6 4 —11

Determinant matice A by ted bylo neefektivni pocitat zvlast. Stac¢i spocitat napri-
klad prvek na misté (3,3) v souéinu A adj (A4).

det (A) =0-10+2- (=13) + 5+ (—11) = —81.

Vidime, ze A je regularni a plati

L 24  —11 10 —24 11 10
Al = | 7B o - = 1510013
6 4 11 -6 -4 11

7.5. Vandermondiiv determinant

Tzv. Vandermondova matice vznika pfi interpolaci polynomem. Budeme hledat polynom f nad
télesem T stupné nejvyse n — 1, tj.
f=ko+kiz+ - +kn1a™ Y, ko, ki,...kn_1€T,
ktery spliiuje podminky
f(a‘l) = b17 f(a2) = b27 7f(a") :b’ﬂ )

kde a1,a2,...,an,b1,ba,...,by jsou dané prvky télesa T, pfi¢emz a1, az, ..., an jsou navzajem rizné.
Pro koeficienty dostavame soustavu rovnic

1 ail a% ce a;’_l ko b1
1 a2 a% o a;’“*l k1 bo
1 an a2 ant kn—1 bn
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Matice této soustavy se nazyvd Vandermondova matice a jeji determinant Vandermondiiv determinant.
Indukei podle n dokazeme, Ze je roven

2 n—1
1 a1 ay ... ay .
1 a9 a% cooagy
V(ai,az,...,an) =| . . o ) = I a-a:.
: : : ' : 1<i<j<n
n—1
1 an a% L. ap
Z toho mimo jiné vyplyva, Ze Vandermondova matice je reguldrni (za predpokladu, ze ay,a2,...,an
J yply Je reg predp y A2,y

jsou po dvou riizné) a tedy hledany polynom f existuje a je jednozna&né uréeny; nazyva se Lagrangetiv
interpolacni polynom.

Vzorec snadno ovéfime pro n = 2 (pro n = 1 by vzorec platil, pokud bychom definovali prazdny
soutin jako 1). Pfedpokladejme n > 2 a Ze vzorec plati pro mensi hodnoty n. Zaéneme tim, Ze vyeli-
minujeme prvni sloupec, tj. (—1)-nasobek prvniho Fadku pfi¢teme ke véem ostatnim, a pak provedeme
rozvoj podle prvniho sloupce.

1 a1 a% .. aqf71 1 a1 a% o a?71
2 n—1 2 2 n—1 n—1
1 a2 a5 ... ay 0 az—a1 a5—aj ... ay —ay
1 an a2 ant 0 an—a1 a2 —a? at™t - a?_l
as — a1 a% —a% a;l*l —a?f*l
az — a1 a% —a? ... ag_l —a?_l
an—a1 a2 —a? ... an~! fa?_l

Nynf pfi¢teme (—a1 )-nasobek pfedposledniho sloupce k poslednimu, ..., (—a1)-nasobek druhého sloupce
ke tfetimu, a nakonec (—a1)-nasobek prvniho sloupce ke druhému. Dostaneme matici

as —a1 az(az —a1) a3(az —ai) ... ag_z(ag —a)
as—a1 azlaz —a1) ad(az—a1) ... ay 2(as—a1)
an —a1  an(an —a1) a’(ap —a1) ... a272(an —a1)

Vytkneme z prvniho ¥adku vyraz as — a1, z druhého vyraz a3 — a1, atd., ¢&imz dostaneme rekurentni
vztah

V(ai,...,an) = (a2 —a1)(az —ai1)...(an —a1)V(az,...,an)
a uzitim indukéniho pfedpokladu odvodime
V(at,...,an) = (a2 —a1)(az —a1)...(an —a1) H aj —a; = H aj —a;
2<i<j<n 1<i<j<n

Odvozeny vzorec plati i v pfipadé, Ze a1, ..., an nejsou navzijem riizné, protoze pak ma Vander-
mondova matice dva stejné Fadky, takze jeji determinant je nulovy, stejné jako vyraz H1<i<j<n a;—a;.
7.6. Orientace vektorového prostoru

Pti odvozeni vzorce pro determinant v sekci 7.1 jsme intuitivné pouzivali pojem
orientace, ktery ted presnéji zavedeme.

DEFINICE 7.41. Dvé bize B a B’ reilného vektorového prostoru V dimenze
n nazyvame souhlasné orientované, pokud je determinant matice piechodu [id]5,
kladny. V opa¢ném ptipadé rikdme, ze baze jsou nesouhlasné orientované.

Relace souhlasné orientovanosti je reflexivni, protoze det ([id]5) = det (1,,) = 1,

symetrickd, protoze det ([id]5,) = (det ([id]g))_l, a tranzitivni, protoze

det ([id]%,) det ([id]gi,) = det ([id]2,).

Tato relace je tedy ekvivalenci na mnoziné bazi vektorového prostoru V. Mnozina
matic se timto rozpada na dvé disjunktni tiidy. Kazda z nich sestava se souhlasné
orientovanych béazi a dvé baze pattici do ruznych t¥id jsou orientované nesouhlasné.
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OBRAZEK

DEFINICE 7.42. Orientaci vektorového prostoru V rozumime vybér jedné ze
ttid ekvivalence relace souhlasné orientovanosti. Baze v této tiidé nazveme kladné
orientované a ve druhé ttidé zdporné orientované. Vektorovy prostor spolu s volbou
orientace nazyvame orientovany vektorovy prostor.

Volba orientace umoziuje pro kazdou nadrovinu Span {vy,...,v,_1} rozdélit
prostor na ,,dvé strany“. Vektory v,,, pro néz je baze (vi, ..., v,) kladné orientovana
tvoif jednu stranu a vektory, pro néz v, je baze (vi,...,v,) tvofi druhou stranu.
Vektory v,,, pro které (vy,...,v,) neni béze, jsou pravé vektory hraniéni nadroviny
Span{vy,...,vp_1}.

OBRAZEK

Z definice 7.41 souhlasné orientace vyplyva, ze zaménime-li jeden vektor v bézi
za opacny, kladné orientované baze se zméni na zdporné orientovanou a naopak
(protoze determinant v definici bude —1). Orientace baze se rovnéz zméni, pokud
prohodime dva vektory v bdzi (determinant bude opét —1).

V prostoru dimenze 2 si také mizeme orientaci predstavit jako volbu kladného
sméru otaceni. Dvé baze (vq1,va) a (w1, wa) jsou souhlasné orientované prave tehdy,
kdyz ,,smér otaceni“ od vi k vo je stejny jako ,,smér otaceni“ od wi k wa.

OBRAZEK 7.11. Souhlasné orientované baze (vi,va) a (w1, wa) v
R? maji stejny smér otacen.

V nasem fyzikalnim trojrozmérném prostoru se orientace casto voli tzv. pra-
vidlem pravé ruky. Ukazovak, prostfednik ohnuty kolmo k dlani a palec (v tomto
pofadi) udévaji kladnou orientaci.

OBRAZEK
V aritmetickych vektorovych prostorech R™ je prirozené definovat kanonickou
bazi jako kladné orientovanou. Béze (vi,...,v,) je pak kladné orientovand pravé

tehdy, kdyZ je determinant det ([id]f ) = det (v1]...|vy) kladny.
Cviceni
1. Vypoctéte obsah rovnobézniku urceného vektory u, v.

2. Promyslete si detailné dikaz tvrzeni 7.3.

3. Najdéte vsechna feseni rovnic ar = 8, ra = 5 a ary = [, kde «a, 5,7 € Sio.
a=(15327)(46), 8=(239104)(78), y=(17)(26)(45)

4. Dokazte, ze pro kazdou mnozinu X a permutaci m € Sx je zobrzeni f : Sx — Sx
definované predpisem f(p) = 77! p7 vzajemné jednoznacéné.

5. Dokaite, 7e pro libovolné k € N mé permutace mpr ' na koneéné mnoziné X v zépisu
pomoci nezavislych cykla stejny pocet cyklu délky k jako permutace p. Odvodte z toho,
ze stejné tvrzeni plati pro permutace wp a pmw.

6. Oznacme k pocet cyklu v cyklickém zdpisu permutace m € S,, (poéitdme i cykly délky
11). Dokazte, 7e sgn(w) = (—1)"**.

7. Vypiste z definice vyraz pro determinant matice fadu 4.

8. Najdéte vzorec pro determinant ¢tvercovych matic A = (as;) Faddu n takovych, zZe
ai; = 0 kdykoliv i >n+1—j.



CVICENI 247

9. Necht A je blokové horni trojihelnikova matice, tj. matice tvaru

A1 | Aa | ... | A1r
0 | Ag2 | ... | Ao
A = ’
0 0 | A
kde A11, A2z, ..., Arp jsou Etvercové matice (ne nutné stejného rddu). Dokazte, ze det (A) =

det (An) det (AQQ) ... det (ATT).
10. Z predchoziho cviceni by se mohlo zdat, ze determinanty muzeme pocitat blokoveé.
Neni tomu tak. Naleznéte matici

A | Are
A=
< Asr | Az )
se ¢tvercovymi bloky takovou, ze det (A) # det (A11) det (A22) — det (A12) det (Az1).

11. Dokaite, e pro reguldrni matici A ¥adu n plati det (adj (A)) = det (A)" .
12. Dokazte tvrzeni 7.25
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Shrnuti sedmé kapitoly

(1) Je-li A = (a;;) matice fadu 2 nad télesem T, pak definujeme determinant
det A jako skalar a11a22 — 4124217 .

(2) Geometricky vyznam absolutni hodnoty | det A| determinantu matice A =
(ar]ag) Ffddu 2 je obsah rovnobézniku urdeného vektory aj, as.

(3) Je-li A = (a;j) matice fadu 3 nad télesem T, pak definujeme determinant
det A jako skalar

(11022033 + 021032013 + 31012023 — (11032023 — (31022013 — 21012033 -

(4) Geometricky vyznam absolutni hodnoty | det A| determinantu matice A =
(a1]az]ag) fddu 3 je objem rovnobéznosténu uréeného vektory ap,as, as.

(5) Permutaci na mnoziné X rozumime vzdjemné jednoznacéné zobrazeni X —
X. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné X znacime Sx. Pro mnozinu
permutaci na mnoziné X = {1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo, také
pouzividme znaceni S, .

(6) Permutace 7, p na mnoziné X mizeme slozit (jako zobrazenf), slozeni m p
je opét permutace na X. Inverzni zobrazeni p~! k permutaci p € Sx je
opét permutace na mnoziné X. Identické zobrazeni id x na mnoziné X je
permutace na X.

(7) Sklddani permutaci na mnoziné X je bindrni operace na Sx, kterd ma
nasledujici vlastnosti.

(a) Pro libovolné 7, p,0 € Sx plati w(po) = (mp)o.
(b) Pro libovolné w € Sx plati idx 7 = ridx = 7.
(c) Pro libovolné 7 € Sy plati 77~ ! = 7~ 17 = id .

(8) Permutaci na kone¢né mnoziné X muzeme zapsat bud tabulkou nebo gra-
fem.

(9) Cyklus délky k je permutace na X splijici 7(z1) = zo, 7(x2) = x3, .\
m(xp_1) = g, 7(xK) = 21 a 7(y) =y pro kazdé y € X \ {x1,22,..., 21},
kde x1, 23, ..., x jsou po dvou ruzné prvky X . Zapisujeme m = (z1 23 ... Tk).

(10) Cykly nazyvadme nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvku vyskytujici se v
cyklech disjunktni.

(11) Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru 7 = (z y).

(12) Kazdou permutaci na koneéné mnoziné X lze zapsat jako slozeni nezdvis-
Iych cykla. Tento zdpis je jednoznaény az na pofadi cykli (a cykly délky
1).

(13) Cyklickgm zdpisem rozumime rozumime zapis pomoci nezavislych cykla s
vyznacenymi pevnymi body, napiiklad

T=(173)(2648)(5) .

Pokud pevné body neuvadime, hovorime o redukovaném cyklickém zdpisu.
(14) Kazda permutace na koneéné mnoziné je slozenim transpozic.
(15) Je-li X koneénd mnozina, 7 € Sx a (z y) € Sx, pak pocet cyklu v
permutaci (z y)7 a 7 se lis{ o 1 a pocet sudych cykli v permutaci (z y)m
(16) Pro libovolnou permutaci m na konefné mnoziné X nastane jedna z na-
sledujicich moznosti:
(a) Kazdy zapis 7 jako slozeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic.
To nastane pravé tehdy, kdyz pocet cyklu sudé délky v (redukova-
ném) cyklickém zapisu permutace 7 je sudy.
(b) Kazdy zépis m jako sloZeni transpozic obsahuje lichy pocet transpozic.
To nastane pravé tehdy, kdyz pocet cyklu sudé délky v (redukova-
ném) cyklickém zapisu permutace 7 je lichy.
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Permutace 7 na kone¢né mnoziné X se nazyva sudd, pokud nastane moz-
nost (1) z predchoziho bodu. Rovnéz fikame, ze znaménko w je 1 a piSeme
sgn(m) = 1.
V opa¢ném pripadé je 7 lichd, mé znaménko —1 a piSeme sgn(7) = —1.

Necht X je konecnd mnozina a 7, p € Sx. Pak plati

(a) sgn(idy) =1,

(b) sgn(r~!) = sgn(n) a

(c) sgn(mp) = sgn(m) sgn(p).
Pro libovolnou mnozinu X a permutaci m € Sx jsou nésledujici zobrazeni
vzajemné jednoznac¢na:

(a) f:Sx — Sx definované piedpisem f(p) = p~1,

(b) g: Sx — Sx definované predpisem g(p) = 7 p,

(¢) h:Sx — Sx definované predpisem h(p) = p.
Disledkem predchoziho bodu je, ze pocet sudych permutaci kone¢né mno-
ziné s n > 2 prvky je stejny jako pocet lichych permutaci a rovné se tedy
nl/2.
Je-li A = (a;j) Ctvercova matice nad télesem T Fadu n, pak definujeme
determinant matice A predpisem

det (A) = Z Sgn(ﬂ—)a'rr(l),laﬂ'@)ﬂ - Qr(n)n -
TESy

Je-li A = (ai;) horni trojihelnikova matice fadu n, pak det (A) = a11a22 . . . Gpy.
Pro libovolnou étvercovou matici A plati det (A) = det (A7),
Pro libovolnou matici A = (a;;) fadu n plati

det (A) = Z sgn(ﬂ)alm(l)ag,ﬂ@) . anm(n) .

TES,
Pro ¢tvercovou matici A = (ai;) = (ai]---|a,) fddu n nad T, libovolny
vektor b = (by,...,b,)7T, kazdé j € {1,...,n} a skalar t € T plati
(a) det(ay|---[aj_1|aj+blaji1| - |an) = det(ay|---|aj_1|a;laj 1] - Jan 1+

det(ay |- -|aj—1|blaj 1] -[an),
(b) det(ay|---[aj1taj|aj 1] - -|an) =t det(as] - -|a;1]aj]aj 1] - |an) = t det A.
Prohozeni dvou fadki ¢tvercové matice A = (a;;) zméni znaménko det A.
Podobné prohozeni dvou sloupctt matice A zméni znaménko det A.

Mé-li matice A = (a;;) = (a1]|---]a,) nad T dva stejné sloupce, plati
det A = 0.
Pri¢teme-li v matici A = (a;|---|a,) ndsobek jednoho radku (sloupce) k

jinému fadku (sloupci), determinant det (A) se nezméni.

Pro kazdou elementarni matici E a libovolnou matici A, obé fadu n, plati
det(EA) = det(E) - det(A).

Ctvercové matice je regularni pravé tehdy, kdyz det (A) # 0.

Pro libovolné matice A, B fadu n nad stejnym télesem plati det (AB) =
det (A) det (B).

Je-li A regularni matice, pak det (A~!) = det (A4)~".
Cramerovo pravidlo. Je-li A = (ay]...|a,) reguldrni matice fddu n a j €
{1,2,...,n}, pak j-t4 slozka vektoru feseni x = (21, z2,...,x,) soustavy
Ax =b je
- det (Aj)
I et (A)

kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem
b, tj.
Aj = (a1|a2| N \aj,1|b|aj+1| e |an) .



(34)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)
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Je-li A = (a;j) ¢tvercovd matice fadu n a 4,5 € {1,2,...,n}, pak alge-
braickym dopliikem (téz kofaktorem) prvku a;; matice A rozumime skaldr
mij = (=1)""7 det (Mj;)

kde M;; je matice fadu n — 1, kterd vznikne z A vynechanim ¢-tého radku
a j-tého sloupce.
Véta o rozvoji podle sloupce. Je-li A ¢Etvercovd matice fadu n a j €
{1,2,...,n}, pak

n

det (A) = Z QijMyj = A15M15 + A2Moj + - + QpjMpj -

i=1
Kofaktorovd matice ke ¢tvercové matici A = (a;;) je matice M = (my;)
tvofend algebraickymi doplinky prvki a;;. Adjungovand matice k matici A
je matice M7 transponovans ke kofaktorové matici M, znac¢ime ji adj (A)
Véta o falesném rozvoji. Je-li A ¢tvercova matice faduna j, k € {1,2,...,n},
J # k, pak

0= Zaijmik = a1;Mik + a2iMak + -+ + ApjMnk
i=1
Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati
adj(A)A=Aadj(A) =det(A) I, .
Specialné, pokud A je regularni, pak
-1 _ adj (A4)
det (A)

Uloha na nalezeni polynomu stupné nejvyse n — 1 s koeficienty v télese
T, ktery ma predepsané hodnoty v n bodech ay,as,...,a, € T vede na
feSeni soustavy linedarni rovnic a matici

-1

1 a; a2 ... af
2 n—1

1 ax a3 Qg
1 a, a2 ... a7}

Tato matice se nazyva Vandermondova matice a jeji determinant Vander-
mondiv determinant urceny prvky ai,as, ..., ay.
Hodnota Vandermondova determinantu ur¢eného prvky ai,as, ..

H aj; — G4 .

1<i<j<n

.50y je

Vandermondova matice ur¢end prvky aq, as, . .., a, je regularni pravé kdyz

jsou prvky aq,as,...,a, navzijem ruzné.

Klicové znalosti ze sedmé kapitoly nezbytné pro pribézné sledovani
prednasek s pochopenim

(1)
(2)
3)

(4)

Geometricky vyznam determinantu matic fadu 2 a 3.

Definice permutace a sklddani permutaci, jejich zakladni vlastnosti.
Znaménko permutace, zndmenko inverzni permutace a znaménko slozeni
dvou permutaci, sudé a liché permutace.

Definice determinantu, rovnost det (A) = det (A”'), determinant trojihel-
nikové matice.
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(5) Vliv elementérnich iprav matice na hodnotu jejtho determinantu.

(6) Determinant souéinu je soucin determinantii (pro ¢tvercové matice stej-
nych fadu).

(7) Matice je reguldrni pravé kdyz mé nenulovy determinant.

(8) Véta o rozvoji determinantu podle fddku nebo podle sloupce.



KAPITOLA 8

Skalarni soudin

Cil. Pomoci skaldrniho soucinu pocitame v redlnych nebo kom-
plexnich vektorovych prostorech velikosti vektori a whly mezi nimi.
Viznamnou aplikaci skaldrniho soucinu je hleddni dobrjch apro-
ximaci vektori v podprostoru, coz umoznuje napriklad hledat ro-
zumnd ,resent neresitelngch soustav vektorovych rovnic nebo apro-
ximovat funkci jednodussimi funkcemi.

V abstraktnim vektorovém prostoru nemdme metrické pojmy jako délka vek-
toru nebo thel mezi dvéma vektory (co napiiklad znamend délka funkce nebo ma-
tice?). Tyto pojmy zavedeme priddnim skaldrniho souc¢inu. Nejprve se podivdme na
dulezity priklad skaldrniho sou¢inu v aritmetickych vektorovych prostorech nad R
a nad C — standardni skaldrni soucin.

8.1. Standardni skalarni souc¢in v R" a C"

8.1.1. Motivace. Standardni skalarni soucin dvou realnych n-slozkovych arit-
metickych vektoru (tj. prvka R™) je redlné ¢islo definované jednoduchou formulkou,
viz definice 8.4. Pomoci standardniho skalarntho soucinu pak definujeme eukleidov-
skou délku vektoru a ithel mezi vektory.

Abychom se presvéddili, ze takto definované pojmy jsou v souladu s geomet-
rickou intuici v prostorech R? a R? (a R), budeme na chvili pfedpokladat znalosti
elementarni geometrie a zavedeme standardni skalarni soucin u - v aritmetickych
vektorii u,v € R? (nebo u, v € R?) alternativné, a to pro nenulové vektory vztahem

u-v = [luf| vl cosev ,

kde ||ul|, ||v|| znaéi délky vektord u, v a « je dhel, ktery tyto vektory sviraji. Pokud
je jeden z vektortu u, v nulovy, definujeme u-v = 0. VSimnéte si, ze jsou-li dva ne-
nulové vektory rovnobézné a souhlasné orientované (tj. jeden je kladnym nasobkem
druhého), pak je jejich standardni skaldrni souéin roven soudinu délek, a jsou-li na
sebe kolmé, pak je jejich soucin roven 0.

Pomoci tohoto pojmu lze vyjadrit délku vektoru i thel mezi dvéma vektory. Z
uvedeného vztahu totiz vyplyva, ze délka vektoru u je 1/u - u a tthel mezi nenulovymi
vektory u a v je ten thel a € [0,], pro ktery plati cosa = (u-v)/(||ull [|v|D)-
Podstatnéjsi vyhody jsou, zZe standardni skalarni soucin lze spocitat jednoduchym
vzorcem a mé pifjemné vlastnosti, zejména linearitu (viz tvrzeni 8.6), které znacné
usnadnuji vypocty.

Predvedeme dvé odvozeni zminéného jednoduchého vzorce v dimenzi 2. Ozna-
¢ime u = (z1,72)T a v = (y1,y2)7 a ukdZeme

x1 Y1
. =z + Z2Y2.
( o ) ( Yo ) 141 2Y2

252



8.1. STANDARDNI SKALARNI SOUCIN V R™ A C" 253

Prvni odvozeni vyuzivd Pythagorovu vétu a kosinovou vétu. Z Pythagorovy véty vidime

lull = /2% + 23, [vll=1/v7 +¥3, llu—v]= \/(wl —y1)? + (22 —w2)? .

(Obrazek znazorfiuje situaci v dimenzi 3.)

OBRAZEK 8.1. Eukleidovskd norma v R3
Je-li (u,v) linedrné nezavislad posloupnost, pak podle kosinové véty pouZité pro trojdhelnik o
stranach u, v a u — v plati
2 2 2
la = vII” = llal|” 4+ [[v]|* = 2 [lu]| [Iv]| coscr .

Stejny vztah plati i pro pfipad, Ze (u,v) je linedrné zavisla posloupnost, jak se snadno presvéddéite.
OBRAZEK N1 - kosinova veta

Dosazenim a Gpravou nyni dostdvame
2|Jul| []v]l cosa = — lu = v]|* + [fu? + [Iv]|?
=—(@1—y1)® — (w2 —y2)* + (2] + 23) + (47 +93)
= 2z1Yy1 + 2z2Y2 ,
coz je po vydéleni 2 to, co jsme chtéli. V dimenzi 3 by se analogicky vztah ukazal podobné.

Druhé odvozeni je o néco delsi, ale jinak m4 fadu vyhod. Nevyuziva Pythago-
rovu ani kosinovou vétu, je podobné odvozeni vzorce pro determinant a poskytne
nam dalsi dulezity geometricky vyznam standardniho skaldrniho soucinu.

Timto geometrickym vyznamem zacneme. Budeme uvazovat ptipad, Ze oba
vektory u,v jsou nenulové. Vyraz ||v|| cosa udavéd orientovanou délku kolmé (téz
zvané ortogonalni nebo pravoihlé) projekce vektoru v na pfimku Span {u}, pfi¢emz
znaménko je kladné, pokud vektory u a v sviraji ostry thel, a je zdporné pokud
sviraji tupy tuhel.

Span {{} u}

\\ . CO® o

W

OBRAZEK 8.2. Geometricky vyznam standardniho skaldrniho souc¢inu

Na u - v se tedy muzeme divat jako na soucin délky vektoru u a orientované
délky kolmé projekce vektoru v na primku Span{u}. Symetricky, u - v je rovno
soucinu délky vektoru v a orientované délky kolmé projekce vektoru u na piimku
Span {v}.
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Z toho muzeme nahlédnout (viz obrdzek), ze skaldrni souéin je linedrni v prvni
proménné, tj. pro libovolné u, v, w € R? (i nulové) a ¢t € R plati

(tu) - v=t(u-v), (ut+v)-w=u-w+v-w .

OBRAZEK N4 - linearita

Ze symetrie nebo z podobného obrazku ziskdme linearitu v druhé proménné:
u-(tv)=t(u-v), u-(v+w)=u-v4+u-w.

Vlastnosti linearity a symetrie budeme pozadovat pro kazdy skaldrni soucin na R2.
Standardni skaldrni soucin se vydéluje tim, ze vektory ej, ez kanonické baze jsou
na sebe kolmé a maji jednotkovou délku, takze

el-egzeg-elzo, e1-e1:1, 62-62:1.
Nyni jiz odvozovany vztah dostaneme primocarym vypoctem:
u-v= (1] + 2€2) - (y1€1 + Yy2€2)
= (w1e1) - (y1€1 + y2e2) + (z2€2) - (y1€1 + y2e€2)
= (z1e1) - (y1e1) + (z1€1) - (y2e2) + (72€2) - (y1€1) + (72€2) - (y2e2)
=z1y1(er - e1) + w1y2(er - ez) + xayi (e - 1) + zaya(ez - €2)
=Z1Y1 + T2y .
Drobnou tupravou postupu bychom odvodili analogicky vzorec pro standardni ska-
larnf sou¢in v R3.
Zavérem motivacni ¢asti nékolik prikladi.
PRIKLAD 8.1. Standardni skaldrni souc¢in mizeme vyuzit k novému ndhledu na
rovnici primky v roviné. Mame-li danu rovnici

a1x1 +agxe =0

ve které je aspon jeden z koeficientii ay, as nenulovy, mnozina viech feseni (z1,z2)7 €
R? tvoif n&jakou pifmku v roviné. Oznacime-li a = (a1, a2)T a x = (21, 22)T, mi-
zeme rovnici pfimky pomoci standardniho skaldrniho soucinu prepsat do tvaru

a-x=> .

PouZijeme rovnost a - x = ||a|| [|x|| cosa, kde « je thel, ktery sviraji vektory a a x.
Protoze a # o, plati ||a|| # 0 a posledni rovnici mizeme prepsat do tvaru

b

Ix|| cosax = —

[al

Na levé strané dostédvame orientovanou délku kolmé projekce proménného vektoru
x do sméru vektoru a, zatimco prava strana zavisi pouze na koeficientech rovnice
a1r1 + asxe = b a je tedy konstantni. Mnozinu vsech Feseni rovnice tak tvori
vektory, které maji dany primét do sméru vektoru a. Z toho vidime, zZe mnozina
vSech Teseni rovnice ajx1 + asxe = b tvori pfimku v roviné kolmou na vektor a,
pokud je aspon jeden z koeficientl aj,as nenulovy. Vektor a se nazyva normdlovy
vektor této primky.

OBRAZEK N3 - ptimka s normalovym vektorem

To, ze vektor a je kolmy na smérové vektory primky muzeme také vidét na-
sledujicim zptisobem. Vime, Ze vektor y = (y1,y2)7 je smérovy vektor piimky s
rovnici a1x1 + asxe = b pravé tehdy, kdyz tesi prislusSnou homogenni ,, soustavu‘
(jedné rovnice o dvou nezndmych) a1y; +azys = 0. Leva strana je alerovnd a-y. A
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Pomoci standardniho skaldrniho soucinu mizeme také snadno najit rovnici
primky v roviné prochazejici dvéma raznymi body.

PRIKLAD 8.2. Najdeme rovnici a;z1 + asws = b pifmky [ v roviné prochazejici
body P = (1,3) a Q = (2,1). Vektor u s poc¢atecnim bodem P a koncovym bodem
Q je rovnobé&zny s primkou I, mé souradnice (2,1)T — (1,3)T = (1, -2)T a je kolmy
na libovolny normélovy vektor primky [. Za normalovy vektor tedy miizeme zvolit
napiiklad a = (2,1)7. Tim jsme nasli koeficienty a; = 2 a ay = 1 rovnice p¥imky
I. Ta se tedy rovna 21 + log = b a soutadnice (1,3)7 bodu P ji musi spliiovat.
Cislo b se proto rovnd b =2-1+1-3 = 5. Jedna z moznych rovnic piimky [ je tedy
2r1 + x9 = 5.

V prvni kapitole jsme rovnici pfimky prochézejici dvéma rtiznymi body hledali
pomoci parametrického tvaru primky. PHimy postup vyuzivajici skalarni soucin je
mnohem rychlejsi. A

PRIKLAD 8.3. Podobné jako v roviné vyjadiime také v prostoru mnozinu vSech
TeSeni rovnice
11 + A2 + A3T3 = b
pomoci skalarniho soucéinu ve tvaru
a-x=b>b.
Je-li aspoti jeden z koeficientl a1, az, az nenulovy, je vektor a = (ay,az, as)”
lovy a vektor nezndmych x = (21, o, 23)” spliiuje rovnici

nenu-

b
IIx|| cosax = — .
[al
Vektor x = (21, 79,73)7 je tedy TeSenim rovnice ajx; + ass + azxz = b prave
tehdy, kdyz je orientovana délka jeho kolmé projekce do sméru vektoru a rovnd
b/ ||al|. Mnozinou FeSeni je proto rovina kolmé na vektor a, ktery opét nazyvdme
normdalovy.

Uvédomime si jesté, jaky vektor z je pravoihlou projekei vektoru x do sméru
vektoru a. Vime, ze délka vektoru z je |b|/ ||a|| a tento vektor je nezdpornym né-
sobkem vektoru a, pokud b/ ||a]| > 0, a zdpornym nasobkem a, pokud b/ |jal| < 0.
Protoze vektor a/ ||a|| m4 stejny smér jako a a jednotkovou délku, vidime, ze v obou
pripadech plati

7= b oa b a
lall [lall - [jaj*
Mnozinu feseni rovnice a1z + asx2 + agxrs = b mizeme tedy presnéji popsat jako
mnozinu téch vektort, jejichz kolmé projekee na piimku Span {a} je rovnd vektoru
o/ lla]*)a. A

8.1.2. Standardni skalarni souc¢in v R™. Motivac¢ni ivahy snad Ctenare
presvédcily o smysluplnosti nasledujicich definic.

DEFINICE 8.4. Pro dva n-slozkové aritmetické vektory u = (z1,xa,...,2,)7,
v=(y1,¥2,..,yn)T € R™ definujeme jejich standardni skaldrni soucin jako redlné
¢islo

u-v==x1y1 +Tay2 + 0+ TulYn -

Vsimnéme si, Ze standardni skalarni souc¢in lze napsat pomoci maticového sou-
¢inu

u-v=ulv,

kde Fadkovy vektor u” chdpeme jako matici typu 1 x n, sloupcovy vektor v chdpeme

jako matici typu n x 1 a vyslednou matici u”v typu 1 x 1 ztotoziiujeme s jejim

jedinym prvkem.
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Pomoci standardniho skaldrniho soucinu definujeme eukleidovskou délku (téz
zvanou normu) vektoru u € R™.

DEFINICE 8.5. Fukleidovskd norma nebo také eukleidovskd délka vektoru u €

R™ je ¢islo
Jull = Vi .

Eukleidovskou normu vektoru u = (21, s, ...,2,)7 lze také psat

Jull = VaTu=\/a? +- 23+ +a2 .

Pron = 2 an = 3 jde o stejny vzorec, ktery v elementarni geometrii plyne z
Pythagorovy véty. Pro n = 1 dostavame |ju|| = ||(z1)|| = |z1].

Uhel mezi nenulovymi vektory u a v z R” definujeme jako to jednoznaéné uréené
realné ¢islo « € [0, 7], které spliiuje

u-v=u [|v|] cosa .

To, ze takové cislo existuje, vyplyva z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti, kterou
ve vété 8.33 dokdzeme obecnéji. Dva vektory nazyvame kolmé (nebo ortogondini),
pokud u-v = 0. V definici kolmosti muzou byt vektory nulové; nulovy vektor je
podle této definice kolmy ke vSem vektortum.

Zékladni algebraické vlastnosti standardniho skalarniho souc¢inu shrnuje nasle-
dujici tvrzeni. Jejich geometricky vyznam byl vysvétleny v predchozi casti.

TVRZENI 8.6. Jsou-li u,v,w € R" libovolné rediné aritmetické vektory a t € R

skaldr, pak plati

(1) u-v=v-u,
u-(tv) =t(u-v),
B)u-(v+w)=u-v+u-w,

u-u>0, au-u=0 pravé kdyZ u = o.

DUKAZ. Vsechna tvrzeni plynou okam?ité z definice standardniho skaldrniho
sou¢inu. K vypoctum je vyhodné pouzivat maticovy zapis. Napiiklad tfeti vlastnost
ovéfime vypoctem

u-(viw)=u'(v+w) =u'v+ulw=u-v+u-w,
pouzili jsme pouze distributivitu nasobeni matic vzhledem k jejich séitani.

Posledn{ tvrzeni plyne z toho, Ze pro u = (21,2, ...,2,)" plati

T

u-u=mu u:xf+aj§+--~+xi .
O

Prvni rovnost se nazyva symetrie, dalsi dvé rovnosti fikaji, ze standardni ska-
larni soucin je linedrni vzhledem ke druhé sloZce. Ze symetrie pak plyne, Ze je také
linedrnt vzhledem k proni sloZce. Posledni ¢tvrtd vlastnost se nazyva pozitivni defi-
nitnost standardniho skalarniho soucinu.

Analogicky jako v dimenzi 2 vzorec v definici 8.4 plyne ze symetrie, linearity a
predpokladu, Ze vektory kanonické baze (e, eq,...,e,) prostoru R™ spliiuji

e-e; =0 pokud i #j, e -e=1.

Vypocet je nasledujici.

u-v= (Z gjiei> . (Z yiei> = ZZ(-Tiei) : (yjej)

i=1 j=1

n n n
SO IETIERNED SR
i=1

i=1 j=1
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PRIKLAD 8.7. V piikladech 8.1 a 8.3 jsme ukdzali interpretaci feseni jedné
linearni rovnice o dvou nebo tiech redlnych neznamych pomoci skaldrniho soucinu.
Uvazujme nyni obecnou soustavu m vektorovych rovnic o n nezndmych Ax = b
nad redlnymi ¢isly. Vime, Ze mnozina vSech TeSeni je tvaru x, 4+ Ker A, kde x, je
libovolné feseni soustavy.

Smérové vektory tohoto utvaru (tj. prvky Ker A) jsou pravé feseni prislusné
homogenni soustavy Ax = o. Oznacime-li ay,...,a,, € R™ radkové vektory matice
A, miuzeme vztah Ax = o ekvivalentné psat

a;-x=0,a-x=0, ..., 8, -x=0.

To znamena, ze x lezi v Ker A pravé tehdy, kdyz je kolmy ke vSsem radkovym
vektorum matice A.

Symetricky muzeme tict, ze kazdy fadkovy vektor matice A je kolmy ke vSem
prvkim Ker A. Z véty 8.79 o ortogonalnim doplitku vyplyne silngjsi tvrzeni: vektor
je kolmy ke vsem prvkum Ker A pravé tehdy, kdyz lezi v linedrnim obalu radku
matice A, tj. v prostoru Im AT A

8.1.3. Aritmeticky prostor C". Nad komplexnimi ¢isly je standardni ska-
larni soucin aritmetickych vektort definovan trochu jinym zptsobem.

DEFINICE 8.8. Pro dva komplexnf aritmetické vektory u = (z1, 22, .., 7,)7 a
v=(y1,Y2,--,Yn)T definujeme standardni skaldrni soucin u - v predpisem

u-v==7T1yr +TaY2 + -+ TnYn ,
kde ¥ znadi ¢islo komplexné sdruzené k x, tj. a 4+ bi = a — bi.

Pro realné vektory tato definice souhlasi s predchozi, protoze komplexni sdruzo-
vani s redlnymi ¢isly nic nedéla. Tato definice mé vyhodu v tom, ze skalarni soucin
u - u je vzdy nezdporné realné c¢islo, nebot je souctem druhych mocnin absolutnich
hodnot T;z; = |z;]? slozek vektoru u. Proto komplexni aritmetické vektory maji
nezapornou realnou délku ve smyslu nasledujici definice.

DEFINICE 8.9. Eukleidovskou délku nebo také eukleidovskou mormu aritmetic-
kého vektoru u = (1, 72, .., 2,)7 € C" definujeme jako

u)| = Vu-u = VFie, + 3aw2 + - + Tpan = V)22 w22+ [z

Eukleidovskd délka ||u|| je redlné ¢islo, které je nulové pravé tehdy, kdyz u = o.
Pokud bychom definovali skaldrni sou¢in bez komplexniho sdruzovani, vyraz u - u
by nebyl vzdy realny a byl by roven nule i pro nékteré nenulové vektory.

Eukleidovska délka vektoru u = (aj + byi,...,a, + bpi)?, kde a1,...,a, a
b1,...,by, jsou redlna ¢isla, je podle definice

Jull = VI + 602 + - F [ + buil? = \Ja? + 52 + -+ a2 + 82

co7 je totéZ jako eukleidovskd délka (2n)-slozkového realného vektoru (ay, bi, .. ., an, by)T
Vsimnéte si ale, ze skaldrni soucin n-slozkovych komplexnich aritmetickych vektortu
se obecné nerovnd skaldrnimu soucinu piislusnych (2n)-slozkovych redlnych.

V redlném pripadé muzeme standardni skaldrni soucin definovat maticovym
sou¢inem u’v. Abychom mohli maticové zapsat standardni skaldrni soucin nad
komplexnimi ¢isly, zavedeme pojem hermitovsky sdruzené matice.

DEFINICE 8.10. Hermitovsky sdruzend matice k matici A = (ai;)mxn je ma-
tice A* = (bji)nxm, kde bj; = @;; pro libovolné indexy i € {1,2,...,m} a j €
{1,2,...,n}.
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Hermitovsky sdruzenou matici k A tedy dostaneme transponovanim a nasled-
nym nahrazenim vsech prvka prvky komplexné sdruzenymi. Hermitovské sdruzo-
vani se chova k ostatnim operacim podobné jako transponovani, viz cviceni. Speci-
alné, pokud je definovan soucin komplexnich matic AB, plati

(AB)* = B*A* .

Stejné tak (A*)" = A pro kazdou komplexni matici A. Viimnéme si také, ze pokud
jsou vsechny prvky matice A realné, plati A* = AT,

PRIKLAD 8.11.

1420 3 i\ 1_32@ 3f2.
0 3-2% 4 ) . !
—1 —41

A

Pomoci hermitovského sdruzovani muzeme také standardni skalarni souc¢in kom-
plexnich vektoru zapsat pomoci souc¢inu matic:

u-v=u'v .

Nésledujici jednoduché tvrzeni shrnuje zédkladni vlastnosti standardniho ska-
larniho souc¢inu v aritmetickém prostoru C™.

TVRZENT 8.12. Pro libovolné tri vektory u,v,w € C" a komplexni ¢islo t plati

(1) u-v=v-u,

(2) u- (tv) = t(u-v),

B)u-(v+w)=u-v+u-w,

(4) u-u je nezaporné redlné cislo, a u-u =0 prdvé kdyZ u = o.

DUKAZ. Tentokrat dokéZeme prvni rovnost, diikaz ostatnich vlastnosti pone-
chame jako cviceni. Nez se do toho pustime, pfipomeneme tmluvu, Ze ¢tvercovou
matici (a) Fddu 1 obsahujici jediny prvek a budeme v piipadé potieby ztotoziiovat
s prvkem a. Pfi tomto ztotoznéni plati (a)* = a.

Pri ovéreni pouzijeme znamou vlastnost, ze pro kazdé komplexni ¢islo z plati
Z = z. Pak plati

O

Prvni vlastnost je ,,skorosymetrie*. Druha a tieti rovnost fikaji, ze standardni
skalarni soucin nad komplexnimi ¢isly je linedrni v druhé proménné. V prvni pro-
ménné ale linearni neni. Plati pouze nasledujici dvé rovnosti.

P0ZzOROVANT 8.13. Pro libovolné tri vektory u,v,w € C" a komplexni éislo t
plati

(1) (tu)-v=7¢ (u-v).
(2) (u+v) - w=u-w+v-w,

DUKAz. Obé& rovnosti lze dokézat pouze pouzitim vlastnosti z tvrzeni 8.12:

(tu)-v=v-(tu)=t(v-u)=tu-v==¢ (u-v)

(u+v)-w=w-(u+v)=w-u+w-v=w-u+wW-v=u-w+v-w
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8.2. Obecny skalarni souéin

Obecné definujeme skalarni soucin jako zobrazeni, které pritazuje kazdé dvojici
prvki néjakého vektorového prostoru nad R nebo C skalar a které ma podobné
vlastnosti jako standardni skaldrni souc¢in. Duvodem pro takové zobecnéni je opét
daleko sirsi moznost vyuziti, naptriklad na prostory funkeci.

Skaldrni souéin prvki u a v budeme znacit (u,v), znadeni u-v budeme pouzivat
pouze pro standardni skalarni souc¢in v R™ nebo C".

Za zaklad definice obecného skalarniho soucinu vezmeme vlastnosti standard-
niho skalarniho souc¢inu shrnuté v tvrzenich 8.6 a 8.12. VSimnéme si také, ze stan-
dardni skalarni soucin na prostoru R™ mé vSechny vlastnosti standardniho ska-
larniho soucinu na prostoru C”, protoze standardni skaldrni soucin dvou realnych
vektori je redlné Cislo a pro kazdé redlné cislo a plati a = a.

DEFINICE 8.14. Je-li V vektorovy prostor nad R (resp. nad C), pak se zobrazeni
(,YzV xV doR (resp do C), které dvojici u, v pfifadi skaldr (u, v), nazyva skaldrni
soucin na V, pokud pro libovolné u,v,w € V a t € R (resp. ¢t € C) plat{

(SSS) (u,v) = (v,u),
(SL1) <u tv) =t {u,v),
(SL2) (w,v+w)={u,v)+ (u,w),
(SP) (u,u) je nezdporné realné ¢islo, které je nulové pravé tehdy, kdyz u = o.

Zduraznéme jesté jednou, ze skaldarni souc¢in definujeme pouze pro vek-
torové prostory nad télesem R nebo C.

Prvni axiom je ,skorosymetrie, dalsi dva axiomy fikaji, ze i obecny skalarni
souéin je linedrni vzhledem ke druhé sloZce, posledni je pozitivni definitnost. Axiomy
jsou stejné pro redlny i komplexni pripad, dikazy proto budeme vétsinou provadét
jen pro komplexni prostory.

Zacneme jednoduchymi dusledky axiomu v predchazejici definici.

PozoROVAN{ 8.15. Je-li V vektorovy prostor nad R (resp. nad C) se skaldrnim
soucinem (), pak pro libovolné u,v,w € V a skaldr t plati

(1) (u,0) =0=(o,u)
(2) (tu,v) =t(u,v)
(3) (utv,w) = (u,w) + (v,w)

DUKAz. Druhou a tiet{ vlastnost jsme dokézali uZ v pozorovani 8.13, nebot
jsme i tam pouzili pouze axiomy z definice 8.14. Zbyva prvni vlastnost:

(u,0) = (u,00) =0(u,0) =0,
zbytek plyne z vlastnosti (SSS). O
8.2.1. P¥iklady.

PRIKLAD 8.16. Standardni skaldrni sou¢in v R™ (resp. C") je skaldrnim sou-
¢inem v R™ (resp. C™) ve smyslu definice 8.14. VSechny axiomy jsme uz ovérili v
tvrzenich 8.6 a 8.12. A

PRIKLAD 8.17. Piedstavme si R? jako (nekone¢ny) list papiru a podivejme
se na papir z jiné vzdélenosti a z jiného thlu. Tim se ndm zméni vnimané délky
vektort a ihly mezi nimi. Uvazujme naptiklad situaci, kdy délka vektoru e; zlistane
1, délka vektoru e; bude 2 a vektory e; a ey budou svirat thel 7/3.

V casti o standardnim skaldrnim sou¢inu na R™ jsme vidéli, ze formulka pro
tento soucin plyne z linearity a predpokladu kolmosti riznych vektort kanonické
béaze a toho, ze maji délku 1. Zkusime podobnym zpusobem zavést skaldrni soucin
pro ,,sikmy pohled“ na rovinu. To znamend, ze bude platit

(e;,e;) = (,délka" e;)(,délka" e;) cosa,
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kde «a je ,uhel”, ktery sviraji vektory e; a e;. To znamend, Ze
(e1,e1) =1-1-cos0=1
(ez,€9) =2-2-cos0=4
(e1,e0) =1-2-cos(m/3) =1=(eg,eq)

Podobnym vypoctem jako v pripadé standardniho skaldrniho soucinu ziskdme vzo-
rec

T Y1
r2 )7\ Y2
Tento vztah lze maticové zapsat

x1 Y1 11 Y1
, =(z1
() ()= (5 3)(3)
Snadno ovérime, ze takto definovany soucin spliiuje axiomy symetrie a linearity.
Spliiuje také axiom (SP): Je-li u = (21, 22)7, pak plati
(w,u) = 2? + 2129 + 423 = (21 + 29)* + 323 .

Odtud plyne, Ze (u,u) > 0 pro kazdy vektor u € R? a (u,u) = 0 pravé kdyz xo = 0
a ) + xy = 0, tj. pravé kdyz u = (z1,22)7 = (0,0)7. A

(z1€1 + w202, y1€1 + Y2€2)

=z1y1 (e1,e1) + T1y2 (€1,e2) + x2y1 (€2, €1) + Tays (€2, €2)

= z1y1 + x1Y2 + Toy1 + 4w2ys .

Zobecnime predchozi priklad , nestandardniho“ skaldrniho soucéinu na aritme-
tickém prostoru.

Je-li A ¢tvercova matice nad R (resp. C) fadu n, pak zobrazeni z R” x R — R
(resp. C™" x C® — C) definované vztahem

(u,v) =u*Av

vzdy spliiuje axiomy linearity, tj. axiomy (SL1) a (SL2) (cviceni). Snadno lze také
zjistit, pro které matice A plati , skorosymetrie“ (SSS).

P0OZOROVANI 8.18. Matice A = (a;;) € C"™*™ splriuje rovnost u*Av = v*Au
pro kazdé dva vektory u,v € C™ prave kdyz A* = A.

DUKAzZ. Pokud plati A* = A, pak v*Au = (v Au)* = u*A*v = u* Av. Pokud
naopak rovnost A* = A neplati, existuji indexy ¢,j € {1,2,...,n} takové, Ze a;; #
aj;. Pak pro prvky e;, e; kanonické baze v C" plati

* e .. . = * .
e;Aej = a;; #aj; = ejAel .
O

DEFINICE 8.19. Komplexnim ¢tvercovym maticim spliujicim rovnost A* = A
rikame hermitovské.

Vsimnéte si, ze redlnd ctvercova matice je hermitovskd praveé tehdy, kdyz je
symetricka.

Pro obecnou hermitovskou (symetrickou) matici A, zobrazeni definované (u, v) =
u* Av nemusi spliiovat podminku (SP). M&-1i matice A € C™*™ spliiovat podminku
(SP), musi byt reguldrni. Pro singuldrni matici A totiZ existuje nenulovy vektor
u € C", pro ktery plati Au = o. Pro tento vektor u pak plat{ u*Au = 0 a matice
A tak podminku (SP) nespliiuje. Ani regularita matice A ale neni postacujici pro
splnéni podminky (SP). Lze si to snadno ovéfit na matici

(1)
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DEFINICE 8.20. Redlna nebo komplexni ¢tvercova matice A fadu n se nazyva
pozitivné definitni, pokud je A hermitovskd a u*Au je nezdporné realné ¢islo pro
libovolné u z prostoru R™ resp. C™, pricemz u* Au se rovna 0 pravé kdyz u = o.

Shrnutim dosavadnich ivah dostavame:

P0zZOROVANI 8.21. Je-li A c¢tvercovd matice nad R (resp. C) tadu n, pak zob-
razend z R x R — R (resp. C" x C" — C) definované vztahem

(u,v) =u*Av
je skalarni soucin pravé tehdy, kdyz je matice A pozitivné definitni.

Pozitivné definitni matice hraji v linedrni algebfe a jejich aplikacich dilezitou
roli. Prikladem pozitivné definitnich matic jsou matice typu A = B*B, kde B je
reguldrni matice fddu n nad R (resp. nad C). Snadno totiz spoéteme, Ze v takovém
pripadé pro kazdy vektor u € C™ plati

u*Au =u*B*Bu= (u*B*)(Bu) = (Bu)*(Bu) = (Bu) - (Bu) .
V poslednim vyrazu pouzivame standardni skalarni souc¢in na C™, ktery podminku
(SP) spliiuje. Takze u*Au = || Bul|® > 0 pro kazdy vektor u € C", pficem# rovnost
nule nastava pravé kdyz Bu = o. A posledni rovnost vzhledem k regularité matice
B nastava prave kdyz u = o.

Pozdéji ukézeme (tvrzeni 10.22), Ze plati i opak, tj. kazdd pozitivné definitn{
matice A je tvaru A = B*B pro néjakou regularni matici B. Dokonce plati, Ze
kazdy skalarn{ soucin na R™ (a na C™) muzeme vyjadrit ve tvaru

(u,v) =u*B*Byv,
kde B je jednozna¢né urcend dolni trojihelnikovd matice. (Pro redlné matice plyne

existence z tvrzen{ 11.10 a véty 11.33.)
Pro A = I,, dostavame standardni skalarni soucin. Jako ukazku jiného konkrét-

niho prikladu vezmeme

_ (V32 0

B —< 12 2 )
tedy

rorv-rro- (0 2) (7 1)-(11)

Piislusny skaldrni soudin v C? je dan vztahem

o 1 1 . . _ _
(u,v) = (3317332)< 1 4 ) ( z; > =T1y1 + T1y2 + Tay1 + 472y

kde u = (x1,72)7 a v = (y1,92)7. Stejny vztah (kde nemusime komplexné sdruZo-
vat) definuje skalarni souéin v R?, tenty# jako v predchozim pifkladu.

PRIKLAD 8.22. Piikladem skaldrniho soud¢inu na prostoru C™*™ komplexnich

matic typu m X n je
m n
(A4,B) =3 > @by -
i=1 j=1
Stejny vzorec (bez nutnosti komplexniho sdruzovani) definuje skaldrni sou¢in na
Rmxn. A

PRIKLAD 8.23. Na prostoru spojitych redlnych funkci na intervalu [0, 27] je
2w

(f,9) = fg

0
skalarni soudin.
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Obecnéjsi priklad skalarniho souc¢inu na prostoru vsech spojitych realnych funkei
na intervalu [0, 27] je definovany predpisem
2

<.f7g>: fgh,
0

kde h je néjaké spojitd kladnd funkce na intervalu [0, 27|, fikdme ji vahova funkce.
Podobné, na prostoru vsech spojitych komplexnich funkci na stejném intervalu
je
27

(f.9) = fgh,
0

skalarni soucin.
Skalarni souciny toho typu se pouzivaji pro aproximaci funkeci. A

PRIKLAD 8.24. Prostor £5 je tvofen posloupnostmi (a,)3 ; komplexnich ¢isel

spliujicimi
oo
2
E lan|” < oo .
n=1

(Je tieba si rozmyslet, Ze tato mnozina tvor{ spolu s pfirozenymi operacemi s¢itan{
a nasobeni skalarem vektorovy prostor. Jediny obtiznéjsi krok je uzavienost na
s¢itdni.) Na tomto prostoru je

((an)pzrs (bn)pzy) = Z by .
n=1

skaldarni soudin. A

PRIKLAD 8.25. Ditlezité pifklady skalarniho soudinu pochdzi z teorie pravdé-
podobnosti. Vektorovy prostor tvori nahodné veliciny na néjakém pevné zvoleném
pravdépodobnostim prostoru. Tzv. kovariance, ktera, zhruba feceno, méri miru za-
vislosti jedné veli¢iny na druhé, splnuje vsechny vlastnosti skalarniho souc¢inu az na
implikaci zleva doprava v podmince (SP) — (u,u) muze byt nula i pro nenulovou
veli¢inu u. (Tento drobny technicky nedostatek lze odstranit ztotoznénim velicin,
jejichz rozdil mé nulovy rozptyl.) A

8.2.2. Norma. Normu vektoru v prostoru se skalarnim soucinem zavedeme

stejnym vztahem jakym jsme vyjddfili eukleidovskou normu (délku) pomoci stan-
dardniho skalarniho soucinu.

DEFINICE 8.26. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem (,). Nor-
mou vektoru u € V rozumime redlné cislo
[ull = v/ (u,u) .
Vektor u se nazyva jednotkovy, pokud |lu|| = 1.

Definice ddva smysl, protoze vyraz pod odmocninou je podle (SP) vzdy ne-
zaporné redlné ¢islo. Norma zavisi na skalarnim soucinu, takze kdyz pouzivime
symbol normy, musi byt z kontextu jasné, se kterym skaldrnim soucinem pracu-
jeme. Podobné i pro dalsi pojmy jako tthel nebo kolmost, které budou zavedeny
pozdéji.

PRIKLAD 8.27. Norma vektoru u = (1,1)7 v prostoru R? se standardnim ska-

larnim souéinem je |Ju| = vuZu = v/2. Norma vektoru u v prostoru R? se skaldrnim
soucinem

r1 n 11 U
b - 4 - b
<(12> <y2>> T1y1 + T1Y2 + Toy1 + 4oy = (11 x2)<1 4>(y2>

je ale |[u] = \/(u,u) = /7. A
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PRIKLAD 8.28. Norma vektoru (1+1i,2,3 —2i)T v prostoru C? se standardnim
skalarnim soucinem je

1414 1414 1414
2 = 2 - 2 = V|1 +i2+ 22+ |3 - 2i]2 = V19 .
3—2 3—24 3—2
A
PRIKLAD 8.29. Norma matice A = (a;;) v prostoru C™*™ (nebo R™*™) je
Al =
Riké se ji Frobeniova norma matice A. A

PRikLAD 8.30. Uvazujme prostor V spojitych redlnych funkei na intervalu [0, 1]
se skalarnim soucinem

<f,g>—/01fg

neboli odmocnina obsahu plochy vymezené funkci f2, osou x a piimkami z =0 a
xz = 1. V tomto smyslu tedy norma vyjadiuje, jak moc se funkce lisi od nuly na
intervalu [0, 1].

Konkrétné napf. norma funkce z2 je

[

1
2| — 4 — —
Hx”— /Oxdx—\/;.

Norma urcéené skaldrnim souc¢inem ma néasledujici vlastnosti.

Norma funkce f je

TvRzENT 8.31. Necht V je vektorovy prostor nad R (resp. C) se skaldrnim
soucinem (,), u,veV at €R (resp. t € C). Pak plati

(1) |lu]| = 0, pricemz |ju|| = 0 prdvé tehdy, kdyz u = o,

(2) [[tul] = [¢[ [ul],

3) lu+v|* + lu—v|* =2|u)® + 2||v|]* (rovnobéinikové pravidlo).
DUKAZ.

(1) Snadny disledek (SP).

(2) Pouzitim (SL1) dostéavame

ltull = v/(tu, tu) = /¢ (u,w) = V/[¢]2 (u,u) = [/ (u,w) = [¢] Ju]]
(3) Ve vypoctu staci pouzit (SL2).
[u+v]* + =] = (u+v,u+v) + (u=v,u—v)
= () + (w,v) + (v, + (v, )
+{(u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,v)
=2 (uu) +2(v,v) =2 Julf’ + 2|v[* .
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Dusledkem (1) a (2) je, Ze pro nenulovy vektor u je jeho nasobek
v
([l

jednotkovy vektor. Rikdme, Ze vektor u/||ul| vznikl z u znormovdnim.
Rovnobéznikové pravidlo je ilustrovano na obrazku.

u+v

Il

OBRAZEK 8.3. Rovnobé&znikové pravidlo

Tak zvané polarizacni identity vyjadiuji redlnou a imaginarni ¢ast skalarniho
souc¢inu pouze pomoci norem vektori. Skaldrni soucin je tedy urcen normami vek-
toru.

TVRzENT 8.32 (polariza¢ni identity). Necht V je vektorovy prostor nad R (resp.
C) se skaldrnim soucinem (,) au,v € V. Pak plati
2 2 2
(1) Re((u,v)) = 3([[lu+v] . [[uf . Il 2)
(2) Im ((w,v)) = 5 ([la—iv[|" = [jul” = []v]%),
kde Re (z) znadi redlnou a Im (x) imagindrni édst éisla x.
DUKAZ. Ze (SL2) a (SSS) vypocteme
a4 vI[* = (w,w) + (u,v) + (v,u) + (v, v) = [[ul* + [v]* + (u,v) + (w,v) .
Protoze x + T = 2 Re (z), dostdvame
2 2 2
2Re ((u,v)) = [[u+v[" = [fu]” = []v]~ .
Druhou identitu nechdme jako cviceni. 0

Riizné dalsi varianty polarizacni identity jsou ve cvicenich.

8.2.3. Cauchyho-Schwarzova nerovnost, tithel. Pro vektory u,v € R? jsme
nahlédli, Ze u- v = ||u|| ||v]| cos @. Z toho také vyplyvd, Ze absolutni hodnota |u - v|
nemuze byt vétsi nez soucin norem |[ul| ||v||, protoZe kosinus thlu je vzdy v intervalu
[-1,1].

Vztah (u,v) = ||u|| ||v|| cos @ jde naopak pouzit pro zavedeni ihlu mezi dvéma
prvky v libovolném redlném vektorovém prostoru se skalarnim soucinem. Aby
byl thel dobfe definovian, musime dokézat, Ze obecné plati | (w,v)| < [ju|||v]].
Tato nerovnost plati i v komplexnich vektorovych prostorech, nazyva se Cauchyho-
Schwarzova nerovnost (téz Bunjakovského nerovnost, nebo Cauchyho-Schwarzova-

vvvvvv

matematice.

VETA 8.33 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Necht V je vektorovy prostor
(nad R nebo C) se skaldrnim soucinem (,) au,v € V. Pak plat{

[ () | < [l flv]]

pricemz rovnost nastdvd prave tehdy, kdyz (u,v) je linedrné zdvisld posloupnost.
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DUKAzZ. Pokud je posloupnost (u,v) linedrné zavisla, pak u = tv nebo v = tu
pro néjaké t € C. V prvnim pripadé je

[{wv) | =] {tv,v) | = [E (v, v) | = [t [|v]|®

2
[l (1wl = lizvll vl = [l vl™ -

V pripadé v = tu se rovnost | (u,v)| = |lul| ||v|| odvodi podobné.
Nyni predpokladame, zZe (u,v) je linedrné nezdvisld posloupnost a odvodime
ostrou nerovnost. Diky linedrni nezdvislosti pro libovolné ¢ € C plati

0< flu—tv]? .

Zvolime t € C tak, aby platilo (v,u—t¢v) = 0. Geometricky vyznam v piipadé
standardniho skaldrniho souc¢inu v R™ je vyznacen na obrazku: vektor tv je ortogo-
nélni projekef vektoru u na Span {v}. Pozdé&ji ddme této intuici pfesny vyznam pro
obecny skalarni soudin.

Span {v}

u-—tv

OBRAZEK 8.4. K diikazu Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

Vztah (v,u—tv) = 0 je ekvivalentni (v,u) — ¢ (v,v) = 0, coz je ekvivalentni

_ (v
= 2
Il
(Nulou nedélime, protoZe prvek v je nenulovy podle predpokladu o linedrn{ neza-
vislosti (u,v).)
P1i této volbé t dostavame

0<|lu—tv|® = (u—tv,u—tv) = (w,u—tv) — £ (v,u— tv)

= (wu—tv) = (wu) — £ {w,v) = ju]* - <Vv’Hl;> e
g2 - v uy)y e ({2
ul v e V>

§ c oll2 - y - . o oz
Po vyndsobeni ||v||”, drobné tpravé a odmocnéni (oba vyrazy, z nichz se pocita
druhd mocnina jsou kladné) vyjde dokazovand nerovnost:

[ (u,v) [?
2
I

2 2
0 < [l Iv]f" = | (u, v) |2

2
0 < fJuf” -

2 2
[ (u,v) [2 < [luf " lv]

| Cw,v) | < [l {v]]
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PRIKLAD 8.34. Pro standardni skaldrni sou¢in v C" #iké Cauchyho-Schwarzova
nerovnost

[Try1+ T2yt ATyl < VP e+t PV P+ Jye? e fyal?

V piipadé skaldarnfho sou¢inu na C? daného vzorcem
x Y1 — 5 =2 Y1
, = (71,
<<xz>(yz>> (12)<—2 1)(3/2)

|5T1y1 — 2T1y2 — 2T2y1 + Tay2|
< /B[ E — 4Re (1z2) + |22 V/50a]? — 4Re Gage) T (92 -

Pro prostor spojitych redlnych funkei na intervalu [0, 27| se skaldrnim souc¢inem

dostéavame

(f,9)= fo% fg Cauchyho-Schwarzova nerovnost znamena

27 2w 2
[\
0 0 0

Dtlezitym dtsledkem Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti je trojihelnikova ne-
rovnost.

A

DUSLEDEK 8.35 (Trojuhelnikovd nerovnost). Necht V je vektorovy prostor se
skalarnim soucinem (,) aw,v € V. Pak plat{

o+ v <[l +[v] -
DUKAZ.
[a+v|* = (utv,u+v) = (w,u) + (u,v) + (0,v) + (v, )
= [[ul* + 2Re ((u,v)) + [vI* < Juf* + 2| (u,v) | + [|v]
< Julf® + 2 fal vl + [Iv]* = ([l + [[v])?

Cauchyho-Schwarzovu nerovnost jsme pouzili v predposledni tpravé. Vyrazy
pod druhymi mocninami jsou kladné, takze nerovnost plyne odmocnénim. O

Geometricky vyznam je patrny z obrazku.

Il

OBRAZEK 8.5. Trojuhelnikov4 nerovnost

Cauchyho-Schwarzova nerovnost nam umoznuje definovat thel mezi prvky re-
alného vektorového prostoru se skalarnim soucinem.

DEFINICE 8.36. Necht V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim souéinem ()
ao#uveV. Uhlem mezi proky u a v rozumime redlné ¢islo « € [0, 7] spliujici

(w,v)
([l vl

CoOs&x =



8.3. KOLMOST 267

Uhel mezi dvéma prvky existuje a je uréen jednoznaéné, protoze zlomek je
v intervalu [—1, 1] podle Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti a funkce cos vzajemné
jednoznacéné zobrazuje [0, 7] na interval [—1,1].

Pro libovolny skalarni soucin v vektorovém prostoru nad redlnymi cisly tedy
méme vztah

(w,v) = [[u][ |v]|cos e .
7 tohoto vztahu snadno odvodime kosinovou vétu.

TVRZENT 8.37 (Kosinova véta). Necht'V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim
soucinem (,) a o #u,v € V. Pak plati

2 2 2
[Ju—v[[" = [l|” + [[v]" = 2]ul[ v cos a,
kde a je uhel mezi vektory u a v.
DUKAZ.

ha = vl* = (u = v,u=v) = (w,u) = 2(w,v) + (v,v)

2 2
= [[ull® + IvlI” = 2 {[u] }v]| cos

8.2.4. Obecné normy. Nékdy byva prirozenéjsi méfit délku prvki ve vektorovém prostoru jinym
zplsobem, nez pomoci normy definované skalarnim soucinem.

DEFINICE 8.38. Je-li V vektorovy prostor nad C (nebo nad R), pak zobrazeni ||-||, které pfitazuje
kazdému prvku u redlné &islo |lul|, nazyvdme norma na prostoru V, pokud plati pro kazdé dva prvky
u,v € V a kazdy skalar t

(1) |[u]| > 0, pficemz ||u|| = O pravé tehdy, kdyz u = o,
(2) [tul] = [t {[u],
(3) [ vi[ < [fuf + vl

Norma pochazi ze skalarniho soudinu pravé tehdy, kdyz spliiuje rovnobéznikové pravidlo, viz cvi-
ceni.
Existuje mnoho norem, které nepochéazi ze skalarniho soucinu, napfiklad v R™ méame normu

1,22, 20)T|| = ]+ foal + -+ el

kterd méfi vzdalenost, kdyZz se miZzeme pohybovat pouze pravodhlym smérem (proto se ji nékdy fika
manhattanskd norma). Jinym pfikladem normy na R™ nepochézejici ze skaldrniho souéinu je norma

H(J:1,a:2,...,xn)TH =max{|z;|:i1=1,2...,n} .

OBRAZEK N5 - [1-norma

8.3. Kolmost
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8.3.1. Kolmé vektory a mnoziny. V reilném vektorovém prostoru se ska-
larnim soudinem plati vztah (u,v) = |[ul| ||v|| cos a. Nenulové vektory tedy sviraji
thel 7/2 prévé tehdy, kdyZ je jejich skaldrni sou¢in nula. To motivuje nésledujic
definici kolmosti vektoru, kterd funguje i pro komplexni prostory.

DEFINICE 8.39. Necht V je vektorovy prostor nad R nebo C se skalarnim
sou¢inem ().

Prvky u,v € V nazyvame kolmé (nebo ortogondlni) a piSeme u L v, pokud
(u,v) =0.

Rikdme, Ze prvek v € V je kolmg na mnoZinu M C V, pokud v je kolmy na
kazdy prvek z mnoziny M, coz zapisujeme v 1. M.

Rikdme, ze mnoziny M, N C V jsou kolmé, zapisujeme M 1 N, pokud kazdy
prvek mnoziny M je kolmy na kazdy prvek mnoziny N.

Pozor, podle této definice sténa neni kolmé na podlahu — ne vsechny vektory
stény jsou kolmé k vektorim podlahy. Jako snadné cviceni si rozmyslete, ze je-li
mnozina M kolma na mnozinu N, pak v jejich priniku muze byt pouze nulovy
vektor.

Jednoduchym dusledkem definice je nasledujici pozorovani.

TVRZENT 8.40. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem {,) a M, N C
V', pak M L N pravé kdyz M | Span N, a to nastane prdve kdyz Span M 1 Span N.

DUKAz. DokéZeme ekvivalenci prvnich dvou tvrzeni. Pfedpoklddame tedy M L
N. Jellix e M ay € Span N, existuje vyjadreni y = ajuy + agug + - - - + agug pro
néjaké prvky ui,us,...,uy € N a skalary aq,as,...,a;. Potom

(x,y) = (x,a1u; + aguy + - - - + apuy,)
=ai (x,u;) +az (X, u2) +---+ap (x,u;) =0 .

Proto M L Span N. Opacna implikace je ziejma. Ekvivalence druhych dvou tvrzeni
plyne z ekvivalence prvnich dvou. O

Dokéazané tvrzeni se zejména pouziva v situaci, kdy chceme ovérit, ze néjaky
vektor v € V je kolmy na podprostor W < V. Podle tvrzeni k tomu staci ovérit, ze
v je kolmy na vSechny vektory z néjaké mnoziny generatort podprostoru W.

8.3.2. Ortogonalni a ortonormaélni mnoziny.

DEFINICE 8.41. Necht V je vektorovy prostor nad R nebo C se skaldrnim
sou¢inem (,) a M mnozina, nebo posloupnost, prvka V. Pak M se nazyva

e ortogondlni, pokud u L v pro libovolné dva rizné prvky mnoziny (nebo
posloupnosti) M;
e ortonormdlni, pokud je ortogonalni a kazdy vektor v M je jednotkovy.

Z vlastnosti (SSS) plyne, Ze ortogonalita dvou prvki nezéavisi na jejich poradi.
Protoze pro libovolny vektor v plati ( v, 0) = 0, nulovy vektor je kolmy k jakémukoliv
vektoru.

Z vlastnosti (SL1) vidime, Ze jsou-li dva prvky kolmé, pak jsou kolmé i jejich
libovolné nasobky. Méme-li ortogonaln{ mnozinu nenulovych prvka {vy, va, ..., vi},
muzeme z ni vytvorit ortonormalni mnozinu znormovdnim, tj.

{ vy Vo Vi }
vall™ [vall™ 7 vl
je ortonormalni.

7 geometrického nédhledu v R? vidime, Ze ortogonalni posloupnost nenulovych
vektort je linedrné nezavisld. Plati to zcela obecné.
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TVRZENT 8.42. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (), pak kaZdd
ortogondlni posloupnost nenulovijch prvkd V je linedrné nezdvisld.

DUKAz. Je-li (vq,va,...,Vv})) ortogondlni posloupnost prvki V' a plati-li
a1vy +agve + -+ apvp = 0 s

pak skaldrnim vyndsobenim obou stran zleva vektorem v; (i € {1,2,...,k}) a
vyuzitim (SL1), (SL2) a kolmosti dostdvame

(vi,a1v1 + agva + - -+ + apvi) Vi, 0)

= (
a1 (v, vi) +ag (v, va) + -+ ap (v, vi) =0
=0

a; (Vi, Vi)

Protoze vektor v; je nenulovy, plati podle (SP) vatah (vy,v;) = [|[vi||> > 0, takze
z odvozeného vztahu vyplyva a; = 0. Ukazali jsme tak, ze pouze trividlni linearni
kombinace prvki v; se rovnd nulovému vektoru, takZe posloupnost (vq,va,...,vg)
je linedrné nezavisla (viz bod (3) tvrzeni 5.37). O

Z tvrzeni vyplyva, ze ortogonalni posloupnost n nenulovych vektort v prostoru
dimenze n je ortogonalni baze, protoze je linedrné nezavisld a linedrné nezavisla po-
sloupnost n vektort v prostoru dimenze n je baze podle bodu (4) v pozorovani 5.67.

PRIKLAD 8.43. V prostoru R™ (nebo C") se standardnim skaldrnim souc¢inem
je kanonicka baze ortonormalni. A

PRIKLAD 8.44. Posloupnost vektort ((1,2,2)7,(-2,—1,2)T) v R? (nebo C3?)
se standardnim skalarnim sou¢inem je ortogonalni, ale neni ortonormélni. Znormo-
vanim dostaneme ortonormalni posloupnost

1 1

-(1,2,2)7, = (-2,-1,2)T

(30227 52 -1.27)

Tuto posloupnost 1ze doplnit na ortonormalni bazi — posloupnost
1 1 1
=(1,2,2)7, = (-2,-1,2), = (2, -2, 1)"

(30,227 52127 g -2)

je ortonormalni, takze je to podle poznamky za predchozim tvrzenim ortonor-
malni baze. Pozdéji budeme pomoci Gramova-Schmidtova ortogonaliza¢niho pro-
cesu umét kazdou ortogondlni (resp. ortonorméln{) posloupnost nenulovych vek-
torit v koneéné generovaném prostoru doplnit do ortogondlni (resp. ortonormdlni)
béze. A

PRIKLAD 8.45. V prostoru R? se skaldrnim souc¢inem danjym

2 1
<($1,$2)T7 (ylva)T> = (z1,72) ( 11 ) < 332 > = 2z1Y1 + T1Y2 + Tay1 + Tay2

(ovérte, Ze je to skuteéné skaldrni soucin) je posloupnost

)
(o) ))=ao(5 1) (5 )=en ()=,
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tedy tvori ortogonalni bazi. Spocitame normy vektort a vytvorime ortonormalni

()= yeo (2 1) (8)-yen(s)-v
H(_;)H:\/(‘”)(f 1)(;1)1/(0,1)(;1):@

Posloupnost
(=) 7(%))
V20 /7va\ 2
je tedy ortonormalni baze.
Pokud si nakreslime tyto dva vektory jako kolmé vektory jednotkové velikosti a
ostatni vektory kreslime v tomto souradném systému, pak délky a thly pri daném

skalarnim soucinu jsou bézné eukleidovské délky a thly na obréazku. Tento fakt
dokézeme v tvrzeni 8.50.

A

PRIKLAD 8.46. V prostoru spojitych funkei na intervalu [0, 27| se skaldrnim
soucinem

27
(for=1] Jyg
0
je mnozina {1,sinx, cos z, sin(2z), cos(2x), ... } ortogondlni. Toto je zdkladni fakt
Fourierovy analyzy, jedné z velmi dilezitych oblasti matematiky. A

PozNAMKA. Odvodime maticové kritérium na to, kdy je posloupnost sloupco-
vych vektoru redlné nebo komplexni matice A typu m x n ortonormalni vzhledem
ke standardnimu skaldrnimu soucinu v C™.

Uvazujme tedy standardni skaldrni souc¢in na C™. Posloupnost sloupcovych
vektortt matice A = (a1]...|a,) je ortonormalni pravé tehdy, kdyz a; - a; = 0 pro
kazdé i #j e {1,...,n} aa;-a;, =1 pro kazdé i € {1,...,n}. Skalar a; - a; = aja;
je ale roven prvku na misté (4, j) v matici A*A.

aja; ajap --- aja, aj-a; aj-ag --- ai-a,
aja; asay ---  aa, as-a; asg-ag --- ag-a,
ATA = =
* * *
ala; ajay --- a’a, a,-a; a,-ay --- a,-a,

Vidime, ze sloupce matice A tvori ortonormalni posloupnost pravé tehdy, kdyz
A*A = I,. Matici A*A nazveme v definici 8.61 Gramovou matici posloupnosti
vektort (aj,...,a,).
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Podobné, posloupnost radkovych vektortu realné nebo komplexni matice A je

ortonormalni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu pravé tehdy, kdyz plati
AA* =1,,.

Jednoduchym disledkem definice kolmosti je zobecnéni Pythagorovy véty pro
libovolny skalarni soucin.

TVRZENT 8.47 (Pythagorova véta). Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim sou-
cinem () a jsou-li vektory u,v € V kolmé, pak plati

2 2 2
la+v|" = [[ull” + |v]" .
DUKAZ.
[u+v|? = (u+v,u+v) = (wu)+(u,v)+ (v,u) + (v,v)

Diky kolmosti jsou prostiedni dva éleny nulové, takze viraz je roven [u]|*+|v|]>. O

2
R
u
o v
u
A%

Indukei 1ze Pythagorovu vétu zobecnit na libovolny koneény pocet prvku. Je-li
{v1,va,...,vi} ortogondln{ mnozina, pak

Vi va o vl = Vil [lval® -+ [vall®

Existuje zobecnéni Pythagorovy véty na nekonecné ortogondlni mnoziny, tzv. Par-
sevalova identita.

8.3.3. Souradnice vzhledem k ortonormalni bazi. Soutradnice prvki vek-
torového prostoru vzhledem k ortonormélni bazi se pocitaji velmi snadno.

TVRzENT 8.48. Je-li V wektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,), B =
(Vi,...,Vy) néjakd ortonormdlni bize ve V a uw € V', pak plati

u=(vy,w)vy + (vo,wyvo + -+ + (v, 0y v, .
Jingmi slovy,
g = ((vi,u),(vo,u),..., (v, u))T .
DUKAZ. Ozna¢me [u]g = (ai,as,...,a,)T, neboli
u=aivy +asvo + -+ a,v, .

Podobné jako v dikazu linedrni nezavislosti ortogonalni posloupnosti nenulovych
vektoru skalarné vynasobime obé strany zleva vektorem v; a dostaneme

(vi,u) = (vi,a1vy +agve + -+ + apvy)
(vi,u) = a1 (v, vi) + a2 (vi, va) + -+ an (vi, Vp)
<Vi7u> :ai<v’i7vi> =a; ,

takze a; = (v, ). O
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Souradnicim vzhledem k ortonorméalni bazi se nékdy rika Fourierovy koeficienty
vzhledem k této bazi. Obecnéji z dikazu vidime, ze pro ortogonalni bazi B plati

[ {v,m) (vo,w) (Vp, ) g
[u]B_ 20 2 9 D) .

[[vall™ flve [Val

PRIKLAD 8.49. Uréime soutadnice vektoru u = (3 +4,2,i)? € C? vzhledem k
ortonormalni bazi
1 g 1 -2 2
B:(V17V27V3>: § 21 7§ —1 ,g -2
21 2
prostoru C? se standardnim skaldrnim soucinem.

[ = (viu,viu,viu)"

. 341\ 34
= (zi—2zi-20 | 2 )o2-uy | o2 ),
1 1
340 \\"
2,-2,1)| 2

Il
7N
—
w
\]
~
N2
o
W
—
[N}
+
w
~
S~—
"
)ﬂ

-,
Skutecné
3+1 7 -2 2
1 8 1 1 1
2 |=-@-7)->| 2 |-2.-2| -1 @243 -2
: 3BT | % 33 +3(2+30) -3
7 21 2 1

A

Vzhledem k ortonormalni bézi pfechazi skalarni soucin na standardni. Presnéji
feCeno, skalarni soucin dvou vektorti je roven standardnimu skaldrnimu soucinu
soufadnic téchto vektorti vzhledem k ortonormélni bazi.

TvRZENT 8.50. Je-li V wektorovy prostor se skaldrnim soucinem {,), B =
(V1,Va,...,Vy,) jeho ortonormdint bdze, a u,w € V, pak

(u,w) = [u]p[w]s .
DUKAz. Oznaéme [u]g = (a1,as2,...,a,)7, [Ww]g = (b1, ba,...,b,)7T, tedy
u=a1vy +agvo + -+ apvy,, W=0bvy+byvy+---+b,v, .

Pomoci (SL2), (SL1) a ortonormality postupné dostavame

n n
<Za,vZ,vaz> ZZ a;vi, bjv;)
=1 =1 j=1

n n n
=33 @b (vi,vy) =Y @b = [u]p[w]p -
i=1 j=1 i=1

O

Tvrzeni ospravedlnuje poznamku z prikladu 8.45 — pokud si nakreslime vektory
ortonormélni baze jako jednotkové navzajem kolmé vektory a ostatni vektory kres-
lime v tomto souradném systému, pak délky a ihly pfi daném skaldrnim soucinu
jsou bézné eukleidovské délky a tihly na obrazku.
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PRIKLAD 8.51. V prostoru R? se skaldrnim soucinem

T 2 1
<($1,$2)T7(y17y2)> = ($1,$2)< 1 1 ) < ??j; > = 2x1y1 + Z1Y2 + T2y1 + Tay2

o=(5(0) 5 (%))

ortonormaln{ béze (viz ptiklad 8.45). Uvazujme vektory u = (2,3)7 a v = (1,1)7.
Z tvrzeni 8.48 spocteme jejich souradnice vzhledem k B a pak vypocitame skalarni
soucin podle tvrzeni 8.50.

(502 () -5(0)
(5 () ()) -0

1 1 (3
(wv)=luls - Vs = 5(7.3) ﬁ< | ) =12 .

Stejny vysledek dostaneme primo ze vzorce definujici tento skalarni soucin. A

je posloupnost

8.4. Ortogonalni projekce a ortogonalizace

Nyni se sezndmime s pojmem ortogonalni (pravoihlé, kolmé) projekce vektoru
na podprostor. Tato projekce je v jistém smyslu nejlepsi aproximaci daného vektoru
v podprostoru, ¢ehoz se vyuziva v aplikacich. Ortogonalni projekce je také zakla-

vvvvvv

ortogonalizace. Jeho dilezitost je srovnatelna s Gaussovou eliminaci.

8.4.1. Ortogonalni projekce.

DEFINICE 8.52. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,), ve V a
W podprostor V, pak prvek w € W nazyvame ortogondlni projekce vektoru v na
podprostor W, pokud plati (v —w) L W.

Z definice snadno odvodime, ze pokud v € W, pak ortogonalni projekci w na
W je vektor w = v. Plati totiz v — w = o L W. Pozdéji (Dusledek ?7?) uvidime, ze
ortogondlni projekce je ve skutecnosti linedrni zobrazeni.

Vektor v — w budeme nékdy nazyvat kolmice vektoru v na podprostor W, nebo
také chybovy vektor aproximace vektoru v v podprostoru W.

OBRAZEK

Nésledujici véta o aproximact je jednoduchym, ale velmi dulezitym, disledkem
Pythagorovy véty. Dokazuje intuitivné pochopitelny fakt, ze ortogonélni projekce
vektoru na podprostor je, pokud existuje, urc¢end jednoznacné a minimalizuje vzda-
lenost vektoru v od vektoru podprostoru W.

VETA 8.53. Je-li W podprostor vektorového prostoru V se skaldrnim soucinem
(,), vV aw ortogondini projekce prvku v na podprostor W, pak pro kaZdy prvek
w#ue W plati

v —wl <[v—ul .
Ortogondlni projekce wvektoru v na podprostor W je urcena jednoznacné, pokud
existuje.
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DUKAZ. Protoze w je ortogonalni projekce v na W, je (v —w) L W, specialné
plati{ (v —w) L (w —u), protoze vektor w — u lez{ v W jakozto rozdil dvou vektori
v W. Podle Pythagorovy véty plati

2 2 2 2 2
[v—ul" = [(v-w)+ (w—w)[" = [[v-w|["+[w—ul|" > [lv-w|",

kde posledni nerovnost plyne z w — u # o.
Kdyby oba vektory w,u € W byly ortogonalnimi projekcemi v na W, platilo
by podle pravé dokazaného

v —wl <[v—uf <[v-w],

coz nelze. Ortogonalni projekce v na W je proto urc¢ena jednoznacné. (]

OBRAZEK 8.6. Dikaz véty o aproximaci

Ve smyslu predchozi véty je ortogondlni projekce w vektoru v na podprostor
W nejlepsi aproximaci vektoru v v tomto podprostoru. M4 totiz nejmensi normu
chybového vektoru v — w mezi vSemi moznymi vektory z w € W.

Kdy ortogonalni projekce existuje a jak ji hledat? Nasledujici tvrzeni ukazuje,
ze ortogonalni projekce na W existuje, pokud ve W mame konec¢nou ortonormaélni
bazi. Navic poskytuje jednoduchy vzorec na jeji vypocet. Pozdéji uvidime, ze kazdy
koneéné generovany prostor se skaldrnim souc¢inem mé (koneénou) ortonormalni
bazi, takze v libovolném prostoru se skaldrnim soucinem existuje ortogonalni pro-
jekee libovolného vektoru na libovolny konecné generovany podprostor.

TVRzENT 8.54. Je-Ii V vektorovy prostor se skaldrnim soucéinem (,),veV,a W
konecné generovany podprostor prostoru'V s ortonormdlnd bazi B = (uy,ug, ..., ),
pak prvek

w={(u,v)u + (ug,v)ug + - + (ug, v)ug ,
je ortogondlni projekci vektoru v na podprostor W.

Jingmi slovy, ortogondlni projekci vektoru v na podprostor W je vektor w se
soutadnicems

[W]B = (<u1’V>7<u27V>7"' 7<ukvv>)T

DUKAZ. Libovolny prvek w podprostoru W miizeme vyjadfit jako linedrni kom-
binaci prvki ortonormdlni baze (up,ug,...,u). Prvek

W = aiju] + asus + - - - + arug

je podle definice ortogondlni projekei prvku v na podprostor W = Span {uy,ug, ..., u;}
praveé kdyz je prvek v —w ortogondlni ke kazdému prvku podprostoru W a to podle
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tvrzeni 8.40 nastava prave kdyz je ortogonalni ke kazdému prvku u;. Pro kazdé
i=1,2,...,k je prvek u; kolmy k prvku v — w pravé kdyz

0= (uw;,v—w) = (u,v)—(u,w)
= (w;,v) — (w;,a1uy + aguy + -+ - + aguy)
= <lli,V> — a1 <ll7;,111> — a2 <lli,u2> — T Ak <u7;,llk>
= (u;,v) —a; (u;, ) = (w;,v) —a; ,
tj. pravé kdyz a; = (u;, v). U

Vsimnéte si, Ze vzorec pro vypocet ortogonéalni projekce na podprostor s orto-
normdélni bazi je stejny jako vzorec z tvrzeni 8.48 pro soufadnice prvku vzhledem
k ortonormdlni bazi. Tvrzeni 8.48 je specialnim pripadem predeslého tvrzeni, kdy
V=w.

Pokud béze (uj,us,...,ux) v podprostoru W neni ortonormdlni, ale pouze or-
togonalni, napred ji normalizujeme

u u2 Ug

[l |l g7 [ |

a pak pouzijeme predchozi tvrzeni. Dostaneme tak vyjadieni ortogonalni projekce
w prvku v na podprostor W ve tvaru

w:< L > “1 +< 2 > g +...+< L > L
"/ Tl \ ™/ e ol ™/ Tl

_ {(wm,v) (uz,v) (ug,v)

- 2 2 2
[ | [zl [

u +---+

Dokazali jsme tak nasledujici disledek.

DUSLEDEK 8.55. Je-li V wvektorovy prostor se skaldrnim soucinem (), v €V,

a W konecné generovany podprostor V s ortogondini bazi B = (ay, s, ..., u;)T, pak
pruek
up,v up, v uy, v
W:<h2m <22m+m+<bgm
[Jug | [[uz ([ |

je ortogondlni projekci vektoru v na podprostor W.

Pomoci souradnic vzhledem k ortogonalni béazi B posledni dusledek zapiSeme

ve tvaru
[W]B:<<u1,v> (w,v) <uk,v>>

2 2 ) 2
w7 [zl [[ug|

V piipadé podprostoru W = Span {u} dimenze 1 dostdvdme projekci w libo-
volného prvku v € V na podprostor Span {u} jako

()
Jul?

To odpovida zavéru prikladu 8.3.

PRIKLAD 8.56. V aritmetickém prostoru R? se standardnim skaldrnim sou-
¢inem je ((1,1,2)7,(2,0,—1)T) ortogonaln{ posloupnost. Ortogonaln{ projekce w
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vektoru v = (1,2,3)T na rovinu W = Span {(1, 1,2)T, (2,0, —1)T} je tedy

L2y () eo-na2yT [
(1,1,2)(1, 1,27 | o (2,0,-1)(2,0,-1)T |
1 2 11
)0 )=k s
2 -1 32

Jde skutecné o ortogondlni projekci vektoru v na podprostor W, protoze chybovy
vektor v—w = %(—17 5,—2)T je kolmy na oba dva generatory (1,1,2)T, (2,0, —1)T
prostoru W.

Vektor w je podle véty 8.53 ten jednoznac¢né urceny vektor v W, pro ktery je
chyba ||v — w|| nejmensi mozn. A

PRIKLAD 8.57. V R2 se skaldrnim sou¢inem

T 2 1
((z1,22)7, (Y1, 2)) = (xl,xz)( |1 ) < Zyg > = 221y1 + T1Y2 + Ty + T2y

je ortogonalni projekce vektoru v = (1,

() 0
w(h(Ht

Skuteéné, chybovy vektor v —w = (1, —1)7 je kolmy na (0,1)7, protoze
2 1 0
(D

PRIKLAD 8.58. Najdeme nejlepsi aproximaci funkce 22 ve tvaru a + bsinx +
ccosz (kde a,b,c € R) ve smyslu, ze

na primku Span{ 0,1 T} rovna

W =

_ = = =

A

/ (2° — (a+bsinz + ccosa:))2 dx

—T

je co nejmensi.

Protoze
s T s
0:/ sinacdx:/ cosxdm:/ sinzcoszdr ,
—Tr —T —Tr

je posloupnost funkei (1,sinx,cosz) ortogonalni. Hledand nejlepsi aproximace je
funkce z2 je tedy
[T atdx [T a*(sinz) do [T a*(cosz) dx

-sinx +

Tl 4=E ——————— -cosx ~ 3.29 — 4 cos
Jo 1ldx J (sinz)?dx J= (cosz)?dx v ’

A

8.4.2. Gramova matice. Tvrzeni 8.54 dava vzorec na vypocet ortogonalni
projekce vektoru v € V na kone¢né generovany podprostor W, zname-li v W néjakou
ortonormalni bazi. Odvozeni vzorce z dikazu tohoto tvrzeni lze obecnéji pouzit v
pripadé, ze v W médme danu obecnou mnozinu generatord, tj. ne nutné ortogonalni.

TVRZENI 8.59. Je-li W konecné generovany podprostor vektorového prostoru V
se skaldrnim soucinem (,), v €V a {uy,ug,...,ux} mnoZina generdtori prostoru
W, pak vektor

W =ajuj + -+ arug
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je ortogondlni projekci vektoru v na W prave tehdy, kdyZ je aritmeticky vektor

(ai,...,ax)T 7esenim soustavy linedrnich rovnic
<u17u1> <u17u2> <u17uk> <u17v>
<u23u1> <u2)u2> e <u2;uk> <u27v>
(ug, 1) (ug,ug) - (up, ) | (g, v)

DUKAz. Definice ortogonalni projekce w prvku v na podprostor W iiké, Ze musi
platit (v —w) L W, coz plati pravé kdyz (v — w) L u; pro kazdé i = 1,2,...,k,
neboli pravé kdyz (w;, w) = (u;, v).

Pro kazdé i = 1,...,k je soudin (u;, w) z linearity roven

(uj, w) = (g, a1u1 + - - + apug) = ay (W, wy) + az (W, ug) + - - + ax (uy, ug)
Rovnost (u;,w) = (u;,v) je tedy ekvivalentni rovnosti
ar (W, wy) +az (w;,ug) + -+ +ax (w;, u) = (w;,v)

O

V pripadé, ze je v prechozim tvrzeni posloupnost B = (uy,...,ux) linedrné
nezavisla (tedy tvori bazi prostoru W), pak lze zavér formulovat prehlednéji tak, ze
soufadnice [w]p ortogondlni projekce w vektoru v na podprostor W jsou fesenim
uvedené soustavy rovnic.

PRIKLAD 8.60. V prostoru redlnych polynomi se skaldrnim sou¢inem ( f, g) =
fol fg najdeme ortogonalni projekci w polynomu v = 22 na podprostor W =
Span {u;,us} = Span {1, z} polynomi stupné nejvyse 1.

Projekce je w = a + bx s nezndmymi koeficienty a,b € R, které podle predcho-

ziho tvrzeni najdeme jako feseni soustavy
1
foz2 \ _ (1
13 ]\ 1
fo x 2

(({pow) (wu) uo)) ( It fe
1)T. Ortogonalni projekce po-

[SUEE NI

00| =

(u2,u1) (ug,u) | (uz,v) foz Jya?

1

Resenfm soustavy dostaneme vektor (a,b)” = (-4,

lynomu v = 22 je tedy

1
w:aul—i—bug:—g—I—x.

Matice soustavy z tvrzeni 8.59 si také vyslouzila vlastni jméno.

DEFINICE 8.61. Jsou-li uj,us, ..., ux prvky vektorového prostoru se skalarnim
sou¢inem (, ), pak ¢tvercovou matici

(wr,wm) (up,w) - (w,ug)
(ug,mi) (ug,mp) -+ (up,uy)
<uk)u1> <uk7u2> <ukauk>
fadu k nazyvame Gramova matice posloupnosti vektori (uy,ug, ..., ug).

TVRZENI 8.62. Bud B = ({w;,u;))kxr Gramova matice posloupnosti proki
(ug,uy,...,u;) vektorového prostoru V se skaldrnim soucinem (). Pak matice B
je reguldrni prdvé tehdy, kdyz je posloupnost (uy,ug, ..., ) linedrné nezdvisld.
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DUKAZ. PouZijeme tvrzeni 8.59 na vektor v = o, jehoZ ortogondlni projekce
je w = o. Matice soustavy z tvrzeni je rovnd B a prava strana je nulova. Vime
tedy, ze aju; + --- + agpup = o plati pravé tehdy, kdyz (aq,...,ar)T je feSenim
homogenni soustavy rovnic s matici B. Z toho vyplyva, ze ajuy + - -+ + arpug =
o pro n&jaky nenulovy vektor (ag,...,ax)? (ekvivalentné (ui,...,u;) je linedrné
zavisld) pravé tehdy, kdyz homogenni soustava rovnic s matici B mé netrividlni
FeSeni (ekvivalentné B je singuldrni). O

Preformulujeme si tvrzeni 8.59 pro pripad aritmetickych vektorovych prostort
se standardnim skaldarnim souc¢inem. Vyhodné je v tomto pripadé pouzivat maticovy
jazyk. Uvazujme tedy prostor V = R" nebo V = C", vektor v € V a podprostor
W prostoru V generovany vektory uy,...,u;. Oznacme A = (uy|...|ug) — je to
redlnd nebo komplexni matice typu n x k. Podprostor W je linedrni obal sloupci
této matice, takze W = Im A. Vyraz aju; + --- + aipu muzeme maticové zapsat
jako Ax, kde x = (ay,...,a;)”. Gramova matice je rovnd A*A (viz vypocet v
poznédmce ) a pravd strana soustavy v tvrzen{ je rovnd A*v. Tvrzeni tedy v této
situaci dava nésledujici dusledek.

DUSLEDEK 8.63. Necht A je redlnd nebo komplexni matice typun x k a v e R"™
(resp. v € C"). Pak vektor Ax (kde x € R* nebo x € CF) je ortogondini projekci
vektoru v na podprostor Im A prdavé tehdy, kdyz

A" Ax = A*v .

DUKAz. Dikaz jsme jiz provedli vyse uzitim tvrzeni 8.59. Maticové jde ditkaz
piimo provést velmi rychle: Vektor Ax je ortogonalni projekci vektoru v na Im A
pravé kdyz (v — Ax) L Im A, coz je pravé kdyz kazdy sloupec matice A je kolmy
na (v — Ax), to nastane pravé kdyz A*(v — Ax) = o, a to je po drobné tpravé
ekvivalentni A*Ax = A*v. O

Gramovu matici lze vyjadrit ve tvaru A* A i v obecném pripadé: Je-1i W konecné
generovany vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem (,) a B je jeho ortonormdln{
aze, pak Gramova matice posloupnosti (uy,...,u;) je rovna ro matici
b k G t 1 t A*A t

A= ([w]p|us]s| - |[wlB) ,

protoze podle tvrzeni 8.50 o vypoctu skalarniho soucinu ze soutadnic vzhledem k
ortonormalni bazi plati

wlpwlp  [wlpluels - [wlpluls
AA = [u2] (w5 [112]%.[“213 o [we]plu]p
wlplule fudplels o s
(ur,w) (up,up) -+ (w,ug)
| (wew) (ugiug) oo (ug, )
<uk;U1> <uk;u2> s (ug,uy)

8.4.3. Gramova-Schmidtova ortogonalizace. Nyni dokdzeme, ze v kaz-
dém konecné generovaném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem existuje
ortonormalni baze. Existenci ortonormalni baze dokdZzeme pomoci algoritmu, kte-
rému se ikd Gramova-Schmidtova ortogonalizace.

Tento algoritmus dostane na vstupu néjakou linedrné nezavislou posloupnost

(Vl,Vg,...7Vk>
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prvku vektorového prostoru V se skaldrnim soucinem. Na vystupu vyda ortonor-
malni posloupnost
(ug,ug,...,u;)
prvku prostoru V, ktera splinuje podminku
Span {uj,us,...,u;} = Span {vy,va,...,v;}

pro kazdé i =1,2,... k.

Popiseme variantu Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace s prubéznym normo-
vanim. Prvni krok je jednoduchy — normalizujeme vektor vy, tj. polozime

Vi
u =5 >
[[va

pak plati také Span {u; } = Span {v;}. Z pfedpokladu linedrni nezévislosti posloup-
nosti (vi,...,vg) vyplyvd, Ze vektor v; je nenulovy, takZe normalizaci muZeme
provést.

V dalsich krocich provadime postupné pro ¢ = 2, 3,.. ., k néasledujici operace.

(ia) ortogonalizace: najdeme kolmici vektoru v; na podprostor Span {uy, ..., u;—1}.

Podle tvrzeni 8.54 ji mizeme vypocitat vztahem
Vi — W; =V, — <1117Vz‘> u; — <112,Vz'> u — - — <11i—1,Vz'> w1,

kde w; znaci ortogonalni projekci vektoru v; na dany podprostor;
(ib) normalizace: polozime

Vi, —W;
wy=—:".
C v = w|
V3 — W3
<%
Uy
w3

u
' W = Span {ur, us} = Span {v, vz}

OBRAZEK 8.7. Krok (3a)

Ovéfime, ze algoritmus funguje, tj. Ze algoritmus probéhne (to v nasem piipadé

znamend, ze v (ib) nikdy nedélime nulou) a ze vysledna n-tice (ui,...,u,) je or-
tonormélni posloupnost spliujici Span {u;,us,...,w;} = Span{vy,va,...,v;} pro
kazdé i =1,2,...,k. To dokdZeme indukci.

Predpokladejme, Ze jsme jiz spocitali prvnich ¢ — 1 vektort uy,...,u;_1, které
tvori ortonormélni posloupnost takovou, ze Span {uy,uz, ..., u;—1} = Span {vy, va,.
V kroku (ia) je vektor v; —w; kolmy na vSechny vektory v Span {uy,...,u;_1} podle
definice ortogonalni projekce a kolmice. Specialné je tento vektor kolmy na vektory
up,...,u;_1, které jsou také navzajem kolmé podle indukéniho predpokladu. Po-
sloupnost (uy,...,u;_1,v; — w;) je tedy ortogonalni.

Zdtuvodnime, ze vektor v; — w; nemuze byt nulovy. V opa¢ném piipadeé je v; =
w;, neboli ortogondlni projekce vektoru v; na podprostor Span{uj,...,u;—1} =
Span {vy,...,v;_1} (indukéni pfedpoklad) je rovnd v;. To znamend, Ze v; v tomto

podprostoru lezi, coz je spor s linedrni nezavislosti (v1,...,v;).
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Protoze je vektor v; —w; nenulovy, jeho norma je rovnéz nenulova a normalizaci
v kroku (ib) mizeme provést. Nyni vime, ze (uy,...,u;) je ortonormélni a zbyva
oveérit rovnost

Span{uj, uy,...,u;} = Span{vy,ve,...,v;} .

Ovérime nejprve inkluzi C — staci ovérit, ze vektory uy, . .., u; lezi v linedrnim obalu
napravo. Z indukéniho predpokladu vime, ze Span {uy, ..., u;—1} = Span{vy,...,v;_
Specidlng, kazdy z vektorti uy, ..., u;—; lezi v Span {vy, ..., v;}. Vektor u; je, jak vi-
dime z jeho vypoctu, linedrn{ kombinaci v;, uy, ..., u;_1. LeZi proto také v Span {uy, .
Span{vy,...,v;_1,V;}.

Dtkaz opacné inkluze je rovnéz snadny. Vektory vi,...,v;_1 lezi v linear-
nim obalu vlevo diky indukénimu predpokladu, vektor v; diky vyjadreni v, =
lvi — w;|| w;+w;, ve kterém oba vektory u; a w; v linedrnim obalu Span {uy, ..., u;}

ziejmeé lezi.
Dokazali jsme nasledujici vétu.

VETA 8.64. Gramowva-Schmidtova ortogonalizace prevede libovolnou linedrné

nezdvislou posloupnost (vi,Va, ..., vk) proki vektorového prostoru se skaldrnim sou-
dinem na ortonormding posloupnost (uy,ug, ..., u), pro kterou plati
Span {ui,uz,...,u;} = Span{vi,va,...,v;}

pro kazdé i =1,2,... k.

Pokud chceme najit pouze ortogonalni bazi, staci vynechat v algoritmu kroky
(ib). V takovém piipadé hleddme ortogondlni projekci w; vektoru v; na podprostor
Span {uj, uy,...,u;_1} s ortogondlni bazi (us,ug,...,w;—1) a k jejimu vypodtu mu-
sime pouzit dusledek 8.55 misto tvrzeni 8.54. Vypoctu norem vektori v; — w; se
tim ale nevyhneme (s vyjimkou toho posledniho).

PRIKLAD 8.65. V podprostoru
W = Span {v1,v2,vs} = Span {(1,2,0,1)", (1,-1,1,0)",(0,1,1,3)"}

prostoru R? se standardnim skaldrnim souéinem najdeme ortonormdln{ bazi (uj,
uy, uz). PouZijeme Gramovu-Schmidtovou ortogonalizaci na posloupnost vektort
(v1,Va,v3). Postupné pocitdme

1
u Vi 1 2
1= T = —F= ,
[vall - v6 | O
1
1 1 1
1 -1 1 2 1 2
W2—<U1,V2>U1—%(1,2,0,1) 1 % 0 —_6 0 s
0 1 1
1 1 7
_ — -1 _‘_1 2 _1 —4
Vo Wo = 1 6 0 _6 6 ,
0 1 1
7
0 — Vo — W9 o 1 74
P v mwof T VIO2 | O

1}

.. auiflavi} g
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w3 = (ug,vz)u; + (ug, v3) up

0 1 0 7
1 1 1 2 1 1 —4
=—(1,2,0,1 — + ——(7,-4,6,1 —
6( ' V6| O \/1( ' 02| 6
3 1 3 1
1 7 120 4
Csf2 | 5| 4| Lo |55
6| 0 102 6 102 30 | 17| 1 ’
1 1 90 3
0 4 -5
vl o554 2
VaTWs = 17| 1 17| 3 :
3 3 9
-5
V3 — W3 1 -2
us =

" lvs—ws|  Vio| 3
9

Ziskali jsme tak ortonorméalni posloupnost

1 7 -5

1|2 1 4 1 -2

Ve | 0 | v102 6 ]’/119 3 ’
1 1 9

ktera je ortonormalni bazi podprostoru W = Span {(17 2,0,1)",(1,-1,1,0)",(0,1,1, 3)T}.
A

Pri reseni predchoziho prikladu jsme neovérovali predpoklad, ze dana posloup-
nost (vq, vo, vs) je linedrné nezavisla. Neni to nutné, protoze algoritmus pro Gramovu-
Schmidtovu ortogonalizaci sdm poznd, je-li néktery z danych prvka v; linedrné
zavisly na predchozich. Pokud by takovy prvek v; existoval, pro prvni z nich by
platilo

V; € Span {Vl,Vg, e ,Vi_l} = Span {111,1127 e ,ui_l} .

Ortogondlni projekce w; prvku v; na podprostor Span {u,ug,...,u;—1} by se rov-
nala v; a rozdil v; — w; by byl nulovy vektor. V kroku (ib) by se algoritmus ozval,
ze méa délit ¢islem 0, a zastavil by se. Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tak mu-
Zeme pouzit ke zjisténi, je-li néjakd posloupnost (vi,va,...,vg) prvki vektorového
prostoru se skalarnim souc¢inem linearné zavisla nebo nezavisla.

Dalsi priklad ukazuje ortogonalizaci v prostoru funkeci.

PRIKLAD 8.66. V prostoru redlnych polynomi se skaldrnim souc¢inem ( f, g) =
fol fg budeme ortogonalizovat posloupnost (vi,va,v3) = (1,z,2?%). Zaroven spo¢i-
tdme ortogonalni projekci vektoru z? na podprostor Span {1, 2}, neboli aproximaci
vektoru z? funkef tvaru a + bz, kterd je nejlepsi vzhledem k danému skaldrnimu
soucinu.

Vi 1

Tl

up 1:1,
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wa = (ug,va)u = </01(1~x)d:c> .1:% :

1
V2—W2:$—§,
1
_ r— 1
uy = ”v2 W2” = - 2 =2V3z - V3 .
Vo — W
2 2 fo(x—%)Qdm

w3 = (uy,vz)u; + (ug, vs) up

</01(1.x2)dx)1+</01 (2v82 - V3) a2 ) (230~ VB) = - ¢

v;;—w;;z:nz—sv—i—é7

2 1 2 1
— ¥ —r+ 3 ¥ —x+z
e YiTWs i VIS (42 -2t

v — wsl| \/fol (xz_x+é)2 dx 50 °

Ziskali jsme tak ortonormalni bazi

1
(1, 2v/3z — v/3,V180 <332 —z+ 6))
prostoru Span {17 x, xz} polynomu stupné nejvyse 2.
Ortogondlni projekce (a hledand aproximace) vektoru vz = x
Span {1,z} = Span {vy, vy} = Span {uy,us} je vektor

2 na podprostor

wy=x—1/6 .
Chybovy vektor, tj. rozdil vz — w3 je 2 — x + %, jeho velikost je 1/1/180.

—

PN
N

\
_

Bl NI AW

=

~« = -
—5/ 11

\
el
e
— sl

OBRAZEK 8.8. K ptikladu 8.66

A

Gramova-Schmidtova ortogonalizace obecné nemusi byt numericky stabilni. Stabilitu Ize vylep-
it tzv. modifokovanou Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Existuji i jiné numericky stabilni orto-
gonalizaéni postupy, napfiklad algoritmus vyuzivajici Householderovy transformace, nebo algoritmus
vyuzivajici Givensovy rotace. Jejich vyvoji a analyze se vénuje numericka linearni algebra.

)

1).
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PRIKLAD 8.67. V aritmetice se zaokrouhlovanim na tfi platna mista vyjde Gramovou-Schmidtovou
ortogonalizaci (vzhledem ke standardnimu skalarnimu souéinu v R?)

1 1 1
10-3 |, 1073 |, 0
103 0 1073
posloupnost
1 0 0
103 |, o |],[ —o0,709
1073 -1 —0,709
Druhy a treti vektor pfilis kolmé nevysly. Je to zplsobené tim, Ze plvodni vektory jsou skoro rovnobézné.

A

8.4.4. QR-rozklad. QR-rozklad je maticova formulace vysledku ortogonalizaéniho procesu v arit-
metickych vektorovych prostorech se standardnim skaladrnim soucinem.

Budeme uvaZovat pro jednoduchost redlnou nebo komplexni matici A = (vi|va]...|vg) s linedrné
nezavislou posloupnosti sloupci. Na sloupcové vektory provedeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci
a ziskame vektory u1, u2, ug, které jsou navzajem ortogonalni a jednotkové. Ze vzorce pro ortogona-
lizaci navic vidime, Ze vektor v; lze vyjadfit jako linedrni kombinaci vektorid uj,uz, ..., u;. Pfekladem
do maticové fedi ziskdme vyjadieni matice A jako soudinu matice (uj|uz|...|ug) s ortonormalini po-
sloupnosti sloupci a horni trojihelnikové matice fadu k. Tomuto vyjadfeni fikdime QR-rozklad. Pozdéji
v tvrzeni 8.86 ukdZeme, Ze QR-rozklad regularni matice je jednoznaény.

TvRZENT 8.68 (o QR-rozkladu). Je-li A redind nebo komplexni matice typu n X k s linedrné
nezavislou posloupnosti sloupcovych vektord, pak existuje matice Q typu n X k nad stejnym télesem s
ortonormalni posloupnosti sloupcti (vzhledem ke standardnimu skalarnimu sou&inu) a horni trojihelni-
kova matice R radu k s kladnymi redlnymi prvky na hlavni diagonale takova, Ze plati A = QR.

DUKAz. Oznaéime (v1,...,vy) posloupnost sloupcovych vektorii matice A. Na tuto posloupnost
provedeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci, tj. volme pro kazdé i = 1,2,...,k

w; = (ug,vy)ur + (uz,vi)ug + -+ (w1, vi) wi—1
Vi — W;

W= — .

[lvi — will

(Pro i =1 bude podle této definice wi prazny soucet, tj. wi = o je projekce ui na nulovy podprostor.)
Z toho ziskame vyjadfeni

vi = |lvi — willu; +w;
= |lvi — wg|lws + (ur, viyur + (ug, vidup 4 - + (W1, v) i1
= (ur,vi)ur + {ug,vi)ug + - + {(w—1,vi) ui—1 + [|[vi — wilu; ,

coz miizeme maticové zapsat ve tvaru

lvi—will  (ur,ve) ..o (g, vg)
0 [[va —wal| ... (a2, vk)

(valval...|vi) = (wi|. .. |ug)
0 0 v v = wiel

Provadime-li Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci vzhledem ke standardnimu souéinu, dostavame po-
zadovany rozklad

[[vi — w1l ujva . ujvy
0 [[va —wal| ... ujvy
(valval - [v) = (] .. Jug)
0 0 v v = wel

PRIKLAD 8.69. Vypoéitdme QR-rozklad reilné matice

A= (vi|valvs) =

— o N
— |

_
W= = o
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Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci posloupnosti sloupcovych vektoril (vi, v, v3) v aritmetickém pro-
storu se standardnim skalarnim sou¢inem jsme spocitali uz v prikladu 8.65. Nasli jsme tam ortonormalni
posloupnost

1 7 -5

( ) 1 2 1 -4 1 -2
ug, uz, u. = = v T — v T

LTS V6| O V102 6 V119 3

1 1 9

Z vypoctu také mizeme vydcist vsechny prvky matice R z dikazu predchozi véty. Dostaneme

1 1 o0 1/v6  7/v/102  —5/4/119
2 -1 1 2/V/6 —4/v/102 —2/y/119 Ve —1/V6 5/V6
= 0 v102/6  5/4/102
0o 1 1 0 6//102 3/V/119 0 0 4V/IT9/17
1 0 3 1/v6 1/v/102  9/V119
A
QR-rozklad Ize pouzit pfi feSeni redlnych (komplexnich) soustav linedrnich rovnic Ax = b s

danou regularni matici A a rGznymi vektory pravych stran b podobnym zplisobem, jakym lze pouzit
LU-rozklad. Spoéteme QR-rozklad matice A = QR. Protoze Q ma ortonormalni posloupnost sloupci,
plati Q*Q = I, (viz poznamka ), takze Q* = Q! , protoze Q je &tvercova. Rovnici Ax = b
prepideme do tvaru QRx = b a vynasobime Q* = Q~!. Soustava

Rx=Q"b

ma horni trojihelnikovou matici, mizeme ji proto vyresit zpétnou substituci.
Numericka stabilita QR rozkladu velmi zleZi na metodé vypoétu. Obecné jsme schopni dosdhnout
vzdy lepsi stability vypoctu nez u LU rozkladu. Z hlediska vypocetni naro¢nosti QR rozklad vyzaduje

asi 4/3n3 operaci, tedy dvakrat vice nez LU rozklad.

8.4.5. Existence ortonormalni baze. Dusledkem Gramovy-Schmidtovy or-
togonalizace (véta 8.64) je nasledujici véta o existenci ortonormdlni béze.

VETA 8.70. Je-li W podprostor konecné generovaného vektorového prostoru V
se skaldrnim soucinem, pak kaZdou ortonormdlni (ortogondlni) bdzi v podprostoru
W lze doplnit na ortonormdlni (ortogondlni) bdzi celého prostoru V.

Specidlné, v kazZdém konecné gemerovaném vektorovém prostoru se skaldrnim
soucinem existuje ortonormdlni bdze.

DUKAZ. Necht (uy,us,...,u;) ortonormalni bize W. Tuto linedrné nezivislou
posloupnost muZzeme doplnit vektory vgy1,...,v, na bazi V (viz dusledek 5.64).
Gramova-Schmidtova ortogonalizace z posloupnosti (uy, g, . . ., Wk, Vg1, ..., Vi) VY-
tvorf ortonormdlni posloupnost, pficemz prvnich k prvki nezméni. (Mizeme ji také
»spustit“ az od (k + 1)-nfho cyklu).

Totéz udélame v pifpadé pouhé ortogondlni baze (uy,us,...,u;) podprostoru
W, Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci pouzijeme bez normalizac¢nich kroku (ib).
O

Pomoci existence ortonorméalni baze lze dokazat fadu uziteénych veéci. Prvni
prikladem je nasledujici véta, kterd formalizuje intuitivni tvrzeni, Zze kazdy konecné
generovany vektorovy prostor se skaldrnim soucinem je ,, v podstaté stejny“ jako
aritmeticky vektorovy prostor se standardnim skaldrnim soucinem.

VETA 8.71. Je-li V vektorovy prostor dimenze n nad R (nebo nad C) se ska-
ldrndm soucinem (), pak existuje izomorfismus f : V. — R™ (nebo f : V — C"),
pro ktery plati

pro kazdé dva prvky u,v € V.
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DUKAZ. V prostoru V zvolime ortonormélni bazi B a definujeme f piedpisem
f(u) = [u]g. Podle tvrzeni 6.27 je f izomorfizmus mezi V a R™ (nebo C™). Podle
tvrzeni 8.50 plati

*

(w,v) =l [vlg = f(w)- f(v) .
O

Dalsim diskedkem je pozitivni definitnost Gramovy matice linedrné nezavislé
posloupnosti.

TVRZENI 8.72. Gramova matice B = ({(w;,u;))ixk linedrné nezdvislé posloup-
nosti prokd (up,ug,...,ux) vektorového prostoru V se skaldarnim soucinem () je
pozitivné definitni.

DUKAZ. Ze skorosymetrie (SSS) skaldrnfho soucinu plyne, Ze je matice B je
hermitovska. Oznac¢me W podprostor prostoru V generovany vektory uy,...,ug
a zvolme néjakou ortonorméalni bazi C' prostoru W. Vypocet na konci sekce 8.4.2
ukazuje, ze B = A*A pro matici A = ([ui]¢|- - |[uk]c). Matice A je reguldrni,
protoze je ¢tvercova a jeji sloupce tvori linedrné nezavislou posloupnost. Pozitivni
definitnost matic tvaru A* A pro regularni matici A jsme ale jiz ovérili za definici 8.20
pozitivné definitnich matic. ]

A konecné si také mizeme dokézat, ze ortogonalni projekce linedrni zobrazeni
(tvrzeni plat{ i pro prostory, které nejsou konecné generované, ale dikaz vyne-
chame).

TVRZENT 8.73. Je-li V vektorovyj prostor se skaldrnim soucinem (,),veV a W
konecné generovany podprostor V, pak je ortogondlni projekce z V. do W linedrnim
zobrazenim.

DUKAzZ. Oznaéme f: V — W tuto ortogonalni projekci. Zvolme ortonormalni
bézi (uy,...,ux) prostoru W. Z tvrzeni 8.54 mame f(v) = Zle (u;, v) u;. Nyni uz
lze snadno z definice ovéfit, ze f(v+ V') = f(v) + f(v') a f(tv) = tf(v) (kli¢ovou
ingredienci dikazu je, Ze pro kazdé i = 1,2, ...,k je zobrazeni v — (u;,v) linedrn{
formou). O

8.4.6. Ortogonalni doplnék. Nejvétsi mnozina prvki kolma na danou mno-
zinu M C V se nazyva ortogonalni doplnék.

DEFINICE 8.74. Je-li V prostor se skaldrnim souc¢inem (,) a M C V, pak
ortogondlni doplnék M=+ mnoziny M je mnoZina viech prvkil V kolmych na kazdy
prvek M, tj.

M*+={veV:vlM}.

Podle definice M je kolmé na M=+ a M~ je nejvétsi takovd mnozina vzhledem
k inkluzi. Dalsi jednoduché vlastnosti ortogonalniho doplnku jsou:

TVRZENT 8.75. Je-li V prostor se skaldrnim soucinem (,) a M,N C V, pak
plati
(1) M+ = (Span M)+,
(2) M~ je podprostor V,
(3) je-li M C N, pak N+ C M*.

DUKAZ. Plati v e M+ pravé kdyz v L M coz je pravé kdyz v L Span M podle
tvrzeni 8.40, a to je pravé kdyz v € (Span M)*.

K ditkazu (2) sta¢i ovéiit, Ze ortogonalni doplnék M~ je neprazdny a uzavieny
na s¢itani a nasobeni skaldrem. Je neprazdny, protoze obsahuje nulovy vektor. Je-
li u,v € M+, plati pro kazdé w € M, 2e u L wa v L w, a tedy (w,u+v) =
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(w,u) + (w,v) = 0, coz dokazuje u +v € M=*. Podobné lze dokéazat uzavienost
M+ na skaldrni nasobky.

Stejné snadné je overit (3). Je-live Nt plati v L N D M, tj. také v L M a
tedy v € M+. O

PRIKLAD 8.76. Uréime ortogonalni doplnék roviny U = Span {(1,2,5)7,(0,1,1)7)}
v prostoru R? se standardnim skaldrnim sou¢inem. Podle (1) je U+ rovna mno-

ziné vSech vektori x kolmych na oba generdtory, tj. mnoziné vektori, pro které
(1,2,5)x=0a (0,1, 1)x = 0. Maticové

(01 7)= ()

Hledame tedy TeSeni homogenni soustavy s matici, jejiz fadkové vektory jsou gene-
ratory U,

-3

UL:Ker((l) ? ?):Span -1
1

Obecnéji, je-li (u,v) linedrné nezavisla posloupnost vektori v prostoru R?, pak
ortogonéln{ doplnék mnoziny M = {u,v} je piimka kolmé na rovinu Span {u,v}.
Ortogondlnim doplitkem nenulového vektoru (nebo jeho linedrnfho obalu) je rovina.
Intuitivné jsou tato trvzeni zfejmd, formalné je zdivodnime nize. A

V prikladu jsme vidéli, ze k urceni ortogonalniho doplitku mnoziny vektort

M ={vy,va,...,vg} (nebo podprostoru Span M) v aritmetickém vektorovém pro-
storu R™ se standardnim skaldrnim souéinem sta¢i napsat vektory vi,vl, ... ,vf

do radka matice A a vyresit pfisluSnou homogenni soustavu. Toto pozorovani lze
maticové zapsat

{v1,...,0}F = (Im A7) =Ker 4 .

Vlastné jsme jen zopakovali ivahu z prikladu 8.7, kde jsme nahlédli, ze feseni ho-
mogenni soustavy rovinic Ax = o jsou pravé vektory kolmé na vsechny radky matice
A (ekvivalentné na vSechny prvky fadkového prostoru matice A).
V C" se standardnim skalarnim soucinem je jesté treba pridat komplexni sdru-
Zovani:
(Im A*)* =Ker A .

Cili Ker A je rovno ortogonalnimu doplitku komplexné sdruzenych fadki matice A.

Obecnéji, pocitame-li vzhledem k ortonormdélni béazi, pak skaldrni soucin se
chové jako standardni (viz tvrzeni 8.50), takZe ortogonalni doplnék mnoziny vektori
miuzeme spocitat podobné.

TVRZENI 8.77. Necht V je koneéné generovaniyj prostor se skaldrnim soucinem
(,), B jeho ortonormdlni bize, M = {v1,va,...,Vi}. Oznacime A matici s vddky
Vil [val%, - [V Pak

[M*]p =Ker A .

DUKAZ. Z definice vyjadfeni podmnoziny vzhledem k bézi, definice ortogon4l-

niho dopliku a tvrzeni 8.50 mame

(M) = {[u]p :ue M} = {[u]p : (vi,u) = (vo,u) = - = (v}, u) = 0}

= {uz: i]pu]p = [Volp[u]p = --- = [vi][u] 5 = 0}
={x:Ax=o0} =KerA .
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PRIKLAD 8.78. V C? je dan skalarnf souéin (,) takovy, ze baze

1 1 1
B= i |, 1+i |, ] o0
i 0 0

je ortonormalni. Uréime ortogonalni doplnék N pifmky Span {v}, kde

3
V= 1+2
i

Souradnice vektoru v vzhledem k bazi B je

Z vlastnosti (1) v tvrzeni 8.75 vyplyva, ze N je rovno ortogondlnimu doplitku mno-
ziny {v}. Vyjéddieni N v bézi B je proto podle tvrzeni 8.77 rovno

-1 -1
[N]g =Ker(111)=Span 0 , 1 )
1 0
takze
1 1 1 1
N=Span{v}  =Span{ — | & |+ [ 0o |, = ¢ |+ 1+
) 0 ) 0
0 0 0 0
= Span - |, 1 = Span 1], 1
—1 —1 1 —1

A

Nésledujici véta shrnuje dulezité vliastnosti ortogonalnich doplnku podprostoru.
Jde o dalsi uzitec¢ny dusledek véty 8.70 o existenci ortonormalni baze.

VETA 8.79. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,) a W je
konecné generovany podprostor V. Pak plati

1) V=WaeWw,

(2) (W) =W

(3) Kazdy vektor v € V. md jednoznacné urcéenou ortogondlni projekci na W
a také jednoznacné urcenou ortogondlni projekci na W,

(4) Je-li V konecné generovany prostor dimenze n, pak dim(W+) = n —
dim(W),

DUKAZ. Podle véty 8.70 existuje ortonormélni bdze prostoru W (se skaldr-
nim souéinem zdédénym z prostoru V). Zvolme tedy néjakou ortonormalni bazi
(W1,...,wg) prostoru W, tj. dimW = k.

(1). Pro kazdy vektor v € V existuje podle tvrzeni 8.54 ortogonalni projekce w
na podprostor W. V souc¢tu v =w + (v — w) je prvni vektor z W a druhy vektor z
W, To ukazuje, ze V. =W + W+=. Navic W je kolmy na W+, takze jejich jedinym
spoleénym vektorem je o. Plat{ tedy WNW= = {o} a W+W+L =V, coz zapisujeme
jako V=W @ W+,

(2). Podprostor W je kolmy na W+, takze W je podmnozinou (W-)+. K
diikazu druhé inkluze uvazujme libovolny vektor v € (W)L a snazme se ukazat
v € W. Jako v prechozim bodu, vektor v ma ortogonalni projekci w na W. Podle
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definice ortogonalni projekce je v—w € W+, specidlné w | (v—w), protoze w € W.
Vektor v € (W4)1 je kolmy na kazdy vektor z W+, plati tedy v L (v — w). Nyni

lv—w>=(v-—w,v—w)=(v,v—w) — (w,v—w) =0—0 ,

z ¢ehoz plyne v —w = o, protoze skalarni soucin je pozitivné definitni. Ukazali jsme
v=w e W, jak jsme chtéli.

(3). Jednoznacnost ortogonalni projekce vektoru v € V byla dokdzdna ve
vété 8.53, existence ortogonalni projekce w vektoru v na W v tvrzeni 8.54. Vek-
tor v — w lezi v prostoru W+. Protoze v — (v —w) = w € W = (W)L podle
predchoziho bodu, je v — w ortogonalni projekci vektoru v na podprostor W+,

(4). Z véty o dimenzi souctu a pruniku 5.103 a bodu (1) spoéitdme

dim W = dim(W + W) + dim(WN W) —dimW = dim(V) +0—k=n —k .
O

Ve vété se predpokladd, ze podprostor W je konecné generovany, ale V byt
konecné generovany nemusi. To odpovid4 napiiklad situaci z ptikladu 8.58, kde V
je prostor spojitych funkci a W je podprostor generovany koneé¢né mnoha spojitymi
funkcemi. Predpoklad, ze W je konecné generovany nelze vynechat, viz cviceni.

Jedno pozorovani u¢inéné v dikazu véty si zaslouzi zduraznit. Ortogondlni
projekce w vektoru v na prostor W dava rozklad

v=w+(v-w), kdeweW a (v—w)ec W'

a kolmice — vektor v —w — je zaroven ortogonalni projekci vektoru v na podprostor
Wt

Dokazand véta nam také umoznuje zdivodnit tvrzeni v piikladu 8.7 o interpre-
taci Teseni soustavy linedrnich rovnic Ax = b nad redlnymi ¢isly. V prikladu jsme
si v8imli, Ze vektor x je smérovym vektorem mnoziny feSeni (tj. x € Ker A) pravé
tehdy, kdyz je kolmy ke vSem fadkovym vektorim matice A. To nastane pravé
tehdy, kdyz je kolmy k fddkovému prostoru. Maticové zapsano, Ker A = (Im A7)+,
Z bodu (2) nyni také mame

Im AT = ((Im AT)1)+ = (Ker A)* |

slovy, vektor je kolmy ke vSem prvkum Ker A pravé tehdy, kdyz lezi v linedrnim
obalu radkt matice A. Jesté trochu jinak, normélové vektory mnoziny vsech reseni
soustavy Ax = o jsou praveé linearni kombinace fadkt matice A.

Bod (1) ndm také déva rozklad

Ker A @ Im AT = R",

kde n je pocet sloupctt matice A.
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Nad komplexnimi ¢isly vychazi stejné vztahy, jen je potreba transponovani na-
hradit hermitovskym sdruzovanim a realné prostory R™, R™ komplexnimi prostory
cr,Ccm™.

PRIKLAD 8.80. Pro matici

1 2 =3
A= 1 -1 2
2 1 -1

mame
Ker A = Span {(—1, 5, S)T} , Im AT = Span {(1, 2,-3)7 (1, -1, 2)T}

P¥imku Ker A tvoif pravé vektory kolmé na rovinu Im A7, rovinu Im AT tvo¥{ prave
vektory kolmé na p¥imku Ker A a plati Ker A ® Im AT = R3. A

8.5. Unitarni a ortogonalni zobrazeni a matice

Linedrni zobrazeni mezi prostory se skaldrnimi soudiny se nazyva unitarni (v
redlném piipadé ortogondlni), pokud zachovava skaldrni souéin a tim padem i odvo-
zené pojmy jako normu, kolmost, v redlném piipadé tihel. Pfedstava je takova, ze za-
timco obecné linearn{ zobrazeni mtize objekty linedrné deformovat (napf. zkoseni),
nebo dokonce degenerovat (napi. projekce na piimku v néjakém sméru), ortogo-
nalni zobrazeni objekty mutze pouze rotovat nebo jesté preklapét podle nadroviny.
Této intuici lze dat presny smysl, v kapitole o vlastnich ¢islech to provedeme pro
ortogonaln{ zobrazeni R? — R? a R? — R3,
stejnymi prostory, tzv. unitdrni (ortogondlni) operdtory. Unitdrni operdtory jsou
zakladni objekty v kvantové mechanice.

8.5.1. Unitarni a ortogonalni matice. Za¢neme maticovou verzi unitar-
nich (ortogonélnich) operatorti na aritmetickych prostorech. Ctvercova matice Q je
unitarni (ortogonalni), pokud pfislusné zobrazeni fg je unitdrni (ortogonalni) ope-
rator na aritmetickém vektorovém prostoru se standardnim skaldrnim soucinem,
viz bod (6) tvrzeni 8.82. Takové matice jsme v této kapitole uz nékolikrat potkali
v nasledujici formé.

DEFINICE 8.81. Ctvercova komplexni (resp. redlnd) matice fadu n se nazjyva
unitdrni (resp. ortogondlni), pokud jeji sloupce tvori ortonormdlni posloupnost
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu sou¢inu v C™ (resp. R™).

Standardni pojmenovani ortogonalni matice je ponékud matouci, smysluplnéjsi
by bylo nazyvat ji ortonormalni.
Nésledujici tvrzeni shrnuje fadu riznych ekvivalentnich definic.

TVRZENT 8.82. Je-li Q komplexni (resp. redlnd) tvercovd matice vadu n, pak
jsou ndsledujict turzeni ekvivalentni.

(1) @ je unitdrni (resp. ortogondlni),

(2) Q*Q = In>
(3) Q* je unitdrnd (resp. ortogondlni),
(5) QT je unitdrni (resp. ortogondlni), ekvivalentné, vddky matice Q tvord

ortonormalni posloupnost,
(6) zobrazent fg zachovdvd standardni skaldrni soucin, tj. pro libovolné u,v €

C™ (resp. R") plati Qu- Qv =u-v.

Specidlné, kazdd unitdrni (ortogondini) matice je requldrni a plati Q~! = Q*.
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DUkAZ. Ekvivalenci (1) a (2) jsme nahlédli v pozndmce : Q*Q = I, je mati-
covym zapisem skutec¢nosti, ze @ ma ortonormélni posloupnost sloupcii. Podobné
(3) a (4) jsou také ekvivalentni. Pokud plati Q*Q = I,, nebo QQ* = I,, pak z
véty 4.88 charakterizujici regularni matice vyplyvd Q~' = Q* a plati tudiz i druha
z rovnosti. To dokazuje dodatek a ekvivalenci (2) a (4). Body (1), (2), (3), (4) jsou
tedy ekvivalentni.

Ekvivalence (3) < (5) je zajimavd jenom v komplexnim piipadé. K dikazu
si stac¢i uvédomit, ze pro libovolné u,v € C" je u- v ¢islo komplexné sdruzené k
u - v, kde u znadci aritmeticky vektor, ktery je po slozkach komplexné sdruzeny k
u. Z toho plyne, Ze sloupce matice Q* tvori ortonormalni posloupnost pravé kdyz
sloupce matice Q7 tvoif ortonormélni posloupnost.

Nakonec ukdzeme, Ze z (2) plyne (6) a z (6) plyne (1). Je-li Q*Q = I,,, pak pro
libovolné u,v € C™ (resp. R™) plati

(Qu)-(QV)=(Qu)'Qv=uQQv=u'v=u-v .

Pokud fg zachovava standardni skaldrni soucin, pak specidlné (Qe;) - (Qe;) = e; -
e; = 0;; pro libovolna ¢,j € {1,...,n}. Na levé strané je ale skaldrni soucin i-tého
a j-tého sloupce matice @, tato matice je proto unitdrni (ortogonélni). O

DUSLEDEK 8.83.

(1) Soucin dvou unitdrnich (resp. ortogondlnich) matic téhoz Tddu je opét
unitdrnd (resp. ortogondlni) matice.
(2) Determinant unitdrnd (resp. ortogondlni) matice md absolutni hodnotu 1.

DUKAZ. (1) Jsou-li A, B dvé unitdrni (nebo ortogonalni) matice téhoz radu,
pak podle bodu (2) tvrzeni 8.82 plati (AB)*(AB) = B*A*AB = B*B = I,,, tedy
AB je rovnéz unitédrni (ortogonalni).

(2) Je-li @ unitarni (nebo ortogondlni) matice, pak 1 = det I,, = det QQ* =

det Q det Q+ = det Q(det Q) = |det Q|. V predposledni rovnosti vyuzivame faktu,
ze det Q = det Q7 a det Q = det Q. O

PRIKLAD 8.84. Intuitivné vidime, Ze rotace a zrcadleni podle podprostori v
R? nebo R? zachovdvaji normy a thly, zachovavaji tedy skaldrni soucdin. Podle
tvrzeni 8.82, bod (6), jsou jejich matice vzhledem ke kanonickym bézim ortogo-
nalni. A

Z tvrzeni 8.82 vyplyva, Ze unitarni a ortogonalni matice je velmi snadné inver-
tovat — staci je hermitovsky sdruzit, v redlném pripadé transponovat. Na prikladé
ukézeme trochu sofistikovanéjsi pouziti.

PRIKLAD 8.85. Redlna matice

1 0 -13
A=1 2 3 2
3 -2 3

sice neni ortogondlni, ale mizeme vypozorovat, ze méa ortogonalni posloupnost
sloupcii. To umoznuje rozlozit matici A na souéin ortogonalni a diagondlni:

A=QR=

Shshat
- =~ =
|
slish <
=) oo |
oo 00| ool
Ll ©f ©
o
§‘
w
o O
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V&imnéte si, Ze jde vlastné o QR-rozklad matice A. Nyni madme A= = (QR)™! =
R'Q™'=R'Q7, cili

L 0 0 _1 _2 _3 1 3

V14 V14 V14 V14 12 1 14

Al=| 0o L o 0 = Iz |_| ¢ ¥ %
oovE N PP B

182 182 182 182 182 182 182

Vlastnosti unitarnich a ortogonalnich matic pomohou dokézat jednoznaénost QR-rozkladu regu-
larnich matic.

TVRZENT 8.86. Je-li A reguldrni (redlnd nebo komplexni) matice Fadun a A = Q1R1 = Q2R2
jsou dva QR-rozklady matice A, pak plati Q1 = Q2 a R1 = Ra.

DUKAz. Dikaz budeme formulovat pro reélny p¥ipad, abychom se vyhnuli nadmérnému zavorko-
vani.

Jsou-li A = Q1R1 = Q2R2 dva QR-rozklady reguldrni matice A, plyne odtud
Q;'Q1=ReRy .

Oznacime si tento soucin C' = (c1|c2| - |cn) = (ci5). Soucin Q;lQl je ortogonalni jakozto soudin
dvou ortogonalnich matic a soudin RgRl_1 je hornf trojihelnikova matice s kladnymi prvky na hlavn{
diagonale. Plati proto ¢;; =0 proi > 1 atedy 1 = ||c1]| = |c11] a tedy c11 = 1, nebot c11 je kladné
realné &islo. To znamen3, Ze ¢; = e;.

Dale postupujeme indukci podle indexu sloupcii ¢; a dokdzeme c; = e; pro kazdé j =1,2,...,n.
Pro j = 1 jsme to pravé ovérili. Pfedpokladejme nyni, ze pro néjaké j > 1 a j < n plati ¢; = e; pro
kazdé i =1,2,...,5 — 1. Z rovnosti ¢; - ¢; = 0 pro i < j (Q je ortogonalni) a indukéniho predpokladu
c; =e; plyne 0 =e; - ¢c; = ¢;; pro kazdé i < j. Matice (c;;) = Rngl je hornf trojdhelnikova, proto

také c;; = 0 pro kazdé i > j. Z rovnosti ||c;|| = 1 (opét ortogonalita matice C') pak plyne c?j =1la
tedy ¢j; = 1, neboli c; = e;.
Indukef jsme tak dokézali, ze Q3 'Q1 = RaRy ' = In atedy Q1 = Q2 a Ry = Rs. O

8.5.2. Unitarni a ortogonalni zobrazeni. Nyni budeme uvazovat linearni
zobrazeni mezi dvéma potencidlné rtiznymi prostory V. a W opatfené skalarnimi
souciny. Tyto souciny i indukované normy rozlisime dolnim indexem. V pripadé
unitarnich operatort, tj. v pripadé V = W, se vétsinou implicitné rozumi, Ze se
shoduji i skaldrni souciny (), = (, )y -

DEFINICE 8.87. Necht V a W jsou vektorové prostory nad C (resp. R) se skaldr-
nimi souciny (), (, )y . Linedrni zobrazeni f : V. — W nazyvame unitdrni (resp.
ortogondlnt), pokud zachovavé skaldrni soucin, tj. pro libovolné u,v € V' plati

(f(), f(V)w = (w,v)y,

Je snadné si rozmyslet, ze ze zachovavani skaldrniho soucinu plyne zachovavani
odvozené normy, kolmosti, apod. Zajimavéjsi v nasledujicim tvrzeni jsou opacné
implikace.

TvRzENT 8.88. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni mezi komplexnimi
(resp. redlnymi) vektorovymi prostory V, W se skaldrnimi souciny () () -
Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) f je unitdrni (resp. f je ortogonding),

(2) f zachovdvd normu, tj. pro libovolny vektor v.e V' plati || f(v)|ly = [|V]ly»

(3) f zachovdvad ortonormalitu, tj. je-li (v1,...,v,) ortonormdlni posloupnost
ve V, pak (f(v1),..., f(vn)) je ortonormdlni posloupnost v W.

(4) f zobrazuje jednotkové vektory ve V na jednotkové vektory v W.

Specidlné, kazdé unitdrni (ortogondlni) zobrazent je prosté.
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DUkAz. Implikace (1) = (3) = (4) a (1) = (2) = (4) jsou pfimocaré, napiiklad
(1) = (2) se dokdze vypoctem

1@l = @ S0 = v = IVl

Implikace (4) = (2) plyne z linearity f a vlastnost{ normy: libovolny nenulovy
vektor v napiSeme ve tvaru v = tu, kde t = ||v||,, je kladné redlné ¢isloau = v/ [|v||,,
je jednotkovy, a spocitame

If D llw = 1f @)l = [Itf (@)l = Iy =t = IVl
Zachovavani normy nulového vektoru je zrejmé.
Nyni staéi dokdzat, 7e z (2) plyne (1). Tato implikace je dusledkem polarizac-
nich identit, které vyjadiuji skalarni souc¢in pomoci normy. Na ukéazku srovname
realné casti, podobné by se postupovalo pro imaginarni.

Re (( (W), /(¥)w) = (17 + S~ 1@~ 170 13)
= S0+~ IF @I~ 1F@)I)

1
= 5 (vl = [fully = v
= Re((uv)y) .

Z bodu (2) vyplyvd, Ze obrazem nenulového vektoru je opét nenulovy vektor.
Unitarni nebo ortogonalni zobrazeni mé proto trividlni jadro, takze je prosté. [

Zachovavani kolmosti k unitarité linedrniho zobrazeni nestaci — stejnolehlost s
koeficientem rtiznym od +1 normu nezachovava, ale kolmost ano.

Dokéazané tvrzeni muzeme pouzit na aritmetické prostory se standardnim sou-
¢inem a zobrazeni fg urcené ¢tvercovou komplexni nebo redlnou matici ). Tim zis-
kéme dalsi podminky ekvivalentni unitarité (ortogonalité). Napiiklad ekvivalence
unitarity se zachovavanim normy v této situaci rika, ze ¢tvercova komplexni matice
Q je unitéarni pravé tehdy, kdyz pro libovolny vektor v € C" plati ||Qv] = ||v]|.

Nakonec si jesté presné ujasnime vztah unitdrnich (ortogonalnich) zobrazeni a
unitarnich (ortogonalnich) matic.

TVRZENT 8.89. Necht V a W jsou konecné generované vektorové prostory nad
C (resp. R) se skaldrnimi souciny (,)y ,{(,)w, B= (V1,...,Vn) a C jsou po Tadé
ortonormdalni baze prostoriu V.a W, a f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak f je
unitdrni (resp. ortogondlni) prdvé tehdy, kdyz [f]Z md ortonormdini posloupnost
sloupct vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

Specidlné, je-li V.= W, pak f je unitdrni (resp. ortogondlni) pravé kdyz [f]Z je
unitdrni (resp. ortogondlni).

DUKAzZ. Je-li f unitarni, pak je posloupnost (f(vi),...,f(vy)) ortonormalni
v W podle predchoziho tvrzeni. Z tvrzeni 8.50 potom vyplyva, Ze pro i # j plati
[fv)le - [f(vi)le = (f(vi), f(vj))y, = 0. Posloupnost sloupcii matice [f]Z, tj. po-
sloupnost ([f(v1)]cs-- -, [f(Va)]c), je tedy ortonormélni vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

M4-li naopak [f]Z ortonormalni posloupnost sloupct, pak obrdcenim piedchozi
uvahy dostavame, ze (f(v1),..., f(vs)) je ortonormélni posloupnost v W. Ovéfime
tfeba, ze f zachovava normu, coz podle prechoziho tvrzeni sta¢i. Libovolny vektor
u € V lze psat jako u = ayvy + - - - + a,v,,. Podle Pythagorovy véty mame ||u||2 =
a3+ - -+a?, protoze posloupnost (vi, ..., v,) je ortonormalni. Ze stejného ditvodu je
IF @I = larf(v1) + - + anf(va)|* = af+---+a}. Méame proto | f(u)|* = [u]*,
jak jsme chtéli.

Dodatek plyne z definice unitarni matice a dokézané ekvivalence. O
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8.6. Aplikace: aproximace a optimalizace

8.6.1. Metoda nejmensich c¢tvercii. Pri feseni praktickych problému se
Casto stava, ze vedou na soustavu rovnic Ax = b s redlnymi nebo komplexnimi
koeficienty, kterd nema feSeni. Reknéme, ze A = (ajlas|---|a,) je matice typu
m x n nad R nebo C, typicky m >> n. Takova soustava mtze naptiklad vzniknout
sestavenim rovnic z velkého mnozstvi méfeni, ktera jsou zatizena chybami. Jednim
z pristupt v takové situaci je nalézt ,,co nejlepsi* priblizné feSeni X v tom smyslu,
aby vektor AX byl co nejbliZe pravé strané soustavy b, tj. aby norma ||b — A%|| byla
co nejmensi mozna.

Metoda nejmensich ¢tverct je zaloZzena na méreni normy vektoru pomoci euklei-
dovské normy (odtud jeji ndzev), kterd je uréend standardnim skaldrnim souéinem
v R™ (nebo v C").

DEFINICE 8.90. Necht Ax = b je soustava linedrnich rovnic s redlnymi (nebo
komplexnimi) koeficienty. Kazdy vektor X € R™ (nebo X € C"), ktery minimali-
zuje eukleidovskou normu ||b — Ax||, se nazyvd priblizné teseni (nebo aproximace
resent ) soustavy Ax = b metodou nejmensich ctverci.

Vektor je tvaru Ax pro néjaké x € R (x € C™) pravé kdyz lez{ ve sloupcovém
prostoru Im A matice A. Podle véty 8.53 o aproximaci je mezi vSemi vektory Im A
nejblize k b ortogonélni projekce vektoru b na podprostor Im A. Pfibliznymi FeSe-
nimi soustavy Ax = b metodou nejmensich ¢tvercu jsou tedy pravé ty vektory X,
pro které AX je rovno ortogondlni projekci vektoru b na podprostor Im A.

ImA

b — Ax

A%
OBRAZEK 8.9. Krok (3a)

Z dtsledku 8.63 o projekei aritmetickych vektord na podprostor vyplyva nésle-
dujici tvrzeni o vypoctu X.

TvRrzENT 8.91. Je-li A matice typu m X n nad R nebo C a b € R™ (resp. C™),
pak mnozina vsech pribliznijch Teseni soustavy Ax = b metodou nejmensich ctvercu
je rovna mnoziné vsech (presnych) Tesent soustavy

A"Ax=A"Db .

Zduraznéme vsak, ze vzorec z tvrzeni neni vhodny pro numerické vypocty.
Stejné je tomu i pro jind tvrzeni v této ¢asti, napriklad tvrzeni 8.95 o TeSeni s
nejmensi normou.

Matice A*A je Gramova matice posloupnosti sloupcovych vektorti matice A.
Podle tvrzeni 8.62 je tedy A* A reguldrni pravé kdyz ma matice A linedrné nezavis-
lou posloupnost sloupcovych vektort. V takovém pripadé existuje inverzni matice
(A*A)™" a jednozna¢né uréenou aproximaci X Fedeni soustavy Ax = b metodou
nejmensich ¢tvercti muzeme vyjadrit ve tvaru

X=(A"A)""AD .

(Ani tento vzorec neni vhodny pro numerické vypocty.)
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PRIKLAD 8.92. Reseni redlné soustavy (A|b), kde
0
1

2 3
(Ab) = | 1 5 :
-2 -1\ -2
metodou nejmensich ¢tvercu je feseni soustavy
AT AR = ATb
(21_2> ool i_(21_2> ;
01 -1 9 1 01 -1 _9

9 3 < — 15
3 2 o 7
Eliminaci dostaneme X = (z1,22)7 = (1,2)7.
Soucin A(1,2)T = (2,3, —4) je ortogonélni projekcf w vektoru b na podprostor
Im A. Rozdil mezi vektorem pravych stran b a vektorem w = AX je potom
b-w=(35-27"-(23-4"=(1,2,2)"
a vzdalenost b od Im A je tedy

Ib—w| =v12422+22=3 .

A

8.6.2. (Linearni) regrese. Jednim z Casto vyuzivanych prikladi pouziti me-
tody nejmensich ¢tverci je linedrnd regrese. V této tloze chceme ,,co nejlépe” prolo-
7it pfimku y = ax + b danymi naméfenymi hodnotami (21, 1), (T2, y2), «, (Tn, Yn)-
Presnéji receno, hleddme aproximaci ,, Teseni* soustavy

1 1]y
T2 1]y
Ty 1 Yn

Vidime, ze posloupnost sloupcovych vektorti matice soustavy je linedrné nezavisla,
pokud se lisi aspon dvé hodnoty x; proi =1,2,...,n.

PRIKLAD 8.93. Metodou nejmensich étvercii prolozime body (0,1), (1,1), (2,2),
(3,4), (4,5) v R? pfimku y = ax +b. Dvojice koeficienttt (a, b) je piibliznym fesenim
soustavy linedrnich rovnic

0 111
1 11
2 112
3 114
4 115
metodou nejmensich ¢tvercii. Vyfesime piislusnou soustavu rovnic z tvrzeni 8.91:
0 1 1
(01234) ;i <a>_<01234> ;
11111 3 1 b 11111 4
4 1 5

10

7 N
S
SR
N———
7 N
o Q
N——
Il
7 N
— W
w
N——
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Reseni vyjde (a,b)” = (11/10,2/5) takze hledana piimka je
1 2

(T1,91) ¢

.
P
P
.

(z2,y2) &
OBRAZEK 8.10. Linedrn{ regrese — minimalizujeme Y d2.

Daty mtzeme prokladat slozitéjsi utvary, jako paraboly, polynomy vyssiho
stupné, elipsy (napft. pfi hleddni drédhy planety), apod. Také takové tlohy vedou
na hledani reseni soustavy metodou nejmensich ¢tverct.

PRIKLAD 8.94. Stejnymi body proloZime ,,co nejlépe* parabolu y = ax?+bx+c.
Koeficienty jsou fesenim soustavy

0 0 1|1
1 1 11
4 2 112
9 3 1|4
16 4 1|5
metodou nejmensich ¢tvercii. Vyjde (a,b,c)? = 1/70(15,17,58)7,

3., 17 29

A
Y Y
5 / st 4
1y / 1y

/

LA 1, /

f,l// 1 //

— /A . = -
1 1 2 3 4 5 1Y 1 2 3 4 5

Metodu feseni poslednich dvou piikladti miZzeme zobecnit nasledujicim zpiso-
bem. Cheeme danymi daty (z1,y1), (z2,92), - (Tn, Yn) , co nejlépe’ prolozit funkci,
ktera je linedrni kombinaci pfedem zvolenych redlnych funkei fi(z), fa(z), ..., fq(z),
kterym se v nékterych oborech #ika regresory. V prvnim z priklada témito funkcemi
byla konstantni funkee f1(z) = 1 a linedrni funkce fo(x) = 2. Ve druhém z piikladi

jsme si k témto dvéma funkefm piidali jesté kvadratickou funkei f3(z) = z2.
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Hledame tedy redlnd éisla ¢y, ca, . .., cq takova, Ze linedrni kombinace
f@) = 1 fi(@) + cafal@) + -+ + cqfy(2)
minimalizuje eukleidovskou vzdalenost mezi vektorem y = (y1, %2, ..., ¥n)" a vekto-
rem w = (f(z1), f(22), ..., f(x,))T, tj. eukleidovskou normu vektoru y — w. Potom
pro kazdé i = 1,2,...,n plati
Fai) = crfr(@:) + cafa(mi) + -+ + cqfola:)

coz muzeme zapsat maticové ve tvaru w = Ac, kde A = (fj(zi))nxq & € =
(c1,¢2,...,¢4)T. Ve sloupcovém prostoru Im A matice A tak hleddme vektor A,

ktery minimalizuje vzdalenost od vektoru y. Vektor ¢ tedy najdeme jako priblizné
feseni soustavy y = Ac metodou nejmensich ¢tverca, tj. jako (pravé) feSeni soustavy

AT A = ATy .

8.6.3. ReSeni s nejmensi normou. Jiné praktické situace vedou na ¥edeni soustavy Ax = b s
redlnymi nebo komplexnimi koeficienty, ktera je sice feSitelna, ale poduréend — ma nekone¢né mnoho
feSeni. Typicky jde o soustavu, kterd ma daleko vice nezndmych nez rovnic, tj. A je typu m X n,
m << n. Zajima nas Casto feSeni, které ma co nejmensi normu. Pro eukleidovskou normu indukovanou
standardnim skalarnim soucinem lze i tuto Glohu vyfesit nasSimi prostiedky.

Mnozina feSeni FeSitelné soustavy Ax = b je tvaru u + Ker A, kde u je libovolné feSeni dané
soustavy. Obrazek 8.11 vede k domnénce, ze FeSeni s nejmensi normou existuje pravé jedno a je rovno
ortogonaln{ projekci vektoru u na (Ker A)+ = Im A*.

(Ker A)+ = Im A*

u+ Ker A

Ker A

OBRAZEK 8.11. Redeni soustavy linedrnich rovnic s nejmensi normou

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze tato intuice je spravna.

TVRZENT 8.95. Necht Ax = b je soustava linedrnich rovnic nad R nebo nad C, kterd m3 alespori
jedno feseni u. Pak existuje pravé jedno feseni x;,, soustavy Ax = b, které minimalizuje eukleidovskou
normu ||x||. Vektor x;,, je roven ortogonalini projekci vektoru u na podprostor Im A* a plati x;, = A*z,
kde z je libovolné feseni soustavy AA*z = b.

DUKAzZ. Ptedpokladejme, Ze u je FeSeni soustavy Ax = b a oznaéme x;,, jeho ortogonalni projekci
na Im A*. Z dasledku 8.63 o projekci v aritmetickych prostorech pouzitého na matici A* plyne, Ze
Xin = A*z, kde z je libovolné FeSeni soustavy AA*z = Au = b (z toho také vidime, Ze x;,, nezavisi na
volbé partikularniho FeSeni u).

Zbyva ukazat, Ze x;, je feSenim soustavy a Ze toto feSeni jako jediné minimalizuje eukleidovskou
normu ||x||. Prvni fakt je jednoduchy — plati Ax;, = AA*z =b.

Druhou skute¢nost ukazeme podobné jako v diikazu véty 8.53 o aproximaci. Uvazujme libovolné
jiné YeSeni v # x;,, soustavy Ax = b. Vektor v — xy,, lezi v Ker A (protoZe je rozdilem dvou Feseni
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soustavy) a je proto kolmy na x;, € Im A* = (Ker A)J- (nélezeni do Im A* plyne z vyjadfeni x;,, =
A*z). Z Pythagorovy véty plyne

2 2 2
I = /Il 4 1 = il > /I = 2l

Mezi véemi feSenimi soustavy Ax = b je tedy x;,, ten jediny vektor, ktery minimalizuje normu [|x||. O

V ptipadé, ze A ma linedrné nezavislou posloupnost radkd, je matice AA* regularni, protoze je to
Gramova matice komplexné sdruzenych Fadkovych vektorli matice A. V takovém ptipadé ma rovnice
AA*z = b pravé jedno tedeni z = (AA*) b a Yedeni soustavy Ax = b s nejmensi normou je tedy

Xpp = A¥(AA) " 1b .
V tomto p¥ipadé je matice A*(AA*)~1 inverzni zprava k matici A.
PRIKLAD 8.96. Najdeme Fe$eni s nejmensi normou pro redlnou soustavu rovnic
1 2 3|18
(A|b)_< -1 1 1|7 )
14 4 ‘18 )

Nejprve najdeme Fedeni soustavy AATz =b. Protoze
4 3|7

(aa7p) = (

vidime, 7e z = (1,1)7. Hledané Yegeni s nejmensi normou je

1 0
XanAT(l)Z 3
4

A

PRIKLAD 8.97. DoteSime dlohu z &asti 2.1.3. Tam jsme dospéli k soustavé linearnich rovnic s
rozsitenou matici

1 1 1 1 1 1 1 110
(15/2 13/2 11/2 9/2 7/2 5/2 3/2 1/2 4)

Oznadime matici soustavy A a vektor pravych stran b = (0,4)T. Pfipomefime, ?e v této konkrétni
aplikaci vektor x = (z1, 2, .. .,:Eg)T € R8 ¥edi soustavu Ax = b pravé kdyz pomoci sil z1,..., x5
premistime téleso z pocatecni klidové polohy v bodé 0 do klidové polohy v bodé 4 béhem 8 vtefin.
Kazda sila z; plsobi na téleso po dobu jedné vtefiny v éasovém intervalu [i—1,4]. ProtoZe rank(A) = 2,
je soustava Ax = b Fesitelna pro jakoukoliv pravou stanu b a dim(Ker A) = 6.

Energii F(x), kterou spotiebujeme, zvolime-li fedeni x = (x1,x2,...,2s)T, jsme v &asti 2.1.3
spoditali jako

Ez1,23,...,05) = %(m%+x§+---+z$+x§) - % Ixli? .

Hledame-li to FfeSeni soustavy Ax = b, které spotfebuje co nejméné energie, hleddme Feseni
Xin, které ma nejmensi euklidovskou normu. Podle Tvrzeni 8.95 se x;,, rovna ortogonalni projekci
jakéhokoliv partikularniho ¥eseni feSeni soustavy Ax = b na podprostor Im (AT). A tuto ortogonalni
projekci najdeme ve tvaru x;,, = ATz, kde z je libovolné Ye$eni soustavy AATz = b.

Soustava
o (8 3210
(AA7|b) = ( 32 170 | 4

ma Fedeni z = (21, 22)T = (—8/21,2/21)T a proto

1 15/2 7/21
1 13/2 5/21
1 11/2 3/21
oo S22 [ oy
ST | a | 72 | T -y
1 5/2 —3/21
1 3/2 —5/21
1 1/2 —7/21
Spotfebujeme pfi ném energii
1 , 84 .1
Slxnl? = 2o = =

Srovnejme si tuto energii s energetickou naroénosti jinych feseni soustavy Ax = b. Energetickad na-
roénost feseni u = (4,—4,0,0,0,0,0,0)7, kdy to v prvni vtetiné hodné rozjedeme, ve druhém vte¥iné
dobrzdime do klidového stavu v poloze 4, a pak si ,dame dvacet”, je (1/2) ||[ul|? = 16. Jiné ¥FeZeni
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v=(1,-1,1,-1,1,—-1,1,—-1)7T, tzv. ,cukaci", kdy to v kazdé liché vtefiné rozjedeme na rychlost
rovnou 1 a v nasledujici vteFing dobrzdime zpét na rychlost 0, vyZaduje energii (1/2) ||v||? = 4. A
Aproximaci nefesitelné soustavy a hledani feSeni s nejmensi normou miizeme zkombinovat a vyfesit

problém nalezeni aproximace feSeni soustavy Ax = b metodou nejmensich ¢tverci, které ma navic co
nejmensi normu (viz cviceni).

8.7. Orientovany objem

Determinant det (v1]...|v,) udéva orientovany m-rozmérny objem rovnobéz-
nosténu urceného vektory vy,...,v, v aritmetickém vektorovém prostoru R" se
standardnim méfenim délek (tj. se standardnim skaldrnim soucinem). Tento kon-
cept 1ze zobecnit na libovolny orientovany realny vektorovy prostor V se skalarnim
souinem ().

Rovnobéznosténem urcenym vektory vy, ..., Vv, rozumime mnozinu

{t1V1+"'+thnZt1,...7ti € [0,1]} .

Orientovany objem muzeme popsat obdobnym postupem jako v kapitole o deter-
minantech, pricemz roli kanonické baze bude hrat kladné orientovand ortonormalni
baze B = (wi,...,w,) — vektory v této bazi jsou jednotkové, navzijem kolmé a
kladné orientované, takze chceme aby rovnobéznostén jimi urceny mél objem 1.

DEFINICE 8.98. Necht V je redlny orientovany vektorovy prostor dimenze n

se skaldrnim soucinem (,) a vq,...,v, € V. Orientovany objem rovnobéZnosténu
uréeného vektory vq,...,v, definujeme vztahem
vol,(vi,...,vy) =det ([vi]g]|...|[va]B)

kde B je libovolné kladné orientovand ortonormalni baze prostoru V. Objem stej-
ného rovnobéznosténu definujeme jako absolutni hodnotu orientovaného objemu.

Objem nezavisi na konkrétni volbé kladné orientované ortonormalni baze B:
Oznac¢me C jinou kladné orientovanou bazi prostoru V. Matice prechodu X = [id]g
od B k C je ortogondlni, takze jeji determinant je +1 (dusledek 8.83). Navic B a
C jsou souhlasné orientované, takze determinant je 1. Z toho dostavame

det ([vi]e] ... [[vale) = det (X[vi]g|... | X[va]B]) = det (X([vi]B|...|[v4]B))
= det (X)det ([vi]B]|--.|[valB) = det ([v1]B]|- - |[Va]B)

Orientovany objem je nulovy pravé tehdy, kdyz je posloupnost (vi,...,vy,)
linedrné zavisla. V opacném pripadé je roven determinantu matice prechodu od
(vi,...,vy) k B amdkladné znaménko pravé tehdy, kdyZ je béze (vq,...,v,) kladné

orientovana. Pfi zméné orientace orientovany objem zméni znaménko a objem se
nezmeéni.

Pfipomenme, ze souradnice vektoru v vzhledem k ortonormalni bazi muzeme
vypocitat pomoci skalarnich sou¢inti s bazovymi vektory:

Vg = ((wi,v), ..., (w,,v))T

To je obsahem tvrzeni 8.48, slozky vyjadfeni jsme nazyvali Fourierovy koeficienty.
Definici tedy mtzeme prepsat

(wi,vi) (wyi,va) ... (wq,vy,)

(wa,v1) (wa,va) ... (wa,vy,)
vol, (vy,...,v,) = det

(Wn,v1) (Wp,va) .. (Wp, V)
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PRIKLAD 8.99. V prostoru R? se skaldrnim soucinem

T 4 2
((z1,22)7, (Y1, 2)) = (m,xz)( 9 9 ) < Z; ) = 4x1y1 +271Y2 +222Y1 +272Y2

orientovaném tak, Ze baze (e, e3) je kladné orientovand, vypocitdme orientovany
objem rovnobéZnosténu (lépe Fedeno, orientovany obsah rovnobézniku) uréeného
vektory vi = (—=3,4)T, vo = (0,2)7.

Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci ziskdme ortonorméalni bazi

p=tmnw)=(5( ) 3( %))

Tato baze je kladné orientovand, protoze matice prechodu od B ke kladné oriento-
vané bazi K9 mé determinant 1 > 0.
Podle odvozeného vzorce je nyni orientovany objem roven

(wi,v1) (w1, V) )

vola(vy, va) = det ([v1]g|[ve] B) = det ( (Wo.v1) (Ws, Vo)

-2 2
:det( 4 2):—12

8
N

(=]

- > I

OBRAZEK 8.12. Obsah rovnobé&Zniku uréeného vektory vy a vs.

Ukéazeme, jak lze objem spocitat bez znalosti ortonormalni baze. Oznacme A =
([vi]s|---|[va]B) matici, jejiz determinant je orientovany objem. V matici AT A je
na pozici (i, j) ¢islo [vi]5[v;]s = [vi] - [v;] 5. Vzhledem k ortonormaln{ bazi skalarni
soucin piechédzi ve standardni (viz tvrzeni 8.50), takze tento vyraz je roven (v, v;).
To znamend, ze AT A je Gramova matice vektorii vy,...,v,! Protoze det (ATA) =
(det (A))? dostéavame nasledujici tvrzeni.

TVRZENI 8.100. Necht V je redlnyj orientovany vektorovy prostor dimenze n se

skaldrnim soucinem (,) a vi,...,v, € V. Pak
(vi,v1) (vi,va) .. (vi,vp)

(vol,(vi,...,v,))? = det e vl <V27‘Vn>

(vn.,v1> (Vp,va) ... <vn;vn>

Slovy, objem je rovny odmocniné Gramova determinantu.
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PRIKLAD 8.101. UvaZujme stejny orientovany prostor se skaldrnim souc¢inem
jako v predchozim piikladu a stejné vektory vi = (—3,4)7, vy = (0,2)7. Bez poci-
tani ortonorméalni baze nyni mizeme objem vypocitat pomoci predchoziho tvrzeni.

_ (vi,vi) (vi,v2) B 20 4\
[vola(vy, vo)| = \/det ( (vo.v1) (vava) ) det 108 )= 12
(Svislé zdvorky zde znamenaji absolutni hodnotu, nikoliv determinant.) Chceme-li

znét orientovany objem, vSimneme si, Ze determinant matice pfechodu od (v1,vs) ke
K je —6, takZe béaze (v1,va) je zdporné orientovand, a proto vola(vy,ve) = —12. A

PRIKLAD 8.102. V prostoru R? se standardnim sou¢inem uréime obsah rovno-
bézniku uréeného vektory vi = (1,2,3)7 a vy = (3,1, —1)T. Pfesngji fefeno, chceme
uréit 2-rozmérny objem tohoto rovnobézniku v prostoru Span {vi,va} se ziizenim
standardniho skaldrniho souéinu v R? na tento podprostor.

Pokud bychom pocitali obsah z definice, museli bychom nejprve nalézt néjakou
ortogonaln{ bazi v Span {vy, vo}. Pouzitim pfedchoziho tvrzeni je ale vipocet velmi
snadny:

— Vi-Vy Vi-vVg | 14 2 _
|V012(V1’V2)|_\/det(v2~v1 vg.v2>—\/det< 9 11)—5\/6

V prostoru Span {vy,vs} nemame zadnou p¥irozenou orientaci zdédénou z R3,
takze pro vypocet orientovaného obsahu bychom orientaci nejprve museli zadat. A

8.8. Vektorovy soucin

Vypocty v redlnych prostorech dimenze 3 usnadnuje vektorovy soucin. Tento
pojem probereme pouze informativné, principy budeme vysvétlovat na aritmetic-
kém vektorovém prostoru R? s kladné orientovanou kanonickou béazi a standardnim
skalarnim soucinem. Definice a tvrzeni budeme formulovat obecné a rozmysleni di-
kazu prenechdme Ctenari.

Zafixujeme si néjak vektory vy, vo, pro konkrétni predstavu napi. v = (1,2,3)7
a vy = (—1,1,4)T. Orientovany objem rovnobéznosténu uréeného pevnymi vektory
V1, Vo a proménnym vektorem z = (z1, 22, 23)7 je linedrni forma f. V nasem kon-
krétnim pripadé je

1 -1 z1
21,22, 23 = det 22 =0z1 — Tz + 3z3
y=d 2 1 5 7 3
3 4 z3

Hodnotu formy f na vektoru z mizeme vyjadfit jako skaldrn{ soucin jistého (jed-
noznacné urceného) vektoru q a vektoru (z1, 22, 23):

f(Z) = (57 _77 3)T *Z, tedy q= (5a _77 3)T

Tento vektor q nazyvame vektorovy soucin vektoru vi, vy a znacime q = vy X vs.
To motivuje nasledujici definici.

DEFINICE 8.103. Necht V je redlny orientovany vektorovy prostor dimenze
3 se skaldrnim souinem (,) a vi,vo € V. Vektorovym soucinem vektori vi, vy
rozumime jednoznac¢né urceny vektor vi X vg, pro ktery plati

vols(vy,ve,2) = (V] X Va,2)

pro vSechny vektory z z V.
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Vratime se k R? a ukaZeme, jak lze obecné spoéitat vektorovy soudin v; =
(1, 22,23)T a vo = (y1,92,93)7. Pro libovolny vektor z = (21, 2, 23)7 dostavame
z rozvoje determinantu det (v1|va|z) podle tfetiho sloupce

det (vi|va|z) = (z2y3 — w3y2)21 — (21y3 — T3y1)22 + (T1y2 — T2y1)23

takze podle definice je

Vi X Vo = (Zoys — T3Y2, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — Tay1)
To je vzorec, ktery nejspise zndte ze stredni skoly. Alternativné lze vzorec ziskat
postupné dosazenim z = ep,es,e3 do definice. Pro obecny prostor vyjde stejny
vzorec vzhledem k libovolné kladné orientované ortonormaélni bazi.

TVRZENI 8.104. Necht V je rediny orientovany vektorovy prostor dimenze 3 se
skaldrnim soucinem (,), B je kladné orientovand ortonormdlni bize V, vi,vo € V,
Vil = (x1,22,23)" a [vo]p = (y1,92,y3)" . Pak

[Vi X Va|p = (T2y3 — Z3Y2, —71Y3 + T3Y1, T1Y2 — Izyl)T .

Nyni nalezneme geometricky vyznam sméru a délky vektorového soucinu.

Nejprve dokazeme kolmost vektorového souciny na oba parametry. Jsou-li vek-
tory v1, vo linedrné zavislé, pak je determinant det (v1|va|vs) rovny nule a vektorovy
soucin je tudiz nulovy vektor. Predpoklddejme déale, Ze vektory jsou linedrné neza-
vislé. Vektor vq X vy je kolmy na oba vektory vy, va, protoze (v1 X va) - v1 je podle
definice rovno det (v1|vz|v1) = 0 a podobné pro vektor vy. Vektor vi X vo tedy lezi
v ortogondlnim doplitku roviny Span {vy,vs}, coZ je podprostor dimenze 1. Tim je
urcen smer.

K uréen{ normy vektorového souéinu staéi spocitat [|vy x va||> = (vi xva)-(vq X
v3). K tomu vyuzijeme tzv. Cauchy-Binettiv vzorec, ktery ve specidlnim ptipadé
Fika

T Vi-Wi Vi-W2
(vi X va) - (W1 X wa) = det ((vl\vQ) (w1|wQ)) = det ( Vo W1 Vo - W )

= (Vl 'Wl)(VQ 'W2) - (V1 'Wz)(Vz 'Wl)

Vzorec si muzete ovérit pifimym vypoctem. Pro normu vektorového soucinu dosta-
vame

Vg V1 Va-Va

[Iv1 XVQHZ\/(V1XV2)'(V1XV2)=\/det(Vl'vl V1.v2)

Nakonec si v8imneme, Ze (vq,Va, vy X va) je kladné orientovand béze, protoze
det (vi|va|vi X v2) = (vi X va) - (v1 X v2) > 0. Z toho také plyne, Ze vektorovy
soucin zméni znaménko, zménime-li orientaci prostoru.

TVRZENI 8.105. Necht V je redlny orientovanyj vektorovy prostor dimenze 3 se
skalarnim soucinem (,) a vi,vy € V. Pak plati
e Vi X Vo = 0 pravé tehdy, kdyz je posloupnost (vi,va) linedrné zdvisld,
e Vi X Vo € Span {Vl,VQ}J_,
o [[vi X vaf| = [voly(v1, va)| = ||[vi]|[|v2[| sin(ubel(vy, v2)),
o je-li (vi,va) linedrné nezdvisld posloupnost, pak je (vi,vVa, vy X Vo) kladné
orientovand bdze prostoru V.

Ve cvicenich najdete fadu uzite¢nych formulek pro vektorovy soucin.
Na zévér poznamenejme, ze v obecné dimenzi n lze definovat vektorovy soucin
(n — 1)-tice vektoru vztahem

det(vi]...|vp) = (Vi X -+ X Vp_1,Vp).
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Cviceni

1. Jsou-li A, B matice nad télesem C typu m x n, C je matice typun x pnad C a a € C,
pak

(1) (A+ B)" = A" + B*,
(2) (aA)* =aA*,

(3) (4" = 4.

(4) (BC)* = C*B".

Dokazte.

2. Necht A je ¢tvercova matice nad C. Dokazte, ze det (A*) = (det (A))*.

3. Necht A je reguldrni matice nad C. Dokazte, ze (A*)~! = (A™1)*.

4. Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad C. Dokazte, ze zobrazeni C x C — C definované
vztahem (u,v) = u* Av spliiuje podminky (SL1) a (SL2).

5. Necht A je ¢tvercova matice faddu n nad C. Dokazte, ze zobrazeni C x C — C definované
vztahem (u,v) = u*Av spliiuje podminku (SSS) prévé tehdy, kdyz A je hermitovska (tj.
AT = A).

6. Necht B je reguldrni matice fd4du n nad C a A = B* B. Dokazte, ze zobrazeni CxC — C
definované vztahem (u,v) = u* Av je skaldrni soudin.

7. Dokazte, ze v libovolném vektorovém prostoru se skaldrnim souéinem (,) plati

o Re((u,v)) = 5([[ul* + |[v|* — u—v|?)
o Re((uw,v)) = j(Jut v —[lu—v[)

o Im((u,v) = 5 (Ju—iv]* — [ju]* — [Iv]|*)
o Im ((u,v)) = 3 ([[ull* + [[v]|* — [u+iv]*)
o Im((u,v)) = j(Ju—iv][* — [lu+v]*)

Im (z) znad¢i imagindrni ¢ast ¢isla z € C.
8. Nad redlnymi ¢isly 1ze Cauchyho-Schwarzovu nerovnost dokézat také nasledujicim zpt-

sobem: Vyraz ||u+ tv|® definuje kvadratickou funkci. Protoze musi byt nezdporna, jeji
diskriminant je nekladny a to dava C-S nerovnost. Doplnite detaily.

9. Kdy nastava v trojihelnikové nerovnosti rovnost?

10. Dokazte, ze norma pochazi ze skaldrniho soucinu pravé tehdy, kdyz spliuje rovnobéz-
nikové pravidlo.

11. Dokazte, ze plati-li M L N, pak M NN C {o}.

12. Dokazte, ze v prostorech nad R se skaldrnim soucinem plati opacnéd implikace v
Pythagorové véte, tj. pokud |ju+ v||*> = |ju)|®> + ||v|®, pak u L v. Plati opa¢n4 implikace v
prostorech nad C?

13. Necht f : V— W je linearni zobrazeni a U <V je doplnék Ker f, tj. Ker f U = V.
Dokazte, ze ztzeni f na U je izomorfismus z U na obraz f.

14. Dokazte, ze determinant Gramovy matice vektori wi, wa, ..., w, € R" je rovny druhé
mocniné determinantu matice

(W1|W2| . |Wn) .
Interpretujte geometricky.
15. Vyuzijte QR-rozklad na dukaz nasledujici nerovnosti pro komplexni matici A =
(a1]...|an) typu m x n a standardni skaldrni souéin:

det (A"A) < Jlau|I* flaz)|” ... [lan]®

Pfipomenme si geometricky vyznam determinantu det (A*A) a interpretujte nerovnost
geoemetricky.
16. OG PROJEKCE NA NEKONECNE GENEROVANY NEMUSI EXISTOVAT

17. Dokazte, ze kazdé zobrazeni f : C* — C" zachovavajici standardni skaldrni soucin je
linedrni. (TODO: DODELAT)

18. Dokazte, ze kazdé zobrazeni f : C" — C" zachovavajici kolmost je skaldrni ndsobek
unitdrniho. (TODO: DODELAT)
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19. Dokazte, ze matice unitdrniho operatoru na koneéné generovaném prostoru vzhledem
k ortonormélnim bazim je ortonormalni.

20. TODO: nejlepsi aproximace s nejlepsi normou.

21.

Vi X Vg = —(Vg X Vl)

(tv1) X va = t(v1 X V2)

(Vi + V1) X voa = Vi X Vo + V] X va

vy X (VQ X V3) = <V1,V3> Vo — <V1,V2>V3

vi X (va X v3) — (V1 X v2) X v3 = (Va,Vv3) Vi — (V1,V2) V3

vi X (v2a X v3) +v2 X (v3 X V1) +v3 X (Vi X V2) =0



SHRNUTI OSME KAPITOLY 304

Shrnuti osmé kapitoly

(1) Pro dva n-slozkové aritmetické vektory u = (z1,z2,...,7,)%, v = (y1,%2,...,Yn) €
R"™ definujeme jejich standardni skaldrni soucin jako realné cislo

u-v=2x1y1 + oy + -+ Tnyn -
(2) Eukleidovskd norma nebo také eukleidovskd délka vektoru u € R™ je ¢éislo
[u]| = vu-u=vuTu .

Eukleidovskou normu vektoru u = (21,3, ...,2,)7 tak spocitdme jako

lull = \/a? + 23+ + 2 .

(3) Geometricky vyznam standardniho skaldrnfho soucinu je vyjadfen vzta-

hem
u-v=|ul [|v| cosa ,
kde « je thel, ktery vektory u a v sviraji.

(4) Jiny geometricky vyznam spocivd v tom, Ze absolutni hodnota soudinu
||v|| cosa je délkou ortogonalni projekce vektoru v do pfimky urcené vek-
torem u # o. Projekce mé stejny smér jako vektor u v pripadé, ze oba
vektory u,v sviraji tthel mensi nez /2, a ma opaény smér, pokud oba
vektory sviraji ihel vétsi nez /2.

(5) Rovnici piimky v roviné a1z + asze = b miiZeme piepsat pomoci sta-
nardniho skalarni souc¢inu do tvaru

(m) ()=

a protoZe v ptipadé rovnice pifmky je vektor (a1,a2)’ # o, jde o mno-
zinu viech bodii (1, x2) v roving, jejichZ polohové vektory x = (x1,x2)7
maji stejnou ortogonalni projekci do ptimky Span {a}. Vektor a nazyvime
normdlovym vektorem primky a1z + asxs = .
(6) Jsou-li u,v,w € R"™ libovolné redlné aritmetické vektory a a € R skalér,
pak plati
(a) u-v=v-u,
(b) u-(v+w)=u-v+u-w,
(c) u- (av) = afu-v),
(d) uru>0 a u-u=0 pravé kdyz u=o.
(7) Pro dva komplexn{ aritmetické vektory u = (z1, xa, .., 7,)7 a v =
(Y1,Y2,- -, Yn)T definujeme standardni skaldrni soucin u - v predpisem

u-v =71y +TaY2 + + Tnuln

kde 7 znaci ¢islo komplexné sdruzené k z, tj. a + bi = a — bi.
(8) Eukleidovskou délku nebo také eukleidovskou normu aritmetického vektoru

u= (21, T2, .., ,)T € C" definujeme jako
)| = Vu-u = VFie, + Taxs + - + Tpan = )22 w22+ za]?
(9) Hermitovsky sdruZend matice k matici A = (aij)mxn je matice A* =
(bji)nxm, kde bj; = @;; pro libovolné indexy ¢ € {1,2,...,m} a j €
{1,2,...,n}.

(10) Pro libovolné tii vektory u,v,w € C™ a komplexni ¢islo a plati
(a) u-v=v-u,
(b) u-(v+w)=u-viu-w,
(©) u-(av) = a(u-v),
(d) u-u je nezdporné redlné cislo, a u-u = 0 pravé kdyz u = o.
(11) Pro libovolné tii vektory u,v,w € C™ a komplexni ¢islo a plati
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(a) (u+v) - w=u-w+v-w,
(b) (au)-v=7a (u-v).

(12) Je-li V vektorovy prostor nad R (resp. nad C), pak se zobrazeni (,) z
V x V do R (resp do C), které dvojici u, v pfifad{ skalar (u, v), nazyva
skaldrni soucin na V, pokud pro libovolné u,v,w € V a a € R (resp.
a € C) plati

(SSS) (u,v) = (v, ),

(SL1) (u,av) =a{u,v),

(SL2) (u,v+w)=(u,v)+ (u,w),

(SP) (u,u) je nezdporné realné cislo, které je nulové pravé tehdy, kdyz
u=o.

(13) Je-li V vektorovy prostor nad R (resp. nad C) se skaldrnim soucinem (),
pak pro prvky libovolné u,v,w € V a skalar a plati
(a) (u,0)=0=(o,u)

(b) (au,v) =a(u,v)
(©) {utv,w) = (uw)+ (v,w) .

(14) Komplexnim maticim A, které splnuji rovnost A* = A tikdme hermitov-
ské.

(15) Hermitovskd matice A fadu n se nazyvd pozitivné definitnd, pokud u* Au
je nezdporné realné ¢islo pro libovolné u € C” a rovna se 0 pravé kdyz
u=o.

(16) Je-li A pozitivné definitni, pak zobrazeni definované (u,v) = u*Av je
skaldrn{ sou¢in na C™ (nebo na R™).

(17) Kazdd matice tvaru A = B*B, kde B je reguldrni, je pozitivné definitni.

(18) Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem (). Normou vektoru
u € V rozumime realné c¢islo

[ul = v(w,a) .

Vektor u se nazyva jednotkovy, pokud |Jul| = 1.
(19) Necht V je vektorovy prostor nad R (resp. C) se skaldrnim soucinem (),
u,veVateR (resp. t € C). Pak plati
(a) |lu|]| > 0, pficemz |Ju|| = 0 pravé tehdy, kdyz u = o,
(b) [[tull = [¢[ [ful],
(©) [lu+v|?+u=v|*=2]ulf> +2|v|]’>, (rovnobé&inikové pravidlo),
(d) Re((u,v)) = L(|u+v|* = [[u|® = [[v]*), (polarizaéni identita),
kde Re (x) znadi redlnou ¢ast x.
(20) Cauchyho-Schwarzova nerovnost. Necht V je vektorovy prostor se skaldr-
nim souc¢inem (,) a u,v € V. Pak plati

() | <l flv]],

prifemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz (u,v) je linedrné zavisla po-
sloupnost.

(21) Trojthelnikovd nerovnost. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou-
¢inem (,) a u,v € V. Pak plati

[[u+vi[ < flulf + fv]| .

(22) Necht V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim soudinem (,) a0 # u,v €
V. Uhlem mezi prvky u a v rozumime realné ¢islo a € [0, 7] spliiujici

(w,v)

COSQ = T .
([l v



(23)

(25)

(28)

(29)

(35)
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Kosinova véta. Necht V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim souc¢inem
(,)a0#u,veV.Pak plati

2 2 2
[lw = ]| = [lul|” + [|v[]" = 2[[ul[v] cos e ,

kde « je tihel mezi vektory u a v.
Je-li V vektorovy prostor nad C (nebo nad R), pak zobrazeni |||, které
prifazuje kazdému prvku u redlné ¢islo |lul| nazyvdme norma na prostoru
V, pokud plati pro kazdé dva prvky u,v € V' a kazdy skalar ¢
(a) |lu|]| > 0, pficemz |Ju|| = 0 pravé tehdy, kdyz u = o,
(b) lal = [¢] ],
(©) [lu+ vl < ul| + [v].
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souéinem (,). Prvky u,v € V
nazyvame kolmé (nebo ortogondini) a piSeme u L v, pokud (u,v) = 0.
Mnozina, nebo posloupnost, M prvka V' se nazyva ortogondlni, pokud
u L v pro libovolné dva rizné prvky mnoziny (nebo posloupnosti) M.
Mnozina (posloupnost) M se nazyva ortonormdlnd, pokud je ortogo-
nalni a kazdy vektor v M je jednotkovy.
Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim souinem (,), pak kazda ortogo-
nalni posloupnost nenulovych prvkia V je linedrné nezéavisla.
Pythagorova véta. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim souéinem (,) a
jsou-li vektory u,v € V kolmé, pak plati

b+ vI[* =l + [1v])*

Indukci 1ze Pythagorovu vétu zobecnit na libovolny konecény pocet prvku:
je-li {vy,va,..., vk} ortogondlni mnozina, pak

[vi 4+ vo+ o+ vilP = Vel o+ v+ vl

Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem (,), B = (vi,...,V,)
néjakd ortonormélni béze ve V a u € V, pak plati

u=(vi,u)vy + (vo,wyvo + -+ (vy,0) v, .
Jinymi slovy,

[up = ((vi,u),(va,0),..., (v, )7
Soufadnicim vzhledem k ortonormalni bazi se nékdy rika Fourierovy koe-
ficienty vzhledem k této bézi.
Je-1i V vektorovy prostor se skaldrnim soudinem (,), B = (v1,va,...,V,)
jeho ortonormalni baze, a u,w € V', pak

*

(u,w) = [u][w]p .

Je-1i V vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem (,) aveV, M,N CV,
pak rikdme, ze prvek v je kolmg na M, pokud v je kolmy na kazdy prvek
z mnoziny M, coz zapisujeme v 1L M.

Rikdme, ze M je kolmd na N a zapisujeme M 1 N, pokud kazdy
prvek mnoziny M je kolmy na kazdy prvek mnoziny N.
Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,) a M, N C V, pak
M 1 N pravé kdyz M L Span N coz je pravé kdyz Span M 1 Span N.
Je-li V prostor se skaldrnim soucinem (,) a M C V, pak ortogondini
doplnék M+ mnoziny M je mnozina vsech prvki V kolmych na kazdy
prvek M, tj.

M*={veV:vlM}.

Je-li V prostor se skaldrnim souéinem (,) a M, N C V| pak plati
(a) M+ = Span M+,
(b) M+ je podprostor V,



(36)

(40)

(42)

(43)
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(c) je-li M C N, pak N+ C M+.
Necht V je konefné generovany prostor se skaldrnim souinem (,), B

jeho ortonormalni baze, M = {v1,vs,...,vg}. Ozna¢ime A matici s Ffadky
Vil [VolTy - [V Pak
[Mt]p =KerA .

Je-1i V vektorovy prostor se skalarnim souéinem (), v.€ V a W podpro-
stor prostoru V, pak prvek w € W nazyvame ortogondlni projekce v na
podprostor W, pokud plati (v —w) L W neboli v —w € W.

Je-li W podprostor vektorového prostoru V se skaldrnim soudinem (),
v € V a w ortogonalni projekce prvku v na podprostor W, pak pro kazdy
prvek w #£ u € W plati

v —wl <[v—ul .

Ortogonalni projekce v na podprostor W je urcena jednoznacné, pokud
existuje.

Je-1i V vektorovy prostor se skalarnim soucinem (,), v € V, a W kone¢né
generovany podprostor V s ortonormaln{ bazi (uy,us, ..., ;)T pak prvek

w=(u;,vyu + (ug,v)us + -+ (g, v)u

je ortogonalni projekci vektoru v na podprostor W.
Je-1i V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,), v € V, a W kone¢né

generovany podprostor V s ortogondlni bazi B = (uy,uy,...,u;)T, pak
prvek
uy,v ug, Vv ug, Vv
W=<12>111+<22>112+"'+<kz>
[ | [[uz|| ([ |

je ortogonalni projekci vektoru v na podprostor W.
Gramova-Schmidtova ortogonalizace je algoritmus, ktery dostane na vstupu
néjakou linedrné nezavislou posloupnost

(V17V27 R avk)

prvku vektorového prostoru V se skaldrnim souc¢inem. Na vystupu vyda
ortonormélni posloupnost

(1117112, e ,llk)
prvku prostoru V, kterd spliuje podminku
Span {uj,us,...,u;} = Span {vy,va,...,v;}

pro kazdé i = 1,2,...,k.
Gramova-Schmidtova ortogonalizace spociva v k-nasobném iterovani cyklu,
jehoz i-ty prubéh sestava ze dvou kroku
(ia) ortogomnalizace: najdeme kolmici vektoru v; na podprostor Span {u,
Vi =W =v; — (ug,v;) wp — (ug,vy) ug — - — (W1, Vi) W,
(ib) normalizace: polozime
VvV, —W;
w=——".

[[vi — wil
Je-li W podprostor kone¢né generovaného vektorového prostoru V se ska-
larnim soucinem, pak kazdou ortonormélni (ortogonélni) bdzi v podpro-
storu W lze doplnit na ortonormalni (ortogondlni) bazi celého prostoru
V.

Specialné, v kazdém konecné generovaném vektorovém prostoru se
skalarnim soucinem existuje ortonormalni baze.

c Wit}
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Je-li V vektorovy prostor dimenze n nad R (nebo nad C) se skaldrnim
souinem (,), pak existuje izomorfismus f : V — R" (nebo f:V — C"),
pro ktery plati
(u,v) = f(u)- f(v)

pro kazdé dva prvky u,v € V.
QR-rozklad. Je-li A reilna nebo komplexni matice typu n x k s linedrné
nezavislymi sloupci, pak existuje matice Q) typu n X k nad stejnym téle-
sem s ortonormalnimi sloupci a horni trojihelnikova matice R tddu k s
kladnymi redlnymi prvky na hlavni diagonale takova, ze plati A = QR.
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,) a W je kone¢né
generovany podprostor V. Pak plati

(@) V=WaoWwHt,

(b) (W)t =W

(¢) Kazdy vektor v € V mé jednozna¢né urcenou ortogonalni projekei

na W a také jednozna¢né uréenou ortogonalni projekci na W+.
(d) Je-li V koneéné generovany prostor dimenze n, pak dim(W+) =n —
dim(W),
Je-li A komplexni matice typu m x n, pak Ker A = (Im A*)*, Im A* =
(Ker A)* a Ker A @ Im A* = C™.
Je-li W konecné generovany podprostor vektorového prostoru V se skalér-
nim souinem (,), v € V a {uj,ug,...,us} mnoZina generdtori prostoru
W, pak vektor
W =aijly + -+ aglg

je ortogonalni projekci vektoru v na W pravé tehdy, kdyz je aritmeticky
vektor (ay,...,ax)? feSenfm soustavy linedrnich rovnic

<1117111> <u1,u2> <u17u7€> <111,V>
(u2,u1) (ug,ug) -+ (u,u) | (ug,v)

(ug,wp) (up,ug) - (up,ug) | (ug,v)
Jsou-li uy,ug,...,ux prvky vektorového prostoru se skaldrnim soucinem

(,), pak ¢tvercovou matici

(u,w) (u,mp) - (w,uy)
<112,111> <112,112> <112,11k>

<uk7ul> <uk7u2> <uk)auk)>
fadu k nazyvame Gramova matice posloupnosti vektori (uy,ug, ..., ug).
Necht A je redlnd nebo komplexn{ matice typu n x k a v.€ R™ (resp.
v € C"). Pak vektor Ax (kde x € R¥ nebo x € C*) je ortogondlni projekei
vektoru v na podprostor Im A pravé tehdy, kdyz
A*Ax = A*v .
Gramova matice je rovnd A*A, kde

A = ([w]|[u2]B| - |[uk]B)

a B je ortonormalni baze néjakého konec¢né generovaného prostoru obsa-
hujictho vektory uy, ..., u.

Pro Gramovu matici B = ((u;,u;)) posloupnosti prvka (u,ug,...,ux)
vektorového prostoru V se skaldrnim soucinem (,) plati
(a) matice B je regularni pravé kdyz je posloupnost (uj,ug, ..., ux) line-

4rné nezavisla,
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(b) matice B je hermitovskd (symetrickd v redlném piipadé),
(¢) je-li posloupnost (uj,us,...,u;) linedrné nezdvisla, pak je B pozi-
tivné definitni.

(53) Ctvercova komplexni (resp. realnd) matice Ffadu n se nazyva unitdrni
(resp. ortogondlni), pokud jeji sloupce tvoii ortonormélni posloupnost
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu sou¢inu v C" (resp. R™).

(54) Je-li @ komplexni (resp. redlnd) ¢tvercovd matice fadu n, pak jsou nésle-
dujici tvrzeni ekvivalentni.

(a) @ je unitarni (resp. ortogonalni),

(b) Q*Q = I,

(¢) Q* je unitarni (resp. ortogonalni),

(d) QA" = Ip,

(e) QT je unitarni (resp. ortogonalni), ekvivalentné, fadky matice Q tvori

ortonormélni posloupnost,
(f) zobrazeni fg zachovava standardni skaldrni soucin, tj. pro libovolné
u,v € C" (resp. R") plati Qu- Qv =u-v.
Specialngé, kazd4 unitarni (ortogonaln{) matice je reguldrni a plati Q=% =
Q.

(55) Soucin dvou unitdrnich (resp. ortogondlnich) matic téhoz fadu je opét
unitarni (resp. ortogonalni) matice.

(56) Je-li A regularni (redlnd nebo komplexni) matice fddun a A = Q1R =
Q2 Rs jsou dva QR-rozklady matice A, pak plati Q1 = Q2 a Ry = R».

(57) Necht V a W jsou vektorové prostory nad C (resp. R) se skaldrnimi souciny
(+)v»{(s)w- Linedrni zobrazeni f : V. — W nazyvame unitdrni (resp.
ortogondlnt), pokud zachovava skaldrni souéin, tj. pro libovolné u,v € V
plati

<f(ll),f(V)>W - <ll, V>V

(58) Necht f : V — W je linedrni zobrazeni mezi komplexnimi (resp. real-
nymi) vektorovymi prostory V, W se skalarnimi souciny (), , (, ) . Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) f je unitarni (resp. f je ortogondlni),
(b) f zachovava normu, tj. pro libovolny vektor v € V plati || f(v)||,;, =

[[vlly

(¢) f zachovédvd ortonormalitu, tj. je-li (vi,...,v,) ortonormalni po-
sloupnost ve V, pak (f(v1),..., f(vn)) je ortonormélni posloupnost
v W.

(d) f zobrazuje jednotkové vektory ve V na jednotkové vektory v W.
Speciélné, kazdé unitdrni (ortogonalni) zobrazeni je prosté.

(59) Necht V a W jsou konecné generované vektorové prostory nad C (resp.
R) se skaldrnimi souéiny (,)y , (), B = (v1,...,vn) a C jsou poradé
ortonormalni baze prostorai Va W, a f : V— W je linearni zobrazeni. Pak
f je unitarni (resp. ortogonalni) pravé tehdy, kdyz [f]Z m4 ortonormalni
posloupnost sloupcii vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu.

Speciélng, je-li V.= W, pak f je unitdrni (resp. ortogondlni) prave
kdyZ [f]Z je unitdrn{ (resp. ortogondlnf).

(60) Necht Ax = b soustava linedrnich rovnic s redlnymi (nebo komplexnimi)
koeficienty. Kazdy vektor X € R™ (nebo X € C"), ktery minimalizuje
eukleidovskou normu ||b — Ax||, se na nazyva priblizné resend (nebo apro-
ximace resent ) soustavy Ax = b metodou nejmensich ctverci.

(61) Je-li A matice typu m x n nad R nebo C a b € R™ (resp. C™), pak
mnozina vSech pribliznych feSeni soustavy Ax = b metodou nejmensich



(62)
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Ctverct je rovna mnoZiné vSech (pfesnych) FeSeni soustavy
ATAX = A"Db .

Linearni regrese je priblizné feseni soustavy linearnich rovnic

all‘i:b, i=1,2,...,n
s neznamymi a,b metodou nejmensich ¢tvercu. Pouziva se k prokladani
primky mnozZinou bodu (z;,y;), ¢ = 1,2,...,n, ziskanou obvykle néjakym
mérenim.

Necht Ax = b je soustava linedrnich rovnic nad R nebo nad C, ktera
ma alespon jedno feSeni u. Pak existuje pravé jedno feseni x;, soustavy
Ax = b, které minimalizuje eukleidovskou normu ||x||. Vektor x;,, je roven
ortogonalni projekci vektoru u na podprostor Im A* a plati x;, = A*z,
kde z je libovolné feseni soustavy AA*z = b.



KAPITOLA 9

Vlastni cisla a vlastni vektory

Cil. Viastni ¢isla a vliastni vektory jsou zdkladni nastroj pro zkou-
mdni linedrnich operdtori. Poznatky o vlastnich cislech a vekto-
rech pouzijeme ke studiu rozsdhlé tridy problémi shrnutgch pod
spolecny ndzev linedrni dynamické systémy.

V této kapitole pronikneme hloubéji do struktury matic a linedrnich operétor,
hlavné na konecné generovanych prostorech. Vyvinuta teorie ndm umozni mimo jiné
pocitat iterace daného operatoru f : V — V, tj. vyrazy tvaru

fr=fofoof .
X

Spocitat n-tou mocninu linedrniho zobrazeni f4 : T™ — T™ urceného ¢tvercovou
matici fddu n nad T znamend spocitat mocninu A”, protoze (fa)™ = fan. V Fedi
matic se tedy nauc¢ime pocitat n-tou mocninu ¢tvercové matice A.

9.1. Linearni dynamické systémy

9.1.1. Diskrétni linearni dynamické systémy. Zacneme nékolika motivu-
jicimi priklady.

PRIKLAD 9.1. Jednoduchym ptikladem linedrniho dynamického systému je tiro-
deni vkladu na tétu. Na ucet s trokem 1%, ktery banka pripisuje jednou za rok,
vlozime pocatecni vklad xy = 1000 Ké. Po roce budeme mit na uc¢té ¢astku

x1 = 1000+ 10 = (1 + 0,01)1000 = (1 + 0,01)zq .
Po dvou letech to bude ¢astka
z9 = (14 0,01)z; = (14 0,01)%zg
a po k letech budeme mit
2 = (140,0D)z5_1 = (140,01)2z4_9=--- = (1 +0,01)*z .

Jind banka ndm nabidne tcet, na kterém kazdé ctvrtleti pripiSe drok 0,25%. U
takové banky budeme mit pri pocateénim vkladu yo po jednom ctvrtleti ¢astku

y1 = 1000 + 2,50 = (1 + 0,0025)yo ,

po jednom roce to bude y; = (1 + 0,0025)*yy a po k étvrtletich to bude yp =
(14 0,0025)% 0.

Vybereme si je§té jinou banku, kterd kazdy den piipisuje tdrok (1/365)%. Pri
pocatecnim vkladu zg budeme mit po roce ¢astku

. (14 0’01 365 .
365 — 365 0 -

311
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V ramci konkurenc¢niho boje se banky za¢nou predhanét v tom, kolikrat za rok
urok pripisuji. U banky, ktera pripisuje urok (1/n)% n-krét ro¢né, bude po roce na

uctu castka
( 0,01 ) "
Zn — 1+ zZ0 -
n

Prechodem k limité pro n — oo nakonec konkurencéni boj vyhraje banka FURT s
reklamnim sloganem ,, V bance FURT trocime furt®, a poté zkrachuje. V jakémkoliv
Case t, pricemz jednotkou casu je 1 rok, u ni bude pri poc¢atecnim vkladu zg na acté
castka

n— oo

0,01¢\"
z(t) = lim (1 + = ) 2(0) = "0z,
n
Po jednom roce tedy na 1tété bude %%z, korun. A

PRIKLAD 9.2. Fibonacciho posloupnost je pfikladem rekurentni posloupnosti
(ar)72, definované rekurentnim vztahem
Ag4+2 = ag+1 +ap pro kazdé k=0,1,2,...

Celou posloupnost jednoznacné urcuji prvni dva prvky ag a a;. Fibonacciho po-
sloupnost dostaneme volbou ag =0 a a; = 1.
V prikladu 4.42 jsme nahlédli, ze plati

Wit N _of % ) kgec=( 9!
Ak+2 Akt 1 1 1

V terminologii linedrnich dynamickych systémit nazyvame vektor xj, = (ax, axs+1)’
stav systému, v tomto pripadé posloupnosti, v case k. Vyvoj systému je pak urcen
vztahem

Xp+1 = Cxp = fo(xx) pro kazdé ke N

a pocdtecni podminkou xg = (ag, al)T
Stav x5 v ¢ase k se potom rovné

ag a,
X = ( ak_l:l ) :Ck<a?>:CkX0:fé(X0) .

K urceni k-tého ¢lenu posloupnosti nam tedy stac¢i umét vypocitat k-tou mocninu
matice C' (nebo operédtoru f¢) pro libovolné k € N. A

Jak bézné pripisovani uroku za dany ¢asovy interval tak linedrni rekurentni po-
sloupnosti jsou priklady diskrétnich linedrnich dynamickijch systémai. Tento systém
je zadan linearnim zobrazenim f : V — V na vektorovém prostoru V nad télesem T
a pocdtecnim stavem xg € V. Vyjvoj tohoto dynamického systému je dan predpisem

Xp+1 = f(xg) prokazdé k=0,1,2,...
To znamend, e napi. x2 = f(x1) = f(f(x0)) = f?(x0). Jednoduchou induke{ podle
k ovéfime, Ze pro kazdé k > 0 plati
xx = fF(x0) ,

kde pro k = 0 definujeme f° = idy .
Je-1i vektorovy prostor V.= T"™ a A matice fddu n nad T, pak linearni zobrazeni
fa: T™ = T™ urcené matici A definuje diskrétni linedrni systém predpisem

Xp+1 = fa(xk) = Axg prokazdé k=0,1,2,...
Pro kazdé k > 0 pak plati
xp = fh(x0) = A*xg

kde A° definujeme jako jednotkovou matici.
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Zkoumame-li néjaky diskrétni linedarni dynamicky systém, zajima nas prubéh
posloupnosti stavi xg,X1,Xs, ... v zavislosti na pocatecnim stavu xg. Nejsnazsi to
je, pokud se nam podari najit explicitni vzorec pro k-ty prvek posloupnosti. Ale i
bez explicitniho vyjadreni stavu xj si mizeme klast otazky, jaké je limitni chovani
posloupnosti (x)72, pro k — oo, konverguje-li k néjakému limitnimu stavu x,
pokud ano, jak rychle k nému konverguje, atd. Pro rizné pocatecni stavy muze byt
limitn{ chovani rizné. Jednim pocCatecnim stavem neni tfeba se zabyvat. Pokud je
X0 = 0, pak x; = o pro kazdé k (dusledek linearity operdtoru f).

Vyvoj diskrétniho linedrniho dynamického systému v dimenzi 1, tj. v pripadé,
kdy mé stavovy prostor V dimenzi 1, je pruhledny. V prostoru V zvolime jakykoliv
nenulovy prvek u a jednotlivé stavy x; budeme vyjadfovat pomoci jejich souradnic
vzhledem k bazi B = (u) ve V, tj. pomoci koeficientu xy, € T ve vyjadfeni x; = xpu.
Pro linedrni operdtor f : V. — V dany predpisem f(u) = au dostaneme

x, = f*(x0) = fF(zou) = 2o fF(u) = zga®u pro kazdé k =0,1,2,...
Pomoci soutadnic vzhledem k bézi B = (u) vyjadiime x; = xpu a dostaneme
rovnost

zp = afxy pro kazdé k=0,1,2,. ..
Jde tedy o geometrickou posloupnost.
Jeji limitni chovani zavisi na tom, v jakém télese T pocitame. Rozebereme si
jej v pripadé télesa realnych cisel. V tom pripadé

e je-li |a| < 1, posloupnost (xj)2, konverguje k 0 pro jakykoliv pocatecni

stav xg.
je-li a =1, je posloupnost (z)52, konstantni rovné .
je-li @ = —1, posloupnost ()72, osciluje mezi hodnotami +.

je-li a > 1, posloupnost se blizi k +o0o v zévislosti na znaménku x.
je-li @ < —1, posloupnost (Jz|)32, se blizi +00 a znaménka cisel xj se
stridaji.

Jako cviceni si miizete udélat podobny rozbor v piipadé télesa C. Nejzajimavéjsi
je pripad |a| = 1. Posloupnost (xj)72, muze byt v takovém piipadé konstantni,
periodicky nabyvat koneéné mnoha hodnot a nebo muzou byt jeji prvky po dvou
ruzné, vsechny ale lezi na kruznici o poloméru |zg|.

9.1.2. Spojité linearni dynamické systémy. U téchto systémi sledujeme vyvoj stavu ,spojité”,
nikoliv po diskrétnich ¢asovych intervalech. K popisu spojitych procesii je zdsadni pojem derivace
redlné funkce f redlné proménné. P¥ipomerime vyznam derivace v pfipadé, Ze f(t) udavd hodnotu
néjaké veli¢iny v ¢ase t, naptiklad polohu bodu na ptimce, mnozstvi néjaké latky, a podobné. Derivace
funkce f v &ase t, kterou budeme znaéit f’(t), udava okamzitou rychlost zmény hodnoty dané velig¢iny
v &ase t. Tedy f/(11) = 2 znamend, Ze okamZit4 rychlost zmény je 2, tj. pokud by rychlost zmény
veli¢iny zlistala od ¢asu t = 11 konstantnf, pak by byla hodnota veli¢iny v ¢ase t = 12 rovna f(11)+2,
v &ase t = 11,03 rovna f(11) + 2 - 0,03 a obecné v ¢ase t = 11 4+ § rovnad f(11) + 25. Naptiklad je-li
f(t) poloha bodu pohybujiciho se po pfimce v &ase t, pak je f’(t) jeho okamzit4 orientovana rychlost
v lase t; je-li f(t) rychlost bodu v &ase t, pak je f/(t) jeho okamZité orientované zrychleni.

Uvedeme opét nékolik motivujicich prikladi, které vedou na spojité linearni dynamické systémy.

PRIKLAD 9.3. Spojité troleni vkladii v bance FURT z pfikladu 9.1 je navrzené tak, ze &astka
z(t) na G&tu v Case t by se za rok zvysila o 0,012(t), pokud by v priibéhu roku zistala rychlost ristu
&astky konstantni. Jinymi slovy, manazerky banky se rozhodly, Ze ¢astka na G¢tu se bude Fidit vztahem

2'(t) = 0,01 2(t) .

Toto je jednodimenzionalni ptiklad spojitého linedrniho dynamického systému.

V piikladu 9.1 jsme uréili hodnotu z(t) v zavislosti na po&ateénim stavu z(0) limitnim vypo&tem.
Takto Ize fesit vSechny spojité linearni dynamické systémy, ale my budeme spiSe volit pfimy postup. V
tomto pripadé stadi pouzit tvrzeni 9.7. A
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PRIKLAD 9.4. Mira radioaktivity jaderného materidlu se mé&¥i pomoci rozpadové konstanty k €
(0,1), kterd udava pravdépodobnost, s jakou se jddro rozpadne béhem jedné vtefiny. Cim vétsi rozpa-
dova konstanta, tim vyssi pravdépodobnost a tim vyssi radioaktivita materialu.

Oznadime z(t) stfedni hodnotu po¢tu radioaktivnich jader v ¢ase t (pojem stfedni hodnoty cha-
pejte intuitivné jako primérny poéet po provedeni velkého poétu pokusil). Mdme-li z(t) jader a rozpad
by probihal konstantnfi rychlosti, pak za 1 vtefinu bude o kz(t) jader méné. To znamen3, Ze funkce x
spliuje

2'(t) = —kx(t) pro kazdét e R .
Opét dostavame jednoduchy spojity linedrni dynamicky systém. A

PRIKLAD 9.5. Na pruzinu s koeficientem pruZnosti k zavésime zavaZi o hmotnosti m. PruZina se
protahne o délku [. Jak [ spocitdme?

V rovnovazném stavu se vyrovnava gravitacni sila mg, kterd tdhne zavazi smérem doli, se silou
pruziny, kterd tdhne zavazi smérem nahoru. Tato sila je podle Hookeova zdkona pfimo imérna pro-
dlouzeni pruziny a koeficient pfimé imérnosti je koeficient pruznosti k. Sila piasobici smérem vzhiru
ma proto velikost kl. V rovnovazném stavu pak plati rovnost

mg =kl

ze které plyne velikost prodlouzeni | = mg/k.

Kdyz zavazi vychylime z rovnovédzného stavu smérem dolli o z1(0) = b a pustime je, zalne se
pohybovat. Stav zavazi v ¢ase t zapieme pomoci dvojice &isel (x1(t), z2(t))T, kde z1(t) je odchylka
od rovnovazného stavu v Case ¢t a x2(t) je okamzitd orientovand rychlost zavazi v ase t (feknéme, ze
smér doli je kladny).

Smérem dolii na zavazi pisobi konstantni gravitaéni sila mg, smérem vzharu sila pruznosti k(I +
z1(t)). Celkova sila plsobici na zavaZi v ¢ase ¢t smérem dolli je potom

F(t)y=mg—k(l+x1(t)) = (mg — kl) — kx1(t) = —kz1(t) ,

nebot pro prodlouzeni ! v rovnovazném stavu plati rovnost mg = kl. Podle Newtonova zdkona sila F'(t)
udéluje zavazi v ¢ase t okamzité orientované zrychleni a(t), které vypoéteme ze vztahu F(t) = a(t) m,
neboli
F(t k
a(t) = e =——uz1(t) .
m

m

Okamzita orientovana rychlost je derivaci polohy a okamzité orientované zrychleni je derivaci oriento-
vané rychlosti, tj.

2h(8) = 22(t), @h() = a(t) = —— a1 (¢) -
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Ozna&ime-li x(t) = (21(t),z2(t))T a x'(t) = (@ (t),z5(t))T miZeme odvozené vztahy maticové
napsat

, zh (1) mz(t) _ 0 1 z1(¢)

<0~ '1<t )=l ) =% o) (20)

Zname jesté pocatecni podminku (z1(0),z2(0))” = (b,0)T. A

PRIKLAD 9.6. PYes bun&nou blanu mezi dvéma bufikami se $ifi n&jaka substance, nap¥. vapnik,
alkohol, vitamin C, apod. Na pocatku v ¢ase t = 0 je do jedné buriky injektovano jednotkové mnozstvi
substance. Vime, Ze rychlost Sifeni substance ptes bunécnou blanu z jedné burniky do druhé je pfimo
imérna mnozstvi substance v burice, ze které se substance $ifi, koeficient rychlosti $ifeni z buniky 1 do
bunky 2 je r > 0, a z buniky 2 do bunky 1 je koeficient rovny s > 0. Mame uréit mnozstvi substance
v obou bunkach v case t.

Oznaéime si z1(t), resp. x2(t), mnozstvi substance v bufice 1, resp. 2, v ase t. Rychlost zmény
mnoZstvi substance v bufice 1 je sz2(t) (Sifeni z buiiky 2) minus rz1(t) (Sifeni do bufiky 2). Podobné
pro druhou buriku. Dostadvame rovnice

) (t) = —rx1(t) + sza(t)

xh(t) = rz1(t) — swa(t) .
Ozna&ime-li x(t) = (z1(t),z2(t))T a x'(t) = (2 (¢),25(¢))T, mhzeme proces &iteni substance mezi
bufikami popsat jako spojity linearni dynamicky systém

X (t) :( ‘T’" _"’s )x(t)

s polateéni podminkou e x(0) = (1,0)7. A

Nyni k spojitym linedrnim dynamickym systémim obecné.

Stav spojitého dynamického systému v Case t € R zapiSeme jako prvek x(t) € V, kde V je néjaky
vektorovy prostor. V pFipadé spojitych dynamickych systém( budeme predpokladat, ze V je aritmeticky
prostor nad R nebo nad C. V p¥ipadé, Ze x(t) € R™, miZeme stav systému v Case ¢ zapsat jako

x(t) = (e1(t), 22(8), .., zn (1)
tj. x = (21,...,2n)7 je usporadand n-tice realnych funkci jedné reilné proménné. Derivaci stavového
vektoru v Case t je vektor

X (1) = (@1 (1), 25(8), ..., &'n (1)
Vyvoj spojitého linearni dynamického systému nad R je definovan rovnosti

x'(t) = f(x(t)) pro kazdét€R ,
kde f : R® — R™ je linedrni zobrazeni, a polate¢nim stavem x(0) € R"™. Protoze kazdé linedrni
zobrazeni f : R™ — R"™ je tvaru f4, kde A = [f]% je matice f vzhledem ke kanonickym bazim K a
K, mizeme vyvoj spojitého linedrniho dynamického systému nad R zapsat také rovnici

x'(t) = Ax(t) prokazdétc R ,
kde A je redlnd matice Fadu n.

Je-li V.= C"™, miizeme kazdy stavovy vektor x(¢) zapsat jako

x(t) = (@1(t) + g1 (1), 2(t) +iy2(t), ..., 2n(t) +iyn ()T,
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kde i je imaginarni jednotka a funkce x;(t),;(t) jsou readlné funkce jedné redlné proménné. Derivaci
stavového vektoru v Case t je vektor

X' (8) = (@) (8) + i1 (1), 25 (8) +ih(8), ... () +iyn ()T .
Vyvoj spojitého linearniho dynamického systému nad C je definovan rovnosti
x'(t) = f(x(t)) pro kazdéteR ,
kde f : C™® — C™ je linearni zobrazeni a x(0) € C™ je po&ateéni stav. Také v pfipadé komplexnich
skalarli mizeme pomoci komplexni matice A = [f]fé systém zapsat jako
x'(t) = Ax(t) prokazdéteR .
V mnoha uéebnicich byva derivace stavového vektoru x(t) oznadovana jako x(t).
Poznamenejme jesté, Ze obvykly nazev pro spojity linedrni dynamicky systém
x'(t) = Ax(t), x(0) =b
definovany matici A ¥4du n nad télesem R (nebo C) a poateénim stavem b € R™ (nebo C"), je

soustava linedrnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty a s poéate¢ni podminkou x(0) = b.

9.1.3. Vyvoj spojitého linearniho dynamického systému v dimenzi 1. V pfipadé redlného spo-
jitého linedrniho dynamického systému v dimenzi 1 hleddme realnou funkci f, kterd pro kazdé realné
¢islo t splnuje rovnici

fr)=xf@) ,
kde X\ je pevné zvolené redlné &islo, a kterd spliiuje poéateéni podminku f(0) = s.
Jednu takovou funkci Ize uhadnout (nebo na ni Ize pFijit jako v pFikladu 9.1):
ft)= seM, teR .
Je-li g : R — R jakakoliv funkce spliiujici g’(t) = A g(t) a g(0) = s, spoéteme
(9()e™) =g (e —gt)re™ ™ = Ag(t) (e —e M) =0,

coz znamena, ze funkce g(t)e*)‘t je konstantni na R. Jeji hodnotu ziskame volbou ¢t = 0, tj.
9(0)e™ 0 =g(0) = s .
Plati tedy g(t)e=** = s, neboli g(t) = se**. Dokazali jsme tak nasledujici tvrzen.
TVRZENI 9.7. Je-li \ redlné &islo, pak existuje pravé jedna funkce f : R — R spliujici podminky
f'(t) = X f(t) pro kazdét € R a f(0) = s:
ft) =se .

PRIKLAD 9.8. VyuZijeme pravé nalezeného priibé&hu redlného spojitého linedrniho dynamického
systému v dimenzi 1 k porovnani rozpadové konstanty k > 0 radioaktivni [atky s jinou bézné pouzivanou
mirou radioaktivity, a to poloc¢asem rozpadu T. Ten je definovany jako doba, za kterou se mnozstvi
radioaktivnich jader priimérné sniZi na polovinu. Vyvoj stfedni hodnoty po¢tu radioktivnich jader f(¢) v
&ase t je dan rovnici f/(t) = —k f(t) a po&ateénim stavem f(0) = s, viz priklad 9.4. Podle predchoziho
tvrzeni tedy plati f(t) = se~"t pro kazdé t. Pro polo¢as rozpadu T potom plati f(T) = s/2, neboli

se kT =g/2 |
coz po zkraceni s a pfirozeném logaritmovani vede na rovnost
kT =1In2 .
A
Reélny spojity linedrni dynamicky systém f’(t) = Af(t) s po&ateéni podminkou f(0) = s # 0 se
maze vyvijet v ase tfemi riiznymi zplsoby v zavislosti na hodnoté A:
e je-li A <0, plati limi— o0 f(t) =0,
e je-li A =0, plati f(t) = s pro kazdé ¢t € R,
e je-li A > 0, plati lim— 0 f(t) = Foo v zavislosti na znaménku s.

Na zavér Gvodni motivalni ¢asti budeme diskutovat feseni komplexniho spojitého dynamického
systému v dimenzi 1. P¥i ném hleddme pro komplexni &islo A = a + bi komplexni funkci z(t) =
F (&) +ig(t) redlné proménné spliiujici podminku

2'(t) = Az(t) pro kazdé tcR
spolu s pocateéni podminkou z(0) = s = ¢ + di # 0. ReSeni vyjde stejné jako v redlném piipadé

2(t) = se™ |
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akorat ted jsou s a At komplexni ¢&isla. Podle Eulerovy formule z ¢asti 1.4.9 plati
2(t) = selatbDt — geateidt — g0t (cog(bt) + isin(bt)) .
Absolutni hodnota ¢&isla z(t) je rovna
|2(8)] = Islle® || cos(bt) + isin(bt)] = |s| - et
a jeho argument je
arg(z(t)) = arg(s) + bt .
Z toho vidime, Ze pro absolutni hodnotu mohou nastat nasledujici moznosti.
e |z(t)| = oo v pfipadé, ze a = Re A > 0,

o |z(t)| = |s| pro kazdé t € R, pokud a = Re XA =0,
e |z(t)| = 0, pokud a = Re A < 0.

Pro b =Im X # 0 bod z(¢) ,krouzi" kolem po&atku s frekvenci tmérnou b — jeden obéh trv4 27 /b. V
pfipadé b = 0 se bod pohybuje po pfimce v Gaussové roviné.

’

9.2. Vlastni cisla a vlastni vektory

9.2.1. Definice vlastnich cisel a vektoru. V dimenzi 1 nad R nebo C
umime predpovédét vyvoj jak diskrétnich, tak spojitych linedrnich dynamickych
systému pro jakykoliv pocCatecni stav. Podobnym zptisobem umime predpovédét
vyvoj i v dimenzi vétsi nez 1 aspon pro nékteré pocatecni stavy.

PRIKLAD 9.9. Uvazujme linedrni operator f4 na R? uréeny matici
3 0
(1)

Xk4+1 = fA(Xk) = Axk .

a diskrétni dynamicky systém

Zvolime-li po¢ateéni stav xo = (1,1)7, dostdvame

s (1)- (2 9) (1) -+(1) =

xo = fa(x1) = fa(3x0) = 3 fa(x0) = 3%x0

Déle

a podobné
X = fﬁ(XO) = 3kX0 .
Formalné bychom posledni vztah dokazali indukei podle &.
A

Resen{ prikladu pro pocateéni vektor xg = (1,1)” ndm umoznila skutecnost, Ze
f(x0) je skaldrnim ndsobkem vektoru xq. To vede k velmi duilezité definici vlastnich
Cisel a vektori.

DEFINICE 9.10. Je-li f : V — V linearni operator na vektorovém prostoru V
nad télesem T, pak skaldr A € T nazyvame vlastni cislo operdtoru f, pokud existuje
nenulovy vektor x € V', pro ktery plati

f(x)=Xx .

Je-1i A vlastni ¢islo operdtoru f, pak libovolny prvek x € V, pro ktery plati f(x) =
Ax, nazyvame vlastni vektor operdtoru f prislusny vilastnimu cislu A.

Vlastni ¢isla a vektory pro ¢tvercovou matici fadu n nad T definujeme jako
vlastni ¢isla a vektory prislusného operatoru f4 : T™ — T™. Podobné tomu bude i
pro dalsi pojmy v této kapitole. Prelozime si posledni definici pro pripad matic.
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DEFINICE 9.11. Je-li A ¢tvercovd matice fadu n nad télesem T, pak skalar
A € T nazyvame vlastni c¢islo matice A, pokud existuje nenulovy vektor x € T"
takovy, ze
Ax = Xx .
Je-1i A vlastni ¢islo matice A, pak libovolny vektor x € T™, pro ktery plati Ax = Ax,
nazyvame vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu A.

Je dulezité uvédomit si geometricky vyznam definice vlastniho ¢isla operdtoru.
Cislo A € T je vlastni &slo operatoru f, pokud existuje nenulovy prvek x € V, ktery
operator f zobrazi na A-ndsobek Ax prvku x, tj. do sméru vektoru x. V pripadé
prostoru nad realnymi ¢isly tak operdtor f vektor x bud ,,natahuje* (pokud A > 1)
nebo , zkracuje* (pokud 0 < A < 1), pfipadné navic ,,obraci“ (pokud A < 0).

T2
\

f(x) =2x

> L1

OBRAZEK 9.1. f m4 vlastni ¢islo 2, x je vlastni vektor p¥islusny 2

PRIKLAD 9.12. Na obrazku 9.2 je nakresleno zobrazeni f, : R? — R? urcené

matici
A 1,035 0,09
—\ 0,135 0,99

tak, Ze pro nékteré body x je zobrazena Sipka z x do fa(x) = Ax.

Zobrazeni f4 (stejné jako matice A) mé dvé vlastnf ¢isla 1,125 a 0,9. Vlastn{
vektory prislusné 1,125 jsou vektory z Span {(1, 1)T}, coz na obrazku vidime tak, ze
tyto vektory zobrazeni fj natdhne na 1,125-ndsobek. Vlastni vektory prislusné 0,9
jsou vektory z Span {(—2,3)'}, tyto vektory zobrazen{ zkrati na fa 0,9-nésobek.

Na obréazku je také pékné kvalitativné vidét chovan{ posloupnosti (f*(x0))32;
pro ruzné pocatecni vektory. Vysledek v pristi ¢asti odavodnime algebraicky.

A

Pro kazdé ¢islo A € T plati, Zze f(0) = o = Mo. To ale neznamen4, Ze A je vlastni
c¢islo f. K tomu, aby A bylo vlastni ¢islo f, je nutnd existence nenulového prvku
x, pro ktery plati f(x) = Ax. V takovém pfipadé pak i nulovy vektor je vlastnim
vektorem prislusnym .

Cislo 0 miize byt vlastnim éislem operatoru f, k tomu je ale nutné (a staci)
existence vektoru x # o, pro ktery plati f(x) = 0x = o, coz nastava pravé kdyz
Ker (f) # {o}, neboli pravé kdyz operator f neni prosty (viz tvrzeni 6.22). Zfor-
mulujeme ucinéné pozorovani.
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OBRAZEK 9.2. Obrazek zobrazeni fu. Sipka vede z bodu x do
bodu fa(x).

P0zZOROVANT 9.13. Operdtor f : V — V md vlastni ¢islo 0 prdavé tehdy, kdy? f
nent prosty.

Pro ¢tvercovou matici A je operdtor f4 prosty pravé tehdy, kdyz je A regularni,
takze maticova verze predchoziho pozorovani dava dalsi kriterium regularity.

POZOROVANI 9.14. Ctvercovd matice A md vlastni ¢islo 0 prdvé tehdy, kdyZ A
je singuldrni.

PRIKLAD 9.15. Identické zobrazeni f : V — V m4 jediné vlastni ¢islo 1. Kazdy
vektor z V je vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu 1. Specialné, identicka
matice fadu n nad T ma jediné vlastni ¢islo 1 a kazdy vektor z T™ je vlastnim
vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu 1. A

PRIKLAD 9.16. Nulové zobrazeni 0 : V — V m4 jediné vlastni &slo 0. Kazdy
vektor z V je vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu 0. Specialné, nulova
matice fadu n nad T ma jediné vlastni ¢islo 0 a kazdy vektor z T™ je vlastnim
vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu 0. A

PRIKLAD 9.17. V piikladu 9.9 jsme vyuZili toho, Ze matice

-(39)

(a linedrni operédtor f4) ma vlastni ¢islo 3 a kazdy vektor z Span {(1,1)7} je vlast-
nim vektorem matice A pfislusnym vlastnimu cislu 3. A

PRIKLAD 9.18. Osové symetrie f : R? — R? uréend pifmkou generovanou ne-
nulovym vektorem (a,b)? m4 vlastni éislo 1, nebot vechny vektory na ose symetrie
se zobrazi samy do sebe a jsou to tedy vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 1.
Vektory na piimce kolmé na osu symetrie (generované napt. vektorem (—b,a)’)
se zobrazuji do vektorti opacnych, jsou to tedy vlastni vektory prislusné vlastnimu
¢islu —1. Jind vlastni ¢isla nez —1 a 1 operator f nemad, jak vidime z geometrického
néahledu. A

PRIKLAD 9.19. Ortogonalni projekce g : R? — R? na piimku generovanou
(a,b)T m4 také dvé vlastni &isla. Jedno je opét 1, protoze vektory ptimky, na kterou
projektujeme, se zobrazuji na sebe. Druhé vlastni ¢islo je 0, protoze vsechny vektory
z primky kolmé na primku projekce se zobrazuji do nulového vektoru. A
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Z2
y

y=f(y)
> T
f(x)
OBRAZEK 9.3. Vlastni ¢éisla osové symetrie
o
A
X
y=[f()
> L1
fx)=0

OBRAZEK 9.4. Vlastni ¢isla ortogonalni projekce

PRIKLAD 9.20. Rotace kolem pocéatku soufadnic o tihel ¢ nemd zadné redlné
vlastni ¢islo, pokud ¢ neni nasobkem 7, nebot v takovém ptipadé se zddny nenulovy
vektor nezobrazi na sviij nasobek. A

PRIKLAD 9.21. Stejnolehlost v roviné R? s koeficientem k, kterd zobrazuje
kazdy vektor x do jeho k-ndsobku kx, mé jediné vlastni &slo k, kazdy vektor R? je
vlastnim vektorem pfislusnym vlastnimu ¢islu k. Mezi stejnolehlosti fadime i mezni
piipad & = 0 (konstantn{ zobrazen{ do nulového vektoru), k = 1, coZ je identické
zobrazeni, a také rotace o thel 0, a k = —1 neboli stfedovd symetrie (a také rotace
o thel 7). A

V definici vlastnich ¢isel a vektora nepredpokladame, ze prostor V ma konec¢nou
dimenzi. Dulezitym ,, nekonecnédimenzionalnim* prikladem je operator derivace.

PRIKLAD 9.22. Ozna&ime D linearni operator definovany pfedpisem D(f) = f’ na prostoru V
véech redlnych funkci redlné proménné, které maji spojité derivace vsech Fadd.
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> 11
OBRAZEK 9.5. Vlastni &fsla rotace
)
A
fly) =ky f(x) = kx
y X
- T

f(z) =kz

OBRAZEK 9.6. Vlastn{ ¢isla stejnolehlosti

Realné &islo A je vlastnim &islem operatoru D pravé kdyz existuje nenulova funkce f(t) € V, pro
kterou plati D(f) = A f, neboli

F/(t) =Af(t) prokazdé teR .

V ¢&asti 9.1.3 jsme ukazali, ze pro kazdé A € R jsou vSechny funkce spliiujici posledni rovnost tvaru
f(t) = se*, kde s je libovolné redlné &islo — tvrzeni 9.7.

Kazdé reélné Cislo je tedy vlastnim &islem operatoru D, vlastni vektory pfislusné vlastnimu &islu
jsou pravé prvky Span {e)‘t}. A

9.2.2. Vypocet vlastnich cisel a vlastnich vektori. Na prikladech jste si
mohli v§imnout, ze mnozina vlastnich vektort prislusnych vlastnimu ¢islu A vzdy
tvorila podprostor. To neni nadhoda.

K dikazu pouzijeme obrat, ktery v této kapitole budeme ¢asto pouzivat. Uva-
Zujeme linedrn{ operdtor f : V — V, vektor x € V a skaldr \. Vztah f(x) = Ax lze
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ekvivalentné upravit

Odtud plyne nésledujici tvrzeni.

TVRZENT 9.23. Necht f je linedrni operdtor na prostoru V nad télesem T. Pak
A €T je vlastnim cislem operdtoru f prdvé tehdy, kdyz operdtor (f — Nidy ) neni
prosty.

Je-li X\ vlastnim cislem operdtoru f, pak mnoZina My vsech vlastnich vektoru
operdtoru f prislusnych vlastnimu cislu A je podprostorem V a plati

M,\ :Ker(f—)\idv) .

DUKAzZ. Podle predchozich tiprav, f(x) = Ax plati pravé tehdy, kdyz x €
Ker (f — Aidy), takZe nenulovy vektor x spliujici f(x) = Ax existuje pravé tehdy,
kdyZ je Ker (f —\idy ) netrividlni, tedy (viz tvrzeni 6.22) prévé tehdy, kdyz f—Aidy
neni prosty.

Druhd c¢ast tvrzeni pak plyne ze stejného vypoctu a z toho, ze jadro je vzdy
podprostorem (viz tvrzeni 6.23). O

Explicitné zformulujeme také maticovou verzi. Odvozeni mé v tomto pripadé
podobu

Ax = Xx
Ax = M,x
Ax—A,x=o0

(A= A,)(x)=0
x € Ker (A — \1,)

TVRZENT 9.24. Je-li A Stvercovd matice vddu n nad télesem T, pak X\ € T je
vlastnim cislem matice A pravé tehdy, kdyz je matice A — \I,, singuldrni.

Je-li X vlastnim c¢islem matice A, pak mnozina M, wvsech vlastnich vektori
matice A prislusngch vlastnimu cislu X je podprostorem T™ a plati

My =Ker (A—\,) .
DUKAZ. Plyne opét z vypoctu pied formulaci tvrzeni spolu s tim, %e Ker (A —

Al,) je netrividlni pravé tehdy, kdyz A — Al, je singularni (viz vétu 4.88 charakte-
rizujici reguldrni matice). O

K vypoctu vlastnich ¢isel matice A si uvédomime, ze matice A—\I, je singularni
prave tehdy, kdyz je jeji determinant nulovy.

POZOROVANT 9.25. Je-li A &tvercovd matice vddu n nad télesem T, pak N € T
je vlastnim cislem matice A pravé tehdy, kdyz det (A — A\I,,) = 0.

Obecnéji, k vypoctu vlastnich ¢isel operdtoru f na konecné generovaném pro-
storu V zvolime bazi B prostoru V. Pro kazdy skaldr A € T je vyjadreni jadra
operatoru f — Aidy vzhledem k B podle tvrzeni 6.23 a 6.34 rovno

[Ker (f — Midy)] = Ker [f — Midy |5 = Ker ([f]5 — Midv]|5) = Ker ([f]5 — \I,,) .

Dostéavame obecnéjsi verzi predchoziho pozorovani.
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PoOzZOROVANT 9.26. Je-li f linedrni operdtor na konecné generovaném prostoru
V dimenze n nad telesem T a B je baze V, pak A € T je vlastnim cislem operdtoru f
pravé kdyz je X vlastni éislo matice [f]5, coZ nastdvd pravé kdyz det ([f15 — N\,,) =
0.

Pro linearni operator f na konecné generovaném prostoru V s bazi B budeme
¢asto pouzivat jeho matici [f]B vzhledem k bazim B a B. Proto budeme nékdy
stru¢néji hovofit o matici f vzhledem k B.

DEFINICE 9.27. Necht f je linearni operator na konecné generovaném prostoru
V a B je baze V. Pak matici operdtoru f vzhledem k B rozumime matici operatoru
f vzhledem k bazim B a B.

PRIKLAD 9.28. Uréime vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A (= operdtoru
fa) z prikladu 9.9.
3 0
=(13)

Vypocteme pro obecny skalar A € R determinant
3—A 0

1 2—A
Podle pozorovani 9.25 ma matice A dvé vlastni ¢isla 2 a 3. Podle tvrzeni 9.24 tvori
vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 2 podprostor

M, = Ker (A — 2I,) = Ker ( 1 8)=Span{< (1) )}

a vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 3 tvori podprostor
M3 = Ker (A — 313) = Ker ( (1) _01 ) :Span{< } )}

PRIKLAD 9.29. Znéme-li linedrné nezévislou dvojici vlastnich vektorii matice
A 1adu 2, muzeme spocitat jakykoliv stav x; diskrétniho dynamického systému

det(A—/\Ig):det( ):(3—)\)(2—)\)—0-1:(3—/\)(2—/\) .

A

Xp+1 = Axy

uréeného matici A pro kazdy pocateéni stav xg = (a,b)?. Ukdzeme si jak na matici

30
=(13)
z predchoziho prikladu.

Tato matice ma dvé vlastni ¢isla 2,3, k vlastnimu ¢islu 2 je prislusny vlastni
vektor napi. up = (0,1)7, k vlastnimu ¢&islu 3 je vlastni vektor napifklad uz =
(1,1)”. Posloupnost B=(uy,u3) je zjevné linedrné nezavisla a tedy baze v R2.

Predvedeme elementarni odvozeni vztahu pro xj, elegantnéjsi pohled bude dis-
kutovan v ¢asti o diagonalizovatelnych operatorech.

Protoze uy je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu 2, plati
Akug = 2k112
a analogicky
Akug = Skllg .
Libovolny poéatecni stav xo € R? vyjadiime jako linedrni kombinaci xg = auy +bus
vlastnich vektori matice A (tj. (a,b)” = [x¢]5) a spocitame

x; =AFx) = Ak(aug + buy) = a AFuy + b AFug = a 2%uy + b3Fus

k(0 vl 1) b3k
_a2(1)+b3(1)_<a2k+b3k
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Koeficienty a,b jsou souradnice vektoru xg vzhledem k bézi B, najdeme je jako
reseni soustavy linearnich rovnic

(L) ()=

PRIKLAD 9.30. Vypocteme vlastni éisla a vektory ortogonalni projekce v R?
na pifmku uréenou vektorem v = (1,2)7 (vysledek pfedem zname z geometrického
nahledu, viz piiklad 9.19). Ozna¢me tento operitor f.

Jedna moznost je najit matici A operatoru f vzhledem ke kanonickym bazim.
Pak f = fa a vlastni ¢&isla a vektory f se vypocitaji jako v piikladu 9.28 (jako
vlastni ¢isla a vektory matice A). Ukdzeme nejprve tento, méné efektivni, postup.

Obrazy vektoru kanonické béaze (tedy jejich ortogonélnich projekce na danou
piimku) jsou

Ve, 11 Ve 1(2
Sl =Trv =g ( ! ) fles) = v = ( 2 )

1/1 2
=55 1)
Determinant matice A — Al je roven

det(A)\Ig)det( 5s—A 2/5 >>\2>\ .

A

takze

2/5  4/5— A

Matice A ma tedy dvé vlastni ¢isla 1 a 0. Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu
1 tvoii podprostor

= erta -ty =xer (5020 ) <sn{( 1)

a vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 0 tvori podprostor

MozKer(A):Span{( *12 )}

Vysledek je v souladu z geometrickym nahledem z prikladu 9.19

Pocetné jednodussi postup je pracovat s matici vzhledem f vzhledem k jiné bazi.
Protoze ziejmé f((1,2)T) = (1,2)T a f((-2,1)T) = (0,0)7, je matice f vzhledem
k bazi B = ((1,2)7,(=2,1)T) a B rovna

c=115=( 0

Determinant matice C'— Als je (1 —\)(—A) = A% — X a vlastni &sla jsou 0 a 1 podle
pozorovani 9.25. Podprostory M; a My vypocitame nejprve vzhledem k bazi B:

M1 =IKer (f — idy )] = Ker (715 1) = er (o %y ) =soan{ (3 )} |

i} 3) o (1)

Prevodem do kanonické baze dostaneme stejny vysledek jako prvnim postupem:

e s () -1 0( )} - ()}
i s ()} o (1) (7))

A

N =
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PRIKLAD 9.31. Spoéitdme vlastn{ &fsla rotace v R? o tihel 7/2 v kladném sméru.
Matice této rotace vzhledem ke kanonické bazi se rovna

0 -1
()

pifslusny determinant je det (A — Alz) = A% + 1. Vidime, Ze matice A nema 7adné
realné vlastni &slo a tedy ani zadny vlastni vektor v R2.

Povazujeme-li matici A za matici nad komplexnimi ¢isly, ma dvé vlastni éisla ¢
a —t. Vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu ¢ jsou vSechny komplexni nasobky
vektoru (i, 1)T a vlastni vektory pifslusné vlastnimu éislu —i jsou viechny komplexn{
nasobky vektoru (i, —1)7. A

9.2.3. Charakteristicky polynom, podobnost. V predchozich ptikladech
jsme nasli vlastni ¢isla matice A fadu 2 jako kofeny kvadratického polynomu det(A—
Al3). Obecné vime podle pozorovani 9.25, ze A € T je vlastni ¢islo matice A pravé
kdyZ plati det(A — AI,) = 0. V nésledujicim tvrzeni si ukdzeme, ze det(A — \I,,) je
polynom stupné n pro kazdou matici A fadu n a uvedeme néjaké jeho koeficienty.

TVRZENI 9.32. Pro kazZdou matici A = (a;j) 7ddu n nad libovolnym télesem T
plati
(1) det(A — \I,,) je polynom stupné n s koeficienty v T,
(2) koeficient u A™ se rovnd (—1)",
(3) koeficient u A"~1 se rovnd (—1)""1(ai1 + azs + -+ + ann),
(4) absolutni clen se rovnd det A.

DUKAz. Prvni tfi body ukéZeme najednou. Ozna¢ime si prvky matice A —
AL, = (bi;). Z definice determinantu

det(A - AIn) = Z Sgn(ﬂ)blw(l)bQﬂ'(Q) T bnfr(n)
TESn

vidime, ze kazdy soucin je soucinem n prvkl matice A — Al,, pficemz b;; = ayj
pokud i # j, a bj; = a;; — A pro kazdé ¢ = 1,2, ..., n. Souc¢in odpovidajici permutaci
7 obsahuje tolik ¢initeldt (a;; — A), kolik je prvkia ¢ € {1,2,...,n}, pro které plati
(i) = i, tj. kolik je pevnych bodl permutace 7. Téch je nejvyse n, proto po rozné-
sobeni kazdého soucinu dostaneme néjaky polynom stupné nejvyse n v proménné
A. Jejich souctem je tedy také polynom stupné nejvyse n v proménné A.

Mocnina A™ se muze vyskytnout pouze v sou¢inu, ve kterém je vSech n ¢ini-
telt rovnych a;; — A, tj. v soucinu definovaném identickou permutaci na mnoziné
{1,2,...,n}. Plati

sgn(id,) (a1 — A)(aga — A) -+ (apn — A)
= (=1)"N" + (a11 + a2 + -+ pp) (1) TN 4

V jakémkoliv soucinu, ktery je definovan neidentickou permutaci = € S,,, se musi
vyskytnout aspon dva ¢initelé b;;, které nelezi na hlavni diagonéle matice B, a proto
se v ném vyskytuje nejvyse n — 2 Ciniteli obsahujicih A\, po rozndsobeni muzeme
dostat nenulové koeficienty pouze u mocnin A" ~2 nebo nizsich. Koeficienty u A" a
A"~ ! pochézeji proto pouze ze soudinu uréeného identickou permutaci. Tim jsou
dokézdny body (1), (2) a (3).

Hodnotu absolutniho ¢lenu ¢y jakéhokoliv polynomu

PA) = X" + e A"+ adt

ziskame tak, zZe do ného dosadime hodnotu proménné A = 0. Proto se absolutni
¢len polynomu det(A — AI,,) = det(A — 01,,) = det A. O
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DEFINICE 9.33. Je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak charakte-
risticky polynom matice A je polynom

pa(A) = det (A — AI,)

PRIKLAD 9.34. Charakteristicky polynom reilné matice

3 7
4-(37)
je podle tvrzeni 9.32 roven
paN) = (12X = (B3+5)A+(3-5—-7-4) =X\ -8\~ 13 .
A

PozNAMKA. Charakteristicky polynom chapeme jako formaini polynom, tj. jako formalni vyraz
tvaru cp A"+ - -+ c1 A+ ¢, kde ¢; € T, nikoliv jako polynomialni zobrazeni, tj. jako zobrazeni T — T
tohoto tvaru. Polynomy ¢, A™ + -+ -+ ¢o a dp A™ + - - - + dg tedy povazujeme za rizné kdykoliv ¢; # d;
pro néjaké i. Pro télesa T = R a T = C je rozdil zanedbatelny, protoze koeficienty polynomu jsou
jednoznacné uréené prislusnou polynomialni funkci. Ale napfiklad v télese T = Zs jsou polynomy 0 a
X+ A2 formalné riizné, nicméné uréuji stejnou polynomialni funkci, protoze po dosazeni A =0i A =1
vyjde v obou pfipadech 0.

Z tohoto divodu neni definice 9.33 Gplné formalné ukotvend, protoze determinant vpravo je po-
tfeba nad obecnym télesem chapat jako determinant matice, jejiz prvky jsou (konstantni nebo linearnf)
polynomy v proménné \. Takové matice jsme neuvazovali, vzdy jsme dosud pracovali s maticemi nad
télesy. Podobny problém je také nap¥iklad v ditkazu tvrzeni 9.32. Ctena¥, kterého tyto formalni nedo-

statky trapi a neumi je zatim odstranit, at vzdy uvazuje jen redlnd nebo komplexni &isla — nad témito
télesy se nepresnosti nedopoustime.

Tvrzeni 9.32 ukazuje, Ze charakteristicky polynom jakékoliv matice A radu n
ma stupen pravé n a pozorovani 9.25 riké, ze vlastni ¢isla matice A jsou jeho kofeny.
Naprtiklad charakteristicky polynom matice A z prikladu 9.9 a 9.28 je
3—A 0

1 2 —

Charakteristicky polynom linedrniho operatoru f na koneéné dimenzionalnim
prostoru V definujeme jako charakteristicky polynom matice [f]5, kde B je néjaka
béze prostoru V. Musime ovsem ovérit, ze polynom nezévisi na volbé béze, jak jsme
v konkrétni situaci vidéli v prikladu 9.30.

Uvazujme tedy dvé rtzné baze B,C prostoru V. Podle pravidel o pocitani s
maticemi zobrazeni (viz tvrzeni 6.18) je

15 =R7fIER
kde R je matice pfechodu od B k C. Matice svazané takovym vztahem nazyvame
podobné.

det(A—)\Ig):det( A):(3—A)(2—A)=A2—5A+6.

DEFINICE 9.35. Dvé ¢tvercové matice X, Y téhoz rfadu nad télesem T se nazy-
vaji podobné, pokud existuje reguldrni matice R takova, ze Y = R XR.

Relace podobnosti matic je ekvivalence na mnoziné vsech ¢tvercovych matic
téhoz fadu n nad télesem T, dukaz ponechame jako cviceni. Podle diskuze pred-
chézejici definici 9.35 jsou matice [f]5 a [f]S podobné.

TVRZENI 9.36. Podobné matice maji stejnij charakteristicky polynom.

DUKAZ. Jsou-li X,Y dvé podobné matice téhoz fadu nad télesem T, pak exis-
tuje regularni matice R takovd, ze Y = R~ X R. Potom plati
det(Y —AI,) = det(R"*XR—\I,) =det(R"'XR— R '\I,R)
= det(R™Y(X — M,)R) = det(R) ! det(X — \I,,) det(R)
det(X — AI,)
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podle véty o nédsobeni determinanti a jejim dusledku pro determinant inverzni
matice. U

To opravnuje definici charakteristického polynomu linedrni operatoru na ko-
necné generovaném prostoru.

DEFINICE 9.37. Je-li f : V — V linedarni operdtor na konefné generovaném
prostoru V dimenze n, pak charakteristicky polynom operdtoru f je polynom

pr(N) = det ([f15 = Aln)
kde B je libovolna baze prostoru V.

Charakteristicky polynom operdtoru na (kone¢né generovaném prostoru) V je
tedy roven charakteristickému polynomu matice [f]5 pro jakoukoliv bazi B prostoru
V. Jeho koteny jsou podle pozorovani 9.26 vlastni ¢isla operatoru f.

PRIKLAD 9.38. V pifkladu 9.19 jsme spocetli, Ze charakteristicky polynom orto-
gondlni projekce f na piimku Span {(1, 2)T} je pr(A) = A2 — . Z druhého postupu
nahlédnéte, zZe stejné vyjde charakteristicky polynom pro ortogonélni projekci na
libovolnou piimku, dokonce projekci na libovolnou pfimku p ve sméru primky g,
pokud p # q. A

9.2.4. Koreny polynomii, algebraicka nasobnost. K urceni vlastnich ¢isel
matice nebo operatoru na konec¢né generovaném prostoru potfebujeme najit koreny
charakteristického polynomu. Uvedeme nékolik pojmu a tvrzeni (bez dukazt), které
budeme o korenech polynomu potfebovat. Dikazy se dozvite v kurzu algebry nebo
je najdete v jakékoliv ivodni knize o algebre.

Pripomenme, ze polynom stupné n nad télesem T je vyraz

p(x) = ag + a1z + azx® + - + apx”, kde ag,...,a, €T, an #0 .

Kofenem takového polynomu je prvek ¢ € T, pro ktery p(t) = ag + ait + ast? +
-+ -+ a,t™ = 0. Nulovému polynomu p(z) = 0 predchozi definice nepfidélila stuperi,
nékdy se 1ikd, ze je stupné —1, jindy se stupen nedefinuje.

Nyni sméfujeme k pojmu nasobnosti kofene. Rekneme, ze polynom p(z) déli
polynom s(z) (oba polynomy jsou nad télesem T), pokud existuje polynom ¢(x)
(nad T) takovy, ze p(x)q(x) = s(x). Naptiklad redlny polynom x — 1 déli polynom
22 — 1, protoze (z — 1)(z +1) = 2% — 1.

TVRzENT 9.39. Necht p(z) je polynom nad T. Prvekt € T je korenem polynomu
p(x) prdvé tehdy, kdyz polynom x —t déli polynom p(zx).

~s v

Nejvétsi cislo | takové, ze (z —t)! stale déli polynom p(x) nazyvidme nasobnost
kotene t.

DEFINICE 9.40. Necht p(z) je polynom nad T a t € T je jeho kotfen. Ndsobnost
korene t polynomu p(x) definujeme jako nejvétsi prirozené ¢islo [ takové, Zze polynom
(x —t)! déli polynom p(z).

TvRzENT 9.41. Necht p(z) je polynom nad T, t1,...,tx € T po dvou rizné a
li,...,lx € N. Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni.
(1) Pro kazdé i€ {1,...,k} jet; koten ndsobnostil;.
(2) p(z) = (x—t)" ... (x —tx)*q(x) pro néjaky polynom q(z) takovy, Ze ani
jeden z prvki tq, ..., t, nent jeho koren.

Implikaci (2) = (1) mizeme pouzit k hleddni ndsobnosti kofenti. Uhddneme
néjaky kofen ¢ polynomu p(z) a polynom p(x) vydélime polynomem z — t. Déle
pokracujeme stejnym zpusobem s vyslednym polynomem. Proces ukonéime, kdyz
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ziskdme polynom, ktery jiz zadny kofen nemd. Nakonec ziskame rozklad jako v
¢asti (2) a tvrzen{ ndm dé informace o ndsobnostech.

Disledkem tvrzeni 9.41 je, ze polynom stupné n > 0 ma nejvyse n korend, i
kdyz pocitame kazdy tolikrat, kolik je jeho nasobnost.

TVRZENI 9.42. Polynom stupné n nad libovolngm télesem md nejuijse n kotendi
véetné ndsobnosti.

Obrat ,, véetné nasobnosti“ budeme pouzivat pro stru¢nost vyjadirovani. Presny
vyznam je vysvétleny nad tvrzenim, tj. pokud kazdy kofen pocitame tolikrat, kolik
je jeho nasobnost, vyjde nejvyse n.

PRIKLAD 9.43. Uréime kofeny a jejich ndsobnosti pro realny polynom p(z) =
223 — 822 + 102 — 4.
Uhéddneme koren ¢t = 1 a vydélime polynom p(z) polynomem x — 1.
q(z) = (22° —82® + 100 —4) : (x — 1) = 22> — 62 + 4 .

Hledat kofeny redlného polynomu druhého stupné umime, polynom ¢(z) mé kofeny
1 a 2. Polynom ¢(z) lze proto zapsat

q(z) =2(x—1)(z —2) .
Pro puvodni polynom méame
p(z) = (x — Dg(z) =2(x — 1)*(z — 2) .
Tedy p(x) ma kofen 1 ndsobnosti 2 a kofen 2 ndsobnosti 1. A

PRIKLAD 9.44. Uréime kofeny a ndsobnosti kofenti realného polynomu p(x) =
x* + 22,
Thned vidime, Ze 22 dél{ polynom p(z). Mdme

pla) = 2*(2* +1)

Polynom z%+1 jiz zadny redlny kofen nemé, tedy p(z) ma jediny kofen 0 ndsobnosti
2.

Chépeme-li oviem p(z) jako polynom nad komplexnimi éfsly, pak % + 1 ma
dva kofeny i a —i a polynom p(z) lze psit

p(z) = 2%(x +1i)(z — 1)
Nad komplexnimi ¢isly tedy mame koten 0 ndsobnosti 2 a kofeny ¢ a —¢ nasobnosti

1. A

PRIKLAD 9.45. Uréime kofeny polynomu p(z) = z* + 223 +22 422 nad télesem
Zs.

Vidime, ze ¢ = 0 je kofen. Dosazenim zjistime, ze ¢t = 1 je kofenem a ¢t = 2
kotfenem neni. K uréeni nasobnosti vydélime polynom p(z) polynomem z(z — 1) =
2?2 — 1z =2+ 2x.

(x* + 223 + 22 +22): (2? +22) =2+ 1 .
Takze
p(z) = z(z +2)(z* +1) .
Dosazenim prvki télesa Zs do polynomu z2 + 1 zjistime, ze 2 + 1 Z4dné koieny v
Z3 nema, takze oba koteny 0 i 1 maji nasobnost 1. A

Ze zdkladni véty algebry (véta 1.9) lze odvodit, Ze nad komplexnimi é&isly je
kofent vzdy maximdlni mozny pocet (opét musime poéitat i s ndsobnostmi).
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VETA 9.46. KaZdij polynom stupné n > 1 nad télesem C lze napsat jako soucin
linedrnich polynomd (tj. polynomi stupné 1).

Specidlné, kazdy polynom stupné n > 0 nad télesem C md prdvé n korenu vietné
ndsobnosti.

(Na okraj poznamenejme, Ze kazdé téleso lze rozsitit do vétsiho télesa, kde plati
obdoba predchozi véty.)

Jesté uvedeme jeden pozitivni vysledek pro polynomy nad redlnymi ¢isly, ten-
tokrat vyjimecné i s ndznakem dikazu.

TVRZENI 9.47. Polynom lichého stupné nad télesem R md alespon jeden koven.

DUKAZ. Ptipomefime, Ze je-li komplexni &islo z kofenem redlného polynomu p(z), pak je jeho
kofenem také &islo Z komplexné sdruzené se z (viz véta 1.12). Kofeny polynomu p(z) tak miiZzeme
usporadat do dvojic komplexné sdruzenych kofeni, protoze lIze ovéfit, ze je-li kofen z k-nasobny, pak
je k-nasobny i kofen Z. ProtoZe ale viech kofenl (spolu s nisobnostmi) je lichy pocet, existuje aspofi
jeden kofen z, pro ktery plati z = Z, tj. aspon jeden realny kofen.

Alternativné Ize tvrzeni dokazat analyticky, bez pouziti komplexnich &isel. Je-li koeficent u z™
kladny, pak pro z — oo je p(z) — oo a pro x — —oo je p(z) — —oo. Ze spojitosti funkce p(z)
pak vidime, Ze nutné existuje &islo z, spliiujici p(z) = 0. (Je-li koefcient u z™ zéporny, dikaz je
obdobny.) O

Nyni se vratime k vlastnim ¢islim. Ty lze spocitat jako koreny charakteristic-
kého polynomu, jejich ndsobnosti jsou dulezitou informaci, proto si zaslouzi samo-
statny pojem.

DEFINICE 9.48. Necht f je linedrni operator na konecné generovaném prostoru
a A je jeho vlastni ¢islo. Algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A rozumime jeho
nasobnost jako korene charakteristického polynomu operéatoru f.

DEFINICE 9.49. Necht A je ¢tvercova matice a A je jeji vlastni ¢islo. Algebraic-
kou ndsobnosti vlastniho ¢isla A rozumime jeho nasobnost jako korene charakteris-
tického polynomu matice A.

PRIKLAD 9.50. Najdeme vlastni ¢isla a jejich algebraické ndsobnosti pro line-
arni operator f : R3 — R3 definovany predpisem

T —y+z
flyv =1 -3t—2y+3z
z —2x — 2y + 3z
Matice operatoru f vzhledem ke kanonické bazi je
0 -1 1
A=[flg=| -3 -2 3
-2 -2 3
Charakteristicky polynom operatoru f se rovna
0—A -1 1
det(A—X3) =det | -3 —-2-X 3 = NN A1 = —(A=1)2(M\+1) .
—2 -2 3—A

Operator ma tedy 2 raznd vlastni ¢isla: vlastni ¢islo 1 algebraické nasobnosti 2 a
vlastni ¢islo —1 algebraické ndsobnosti 1. (Takze dohromady méme 3 vlastni ¢isla
v€etné nasobnosti.) A

Zformulujeme dusledky tvrzeni 9.42, véty 9.46 a tvrzeni 9.47 pro vlastni ¢isla
operatoru.

DUSLEDEK 9.51.
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o Kazdy linedrni operdtor f : V.— V na konecné generovaném prostoru
dimenze n nad telesem T md nejvyse n vlastnich cisel véetné ndsobnosti.

o Kazdy linedrni operdtor f : V.— V na konecné generovaném prostoru
dimenze n nad telesem C md prdve n vlastnich cisel véetné ndsobnosti.

e Kazdy linedrni operdtor f : V — V na konecéné generovaném vektorovém
prostoru liché dimenze nad R md aspon jedno (redlné) vlastni éislo.

V fedi matic:
DUSLEDEK 9.52.
o Kazdd ctvercovd matice radu n nad telesem T md nejvyse n vlastnich cisel
véetne algebraickych ndsobnosti.
o KazZdd ctvercovd matice 7adu n nad télesem C md prdvé n vlastnich cisel
véetne algebraickych ndsobnosti.

e Kazdd ctvercovd matice lichého rvddu nad télesem R md alespon jedno
redlné vlastni cislo.

9.3. Diagonalizovatelné operatory

9.3.1. Definice diagonalizovatelnosti. M4-li operator f (resp. matice A)
»dostatek® vlastnich vektord, muzeme diskrétni dynamicky systém x, = f(xx—1)
(resp. x; = Axj_1) snadno vyfesit. K ilustraci poslouzi opét operator z piikladi 9.9
a 9.28.

Dtlezitou roli v této ¢asti budou hrat diagonalni matice, proto si pro né za-
vedeme specidlni oznaceni. Diagondlni matici D = (d;;) fadu n budeme zapisovat
diag(di1,daa, - - , dnyn). Diagondlni matice umime snadno umocnit, nebot plati

diag(ty,ta, ... t,)" = diag(th, t5, ... %)
pro kazdy exponent £ =0,1,2,....
PRIKLAD 9.53. Uvazujme operdtor f4 na R? uréeny matici
3 0
=(13)

V prikladu 9.28 jsme vypocitali, ze vlastni ¢isla tohoto operdtoru jsou 2 a 3 a
prislusné podprostory vlastnich vektora jsou

Mz=Span{( | )} MSZSP&“K | >}

Vektory vi = (0,1)T, v = (1,1)7 tvoi{ linedrné nezévislou posloupnost B =
(v1,v2), tedy bézi prostoru R2. (To, Ze posloupnost je linedrné nezavisla, nenf né-
hoda — viz véta 9.62.)

Plati fa(vi) = 2vy a fa(ve) = 3va. Z toho vidime, Ze matice operdtoru fa
vzhledem k béazi B je

a1 = die(2.3) = (5 3 )

Diagonalni matice ale mocnit umime! Pro libovolné prirozené k proto umime vy-
poditat matici operatoru (f4)* vzhledem k bazi B:

k
[@Mﬁ=um£f=(§§) =®wﬁ3ﬂ=(f ﬁ)

Nyni mtzeme odpovédét na fadu otdzek o operatoru f4 a matici A.
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e Reseni diskrétniho dynamického systému x;, = fa(xx_1) , v bazi B“. Plati

il = [ ool = () Bl = () g3 ) bl

Jsou-li tedy soutadnice [x¢]p pocéteéniho stavu xg vzhledem k bazi B rovny

[XO]B=<;> :

pak souradnice stavu x; v bazi B jsou

o= (5 ) (1) = ()

0 3k s s3k

e Kvalitativni chovani diskrétniho dynamického systému x; = fa(xx_1).
Pokud r # 0 a s # 0, pak se pro k& — oo budou obé souradnice vzhledem k
B v absolutni hodnoté blizit nekoneénu. Pfitom prvni slozka bude pro velkd k
zanedbatelnd vzhledem ke sloZzce druhé.

e ReSeni diskrétniho dynamického systému x; = fa(xx_1) ,, v kanonické

bazi“. Z matice [(fa)¥]B mtzeme ur¢it matici (fa)* vzhledem ke kanonickym
bazim pomoci matic prechodu (opakujeme vypocet v tvrzeni 6.18):

[(FO)FE = [ )2 [(f4)¥]B i) = < (13 1 ) ( 20’€ 30k > ( (1) 1 )1

(01 2k 0 -1 1) 3k 0
1 1 0 3k 1 0 ) \ 3k_9k ok
7 toho dostavame
k k1K 3k 0
xp = (fa)"(%0) = [(fa)"|g %o = 3k _ ok ok X0 -

Tedy pokud x¢ = (a,b)T, pak

ka
xp = (fa)"(x0) = ( (3F — 23’“)a + 28 )

e Vypocet k-té mocniny A* matice A pro k > 1. Protoze [(fa)*]% = [far]E =
AF méme z piedchoziho bodu

3k 0
Ak:(gk‘_Qk‘ 2k)

Priklad néas vede k definici diagonalizovatelného operatoru.

DEFINICE 9.54. Linearni operator f : V — V na konecné generovaném pro-
storu V nazyvame diagonalizovatelny, pokud ma vzhledem k néjaké bazi diagonalni
matici.

Ekvivalentné mizeme diagonalizovatelnost charakterizovat pomoci podobnosti
matice operdtoru (vzhledem k libovolné bazi) s diagonalni matici.

TVRzZENT 9.55. Je-li f : V — V linedrni operdtor na koneéné generovaném
prostoru 'V dimenze n nad télesem T a C bdze prostoru V, pak operdtor f je
diagonalizovatelny prdive tehdy, kdyz je matice [f]g podobnd diagondlni matics.

DUKAz. Je-li operator f diagonalizovatelny, pak existuje baze B prostoru V
takovd, ze [f]B je diagondlni matice. Podle tvrzeni 6.18 jsou matice [f]& a [f]5
podobné.

Naopak, je-li matice [ f}g podobna diagonalni matici D, pak existuje regularni
matice R = (r1|ra| - |r,) takovd, ze D = R™![f]% R. ProtoZe je matice R reguldrni,
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je posloupnost sloupcovych vektort (ry,ra,...,r,) linedrné nezdvisla a proto béze
v T". Zvolime vektory v; € V tak, aby platilo [v;]c = r; pro kazdé i = 1,2,...,n.
Posloupnost B = (v1,Va,...,V,) je pak bdze prostoru V a plati pro ni [id]Z = R.
Opét podle tvrzen{ 6.18 pak plati [f]5 = R7![f]S R = D. O

m

z

TVRZENT 9.56. Je-li f : V — V linedrni operdtor na konecné generovan
prostoru V a je-li B = (vy,...,v,) bdze prostoru V, pak [f]5 = diag(A1,...,\n)
plati pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,2,...,n} je v; vlastni vektor prislusny
vlastnimu ¢islu ;.

DUKAZ. Rovnost [f]B = diag(A1,...,A,) plati pravé kdyz pro kazdé i €
{1,...,n} se i-ty sloupec matice [f]5 rovna i-tému sloupci matice diag(A1, . .., A\n),
tj. pravé kdyz [f(v;)]s = Aie; (pouzili jsme definici matice linedrniho zobrazeni).

Rovnost [f(v;)]p = Aie; je ekvivalentni vztahu f(v;) = A\;v; podle definice
soufadnic prvku vzhledem k bézi. Protoze v; # o, vztah f(v;) = \;v; je ekvivalentni
tomu, ze v; je vlastni vektor prislusny vlastnimu c¢islu ;. O

DUSLEDEK 9.57. Linedrni operdtor f : V. — V na koneéné generovaném pro-
storu 'V je diagonalizovatelny prdve tehdy, kdyzZ existuje bize prostoru V tvorend
vlastnimi vektory operdtoru f.

Preformulujeme si definici a tvrzeni o diagonalizovatelnosti operatori pro ma-
tice.

DEFINICE 9.58. Ctvercova matice A fadu n nad télesem T se nazyva diagona-
lizovatelnd, pokud je operator f4 : T™ — T" diagonalizovatelny.

Pouzitim tvrzeni 9.55 na kanonickou bazi C = K,, dostaneme nasledujici ma-
ticovou verzi.

TVRZENI 9.59. Ctvercovd matice A Tddu n nad télesem T je diagonalizovatelnd
prave tehdy, kdyz je podobnd diagondlni matici.

Pro maticovou formulaci tvrzeni 9.56 si opét pripomeneme, ze pro ¢tvercovou
matici A fddu n nad T a bazi B = (vy,... v,) prostoru T" plati

[fal} = [d]5 [falk id]g = RT'AR,  kde R=[id|§ = (val...|vs) -

TVRZENT 9.60. Je-li A étvercovd matice tddu n nad télesem T, B = (v1,...,Vy)
baze prostoru T" a R = [id]Z = (vi]...|v,), pak matice [fa]2 = R~*AR se rovnd
diagondlni matici diag(A1, ..., A,) prdvé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,2,...,n} je
v; vlastni vektor prislusny vlastnimu cislu A;.

DUSLEDEK 9.61. Ctvercovd matice A tddu n nad télesem T je diagonalizova-
telnd prdve tehdy, kdyz existuje bdze prostoru T™ tvorend vlastnimi vektory matice

A.
V situaci, kdy [f]B = [id]5 [fa]% [id]Z = R7'AR = diag(\1,...,\,), umime

matici A umocnit stejné jako v prikladu 9.53:
AP = [(f)"% = B [(FOME [dE = R([falB)* BT
= R diag(\1,...,\)F R7 = R diag(A\}, ..., \5)R™T

Vypoéet mocniny A* miizeme nahlédnout také algebraicky. Oznac¢ime D = diag(\, . . .

a vztah R~'AR = D piepiseme na A = RDR™!. Pak
A* = (RDR™Y)(RDR™Y)...(RDR"YY=RDD---DR™! = RD*R™!
——
kx kX
= R diag(\},..., \5)R™T

s An)
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9.3.2. Linearni nezavislost vlastnich vektort. Chceme nalézt nutné a po-
stacujici podminky pro to, aby byl linedrni operdtor f : V — V na konec¢né gene-
rovaném prostoru V diagonalizovatelny. Zakladem je nasledujici véta, ktera plati
zcela obecné, neni nutné predpokladat, ze prostor V ma konecnou dimenzi.

VETA 9.62. Je-li f: V — V linedrni operdtor a (vi,va,...,Vy) posloupnost
nenulovijch vlastnich vektori operdtoru f prislusnych navzdjem rizngm vlastnim
dislim Ay, ..., A\, pak je posloupnost (v1,Va,...,Vvg) linedrné nezdvisld.

DUKAz. Pouzijeme indukci podle k. Je-li k = 1, tvrzeni plati, protoze vi # o.
Predpoklddejme, Ze k > 1 a tvrzeni plati pro k — 1, tj. Ze posloupnost (vy,...,vg_1)
je linearné nezavisla. Uvazujme skalary aq,...,a; € T takové, Ze plati

0=a1vy +agve + - -+ ag_1Vg—1 + ax Vi -
Aplikujeme na obé strany operator (f — A\; idy) a upravime. V prvnich dvou dpra-
vach pouzivime linearitu operatoru (f — Ay idy ).
(f = Axidy)(a1ve + -+ ap—1Vip—1 + arpvi) = (f — A\ idy)(0)

(f — Ak idv)(alvl) R (f — Ak idv)(akflkal) + (f — X idv)(akvk) =0
ay (f — g idv)(V1) R ak71(f — Ak idv)(kal) + ak(f — Ak idv)(Vk> =0 .

K posledni tipravé vyuzijeme toho, ze pro kazdé i = 1,2, ...,k plati
(f = e idy)(vy) = f(vi) — e idy)(vi) = Aivi — Mevi = (N — Ag)vi
a dostaneme
o=ai1(M —Ag)vi+ - Fap—1(Ae—1 — M) Vie—1 -

Posloupnost vektort (vy, ..., Vi_1) je linedrné nezévisla podle indukéniho pted-
pokladu. Odtud plyne

al()\l — )\k) = ag()\g — )\k) == a}gfl()\kfl — )\k) =0 .

Protoze vlastni ¢isla Aq,..., Ag_1, Ak jsou navzajem ruznd, vyplyva odtud, ze a; =
as = -+ =ap_1 = 0. Po dosazeni do rovnosti

a1vVy +agvy + -+ ap_1Vg—1 + apVg = 0

dostaneme apvy = o a tedy také ap = 0, protoze vy # o. Tim je dokézano, ze
posloupnost (vy,...,Vg_1,Vg) je linedrné nezdvisla. O

DUSLEDEK 9.63. Md-li linedrni operdtor f : V — V na vektorovém prostoru
V dimenze n nad télesem T celkem n navzdjem ruzngych vlastnich cisel, pak je
diagonalizovatelny).

DUKAZ. M4-li operdtor f celkem n navzajem riiznych vlastnich &sel Ay, ..., A\,
existuje pro kazdé ¢ = 1,...,n nenulovy vlastni vektor v; prislusny \;. Podle pred-
chozi véty je posloupnost vlastnich vektoru (vy,...,v,) linedrné nezvisld a tedy je
to baze prostoru V. Operdtor f mé tak bazi slozenou z vlastnich vektorti operatoru
f, je proto diagonalizovatelny podle disledku 9.57. (]

DUSLEDEK 9.64. Md-li matice A 7ddu n nad télesem T celkem n navzdjem
ruzngch vlastnich cisel, pak je diagonalizovatelnd.

Operétor v prikladu 9.53 a operator v motivacnim prikladu o Fibonacciho po-
sloupnosti 9.2 spliuji predpoklad dtsledku 9.63.

PRIKLAD 9.65. Jesté jednou spocitdme, jak vypadd k-ty prvek Fibonacciho
posloupnosti. Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice C'. Charakteristicky
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polynom matice C je (podle tvrzeni 9.32 o koeficientech charakteristického poly-
nomu) roven

pcN) =2 —x—1

Vlastni ¢isla matice C, neboli kofeny rovnice po(A) = 0, jsou

1+5 1-+5
, Ao = =1-X .
5 2 B 1
Vsechny vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A1 jsou pravé vSechna feseni ho-
mogenni soustavy s matici
0—X\ 1
1 1— X\ ’

coz jsou viechny vektory v My, = Span{(1,1/2+v/5/2)T} = Span{(1,A)"}.
Podobné jsou vSechny vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu Ao = 1 — Ay pravé
vektory z linedrnfho obalu vektoru (1, A2)7.

Posloupnost
1 1
B_(Vl’VQ)_<< )\1 >7()\2 >>

je (i podle véty 9.62) linedrné nezavisla, takze je bazi R?, a plati

[felf = diag(A1, h2),  [(fo)"1E = diag(A1, 23) .
Chceme znat C*(ag,a1)” = (fo)*(ap,a1)”. Ted mame vice moznosti, jak vypocet
dokonéit. Mtzeme prejit ke kanonické bazi (tj. spocitat [(fc)*]E = C*), nebo
pracovat ptimo v bazi B. Zvolime druhy pristup.
Vyjadifme vektor (ag,a;)? = (0,1)T vzhledem k bézi B. Vyjde

(V)] =504

Odtud dostavame pro kazdé celé ¢islo £ > 0

(s )], = wems [ (0)], = (5 %) 35 () =5 (5% )

7 toho vyplyva

ag _ L Ak 1 )k 1 _ i /\]1C — )\]26
Qo1 \/5 1 A1 2 Ao \/g /\llc-i-l _ )\/5’-%1

Srovnanim prvnich slozek dostavame

k k
_AM A
ap = —= — —=

=

Vsimnéme si také, ze |A5| < 1, druhy séitanec se proto pro k — oo blizi 0, takze

woe 1 [1+45 ’
ak%)\l/\/g—\/g< 5 ) .

A=

A

K vzorci pro k-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti se 1ze dopocitat rychleji, jak vy-
plyne z nasledujici diskuze. Uvazujme diskrétni linedrni dynamicky systém xx+1 =
Axy, kde A je diagonalizovatelnd matice nad libovolnym télesem. Matici A lze psat
ve tvaru A = Rdiag(Aq,..., \n)R7L, kde Aq, ..., A, jsou vlastni &isla, a plati

x; = AFxg = Rdiag()\]f, e )\fL)R_le .
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Z uvedeného vztahu vyplyva, ze viechny slozky vektoru x;, jsou vyrazy tvaru c; \¥ +
-++ + ¢, Ak pro vhodné konstantn{ skalary cy,...,c; € T. Skuteéné, oznacime-li
(d17 B dn)T = R71x07 pak
diag(Af, .., AR)R™'xo = (di AT, do)s, . d )"

a i-té slozka vysledného vektoru je potom n—ldl)\]f + 7"2'2d2>\]2€ + -4 rmdn)\,’fb.

PRIKLAD 9.66. Efektivnéji spocitdme vzorec pro k-t ¢len Fibonacciho posloup-
nosti z prikladu 9.65.

Protoze vlastn{ &fsla matice C jsou Ao = (1 £ v/5)/2, vime, ze k-ty ¢len lze
zapsat ve tvaru

ap = A} Fe\s

Dosazenim k = 0,1 ziskdme

0=ag Cl/\(l)—l—CQ/\g:Cl—i-CQ

1= a; = Cl)\i + CQ)\% = Cl>\1 + 62)\2

Vyiesenim této soustavy linearnich rovnic o dvou neznamych ziskdme c¢; = 1/1/5 a
cy = 71/\/5 a tim i odvozeny vzorec. A

9.3.3. Geometricka nasobnost, charakterizace diagonalizovatelnych
operatora. Pokud chceme operator f na konecné generovaném prostoru dimenze
n diagonalizovat, musime najit n-prvkovou linedrné nezavislou posloupnost B sloze-
nou z vlastnich vektort operatoru f. Kazdy z vektoru v B musi lezet v podprostoru
M, vlastnich vektoru prislusnych néjakému vlastnimu ¢islu A. Z ného mize baze
B obsahovat nanejvys dim My prvki. Této dimenzi fikame geometrickd nasobnost
vlastniho ¢isla .

DEFINICE 9.67. Geometrickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A operdtoru f na
konecéné generovaném prostoru (nebo ¢tvercové matice A) rozumime dimenzi pod-
prostoru M), vlastnich vektort operatoru f (nebo matice A) pfislusnych vlastnimu
¢islu .

Geometricka ndsobnost kazdého vlastniho ¢éisla A operdtoru f je aspon 1 (ji-
nak by A nebylo vlastni ¢islo). V tvrzeni 9.69 dokdZeme, Ze je mensi nebo rovnd
algebraické nasobnosti A. K ditkazu budeme potfebovat nasledujici tvrzeni o deter-
minantech.

TVRZEN{ 9.68. Pro c¢tvercovou blokovou matici

B C
(0 5)
se ctvercovymi diagondlnimi bloky B, D plati

det A = (det B) (det D) .

DUKAZ. Ozna&ime n ¥ad matice A = (a;5) a k < n fad matice B. Dilkaz udéldme indukci podle
k. Je-li k =1, je B = (a11) a vSechny ostatni prvky v prvnim sloupci jsou 0. Rozvineme det A podle
prvniho sloupce a dostaneme

det A = a11 det M11 = (det B) (det D) .

Nyn{ predpokladame, ze k£ > 1. Indukéni predpoklad je, Ze determinant blokové hornf trojihelni-
kové matice se dvéma diagonalnimi bloky se rovna soudinu determinanti diagonalnich blokd kdykoliv
méa diagonalni blok vlevo nahote ¥ad k — 1. Opét rozvineme det A podle prvniho sloupce, tentokrat
a;1 = 0 pro kazdé ¢ > k. Dostaneme

det A = (—1)1+1a11 det M11 + (—1)2+1a21 det Moy + -+ + (—1)k+1ak1 det My,
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kde M;1 je minor matice A vznikly vynechanim prvniho sloupce a i-tého fadku. Pro kazdéi =1,2,...,k

je minor
B C.
Mz‘1=( Oﬂ DZ ) )

kde B;1 je minor v diagonalnim bloku B vznikly vynechnanim i-tého ¥adku a prvniho sloupce, a
C; je matice, kterou dostaneme z bloku C vynechinim i-tého Fadku. Minor M;; je blokové horni
trojuhelnikovad matice a podle indukéniho predpokladu plati

det M;1 = (det B;1) (det D) .
Dostavame tak
det A =(—1)"*1ay; det M1y + (—=1)%Tag; det Moy + - - - + (—1)* L ay; det My,
=(—1)'*ay1(det By1) (det D) + - - - + (—1)k+1ay; (det Byy) (det D)
= ((—1)1+1a11(detB11) ot (—l)k"'lakl(detBkl)) (det D)
=(det B) (det D)

podle véty o rozvoji determinantu podle sloupce pouzité na diagonalni blok B. O

TVRZENI 9.69. Pro kaZdé vlastni éislo p linedrniho operdtoru f : V. — V na
konecné generovaném prostoru V (¢tvercové matice A) nad télesem T plati, Ze
geometrickd ndsobnost u je mensi nebo rovnd algebraické ndsobnosti .

DUKkAz. Bud k geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla u operdtoru f. Zvolime
néjakou bazi (vq,...,vy) podprostoru M,, vlastnich vektort pfislusnych p a dopl-
nime ji vektory vg41,...,V, na bazi B = (v1,...,v,) celého prostoru V.

Protoze pro kazdé i = 1,...,k plati [f(v;)]p = [uvi]p = ue;, matice [f]5 m4a

blokové diagonélni tvar
0 D ’

kde C je vhodny blok typu k x (n — k) a D vhodny étvercovy blok fadu n — k.
Charakteristicky polynom ps(A) operdtoru f se tedy rovna determinantu matice

ng-an = (M, S

Determinant této blokové horni trojihelnikové matice se podle predchoziho tvrzeni
rovné soucinu determinantu diagondlnich bloku. Proto

pr(N) = det (1 — A)Ii) det(D — My—i,) = (= A)* det(D — Mn—p) -

Cislo p1 je tedy aspon k-ndsobnym kofenem charakteristického polynomu opera-
toru f, jeho algebraicka ndsobnost je proto aspon k. O

Prikladem kdy nastane rovnost, je jednotkova matice I, kterd ma jediné vlastni
¢islo 1, které ma geometrickou i algebraickou nasobnost 2. Dale samoziejmé rov-
nost algebraické a geometrické nasobnosti plati pro kazdé vlastni ¢islo s algebraic-
kou nésobnosti 1. V jistém smyslu typicky pripad, kdy je nerovnost ostra, ukazuje
nasledujici priklad.

PRIKLAD 9.70. Redlné matice
3 1
=0 5)

m4 charakteristicky polynom det A — A\l = (A—3)? a tedy jediné vlastn{ &fslo A = 3
algebraické nasobnosti 2. Podprostor vlastnich vektortu piislusnych vlastnimu éislu

A=3je
0 1 1
Mg—Ker(A—SIQ)—Ker(O 0>—Span{(0)}
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geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A = 3 je proto 1.
Tato matice neni diagonalizovatelnd, protoze z Mj3 zfejmé nelze vybrat dvou-
¢lennou linedrné nezavislou posloupnost. A

Nediagonalizovatelnost operatoru nebo matice mize mit dvé pri¢iny — nedosta-
tek vlastnich éisel (jako rotace o 7/2 v pifkladu 9.31) nebo nedostatek vlastnich
vektori (jako v predchozim piikladu). Tim se dostdvame k charakterizaci diagona-
lizovatelnych operatorti.

VETA 9.71. Bud f : V — V linedrni operdtor na konecné generovaném vekto-
rovém prostoru V dimenze n (resp. bud A ctvercovd matice 7ddu n) nad télesem T.
Pak jsou ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) Operdtor f je diagonalizovatelny (resp. matice A je diagonalizovatelnd,).
(2) Operdtor f (resp. matice A) md
e n vlastnich cisel véetné algebraickijch ndsobnosti a
e geometrickd ndsobnost kazdého vlastniho ¢isla operdtoru f (resp. ma-
tice A) je rovnd jeho algebraické ndsobnosti.

DUKAzZ. Oznaéme Mg, ..., A, viechna (navzéjem riznd) vlastni ¢isla operatoru
f, l1,..., 1 jejich algebraické nasobnosti a mq,..., my jejich geometrické nasob-
nosti.

(1) = (2). Predpokladdme, ze je f diagonalizovatelny. Existuje tedy béze
B = (v1,...,v,) prostoru V sloZend z vlastnich vektortu operdtoru f. Kazdy z
vektort v B lezi v jednom z podprostori My,, .., My, , pfi¢emz z kazdého pod-
prostoru My, muze v bazi B lezet nejvyse dim(My,) = m,; vektori (protoze pouze
nejvyse tolik vektort muze tvorit linedrné nezdvislou posloupnost v My, ). Z toho
vyplyva nerovnost n < mj + - - -+ my. Podle tvrzeni 9.69 je geometrickd nasobnost
mensi nebo rovnd algebraické ndsobnosti, tedy m; < I; (pro kazdé i € {1,...,k}).
Soucet algebraickych ndsobnosti je pfitom nejvyse n (viz prvn{ bod disledku 9.51).
Dohromady mame

n<mi+---+mp<lhi+---+lx<n a m; <l; prokazdé i=1,2,...,k .

To znamend, Z%e l; + - - - + I = n a soucasné m; = [; pro kazdé i € {1,2... k}, jak
jsme chtéli dokazat.

(2) = (1). Predpokladejme naopak, Ze podminky na nisobnosti jsou splnéné.
Pro kazdé i € {1,...,k} md M,, dimenzi l;, vezmeme jeho libovolnou bézi

Bi = (vévvév' . ,V;i) .
Ukéazeme, ze posloupnost
k k k
B = (VLV%“..,Vlll,V?,Vg,...,Vl22,...,V1,V2,...,Vlk)

vytvorena ze vSech vektort vSech bazi podprostori My, tvoii bazi prostoru V.

Pocet prvku této posloupnosti je I1 + 1o + -+ 4+ = n = dim V, staci proto

ukézat, ze B je linearné nezavisla posloupnost. Predpokladejme tedy, ze pro néjaké
skalary a3, 1 =1,....,kaj=1,....1; plati

k
Ik

aiv}+a%v%+--~+a}1vlll +-~-+a'fv’f+a§v§—|—-~-—|—afkv =o.
Pro kazdé i = 1,2,...,k je vektor

w; = aivi + agvé + -+ afivfi
vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu ¢islu A;. Dale plati

Wi+ Wg + -+ Wi =o0.
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Pokud by néktery z vektori w; byl nenulovy, vynechali bychom z posledni
rovnosti vSechny nulové vektory na levé strané a ztstal by nam soucet, tj. linearni
kombinace s koeficienty 1,

Wi, + W, £+ W;, =0

nenulovych vlastnich vektor prislusnych riznym vlastnim ¢islam A; , Ay, ..., Ay,
To ale neni mozné podle véty 9.62 o linedrni nezéavislosti posloupnosti nenulovych
vlastnich vektoru ptislusnych riznym vlastnim c¢islam.

Pro kazdé i = 1,2,...,k tedy plati w; = o, Cili

_ i i i i
0=a1Vy +agvy +---+a; vy .

Posloupnost vektortt B; = (vi,...,v} ) je ale lineirné nezévisla nebot tvoi{ bézi
M,,. Dostavame tak, ze a} = a} = --- = a%l_ =0 pro kazdé ¢+ = 1,2,..., k. Posloup-
nost B je tedy linedrné nezavisla a tvori proto bazi prostoru V slozenou z vlastnich
vektort operatoru f. O

7 dukazu vidime, ze v pripadé diagonalizovatelnych operatort bude v nalezené
bazi B pocet vlastnich vektort prislusnych vlastnimu ¢islu A roven algebraické
(= geometrické) ndsobnosti A. Proto [f]5 bude mit na diagondle kazdé vlastni ¢islo
tolikrat, kolik je jeho algebraickd nasobnost.

Rovnéz si v8imnéte, ze podminku (2) lze ekvivalentné vyjadiit tak, Ze soucet
geometrickych nasobnosti vSech vlastnich ¢isel je n.

PRIKLAD 9.72. V piikladu 9.50 jsme spoditali vlastni ¢isla a jejich algebraické
néasobnosti pro operdtor f : R? — R3 definovany predpisem

T —y+z
flyv]l=1 -3t—2y+3z
z —2z — 2y + 3z

Zjistime je-li diagonalizovatelny, a pokud ano, najdeme bézi v R? slozenou z vlast-
nich vektoru operatoru f.
Operator f je roven f4 pro matici

0 -1 1

A=[fli=| -3 -2 3

-2 -2 3
Charakteristicky polynom operatoru f vysel —(\ —1)2(A+ 1), takZe operdtor f ma
vlastni ¢islo Ay = 1 algebraické nasobnosti 2 a vlastni ¢islo A = —1 algebraické
nasobnosti 1. Spliuje tedy prvni podminku pro diagonalizovatelnost. Zbyva ovérit
rovnost algebraické a geometrické nasobnosti obou vlastnich ¢isel Ay =1a Ay = —1.

Algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla A; = 1 je 2. Jeho geometrickd ndsobnost
se rovna dimenzi jadra matice

-1 -1 1
A- Mz =A—-I3= -3 -3 3
-2 =2 2

Hodnost této matice se rovna 1, dimenze jadra je proto 2. Geometrickd nasobnost
vlastniho ¢isla \; = 1 je rovnd jeho algebraické nasobnosti.

Algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla Ay = —1 je 1 a rovné se tak jeho geome-
trické nasobnosti, protoze ta je aspon 1 pro jakékoliv vlastni ¢islo. Operator f je
tedy diagonalizovatelny.

Najdeme jesté bazi R?, vzhledem ke které je matice operdtoru f diagonalni.
Béazi jadra matice A — A3 = A — I3, které ma dimenzi 2, miuzeme zvolit napriklad
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(1,0,1)T, (0,1,1)T. B4zi jadra matice

1 -1 1
A—Xls=A+I3=| -3 -1 3 ~<(1) ;11 é)
-2 -2 4

miizeme zvolit napifklad (1,3,2)”. Posloupnost B = ((1,0,1)%,(0,1,1)T,(1,3,2)%
tak tvoif bzi prostoru R? tvofenou vlastnimi vektory operdtoru f a plati [f]5
diag(1,1,-1).

9.3.4. Linearni operatory na realném vektorovém prostoru dimenze

2. Probereme moznosti, které mohou nastat pro diagonalizovatelny linearni opera-
tor f na vektorovém prostoru V nad R dimenze 2.

~—

> |l

e Operator f ma dvé rizna vlastni ¢isla A, As. Pak je diagonalizovatelny. Pro
predstavu o vyvoji diskrétniho dynamického systému xx11 = f(xx) se podivejte na
nésledujici obréazek. Stejné jako v piikladu 9.12 vedou sipky z bodu x do bodu f(x).

° \\\*”//( ﬁ*\\\\\If/// 5*\\\\\t¥///
4*\\\ A A R N s
- « ~ Nt e N K
z‘;\\\,/// : e T o L s
T N S g g
; A/‘/:j’/“$~,/r /Y/':::”’H‘$<,A/
2 ////‘\\%* 2 ‘//"\ -2 /V/l“\
//X$\\\§ VA N e //,/;\‘<~¢
h AN ’A/)///*\\ "”///f v
Ty TN - AN S
,e//fﬂ\\\\ ,G///;+\\ S A A A

OBRAZEK 9.7. Dvé rtizna vlastni ¢isla. Vlevo A\; > 1 > Xy > 0,
uprostied A1, A2 > 1, vpravo 0 < A\, Ag < 1

e Operator f ma jedno vlastni ¢islo algebraické nasobnosti 2 a geometrické nasob-
nosti 2. Pak je diagonalizovatelny, dokonce M se rovnd V, tj. f(x) = Ax pro kazdé
x. Vyvoj diskrétniho dynamického systému xj; = f(xx) si mizeme predstavit
pomoci dalsiho obrazku.

3\\\\ff///3\\\\+¢///
SXRX NN AAANT NNV KK
NN A A TNANN S S aa
R AN I B NN
TEFKF P NN T AT AR
SE KV AR

OBRAZEK 9.8. Jedno vlastni ¢islo algebraické nasobnosti 2 a geo-
metrické nasobnosti 2. Vlevo A > 1, vpravo 1 > A > 0.

e Operator f ma jedno vlastni ¢islo A algebraické nasobnosti 2 a geometrické nasob-
nosti 1. Pak neni diagonalizovatelny. Takovymi operatory se budeme nyni zabyvat
v ¢asti o Jordanovu tvaru. Ilustrace je na obrazku 9.9.

e Operator f nemé zadné vlastni ¢islo. Pak neni diagonalizovatelny, ale mtzeme
si pomoci komplexnimi ¢isly, jak je diskutovano hned v néasledujicim odstavci. Pti-
klady vyvoje dynamického systému x;11 = fa(xx) jsou zobrazeny na obrézku 9.10.
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OBRAZEK 9.9. Jedno vlastni ¢islo algebrické nasobnosti 2 a geo-
metrické nasobnosti 1. Vlevo A > 1, vpravo 1 > A > 0.
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OBRAZEK 9.10. Z4dné redlné vlastni &slo.

9.3.5. Operatory na prostorech nad R, které jsou ,,diagonalizovatelné
nad C*“. Rozebereme situaci, kdy redlnd matice A fddu n neni diagonalizovatelnd,
ale stejnd matice, chdpand jako matice nad C, jiz diagonalizovatelnd je. Podrob-
néji rozebereme piipad n = 2. Diskuzi budeme provadét pouze pro matice (nebo
operétory fa), abychom nemuseli pouzivat pojem komplexniho rozsifen{ redlného
vektorového prostoru a operatoru na ném.

Charakteristicky polynom p4(\) mé v tom piipadé redlné koeficienty a spolu
s kazdym komplexnim vlastnim ¢islem A m& matice A také komplexné sdruzené
vlastni &islo X. Nésledujici jednoduché tvrzeni ukazuje, ze také komplexni vlastni
vektory matice A muzeme sdruzit do part. Pro komplexni matici A = (a;;) ozna-
¢fme A = (@;;) matici, ve které kazdy prvek a;; matice A nahradime ¢islem a;; kom-
plexné sdruzenym k a;;. (Ponékud bizarn alternativni definice by byla A = (4*)7".)
Matice A mé vSechny prvky realné pravé kdyz A = A.

TVRZENI 9.73. Je-li x € C™ vlastni vektor redlné matice A = (a;;) prislusny
vlastnimu ¢islu X, pak X je vlastni vektor matice A prislusny vliastnimu cislu X.

DUKAzZ. Je-li x = (21,%2,...,2,)T vlastni vektor realné matice A piislusny
vlastnimu ¢islu A, plati Ax = Ax. To znamena, Ze pro kazdé i = 1,2,...,n plati

a1 + a2 + -+ Ain®n = AT

Rovnaji se tedy také ¢isla komplexné sdruzend k obéma strandm, tj.

a1 + a2 + -+ Qin®n = AT,

a tedy také



9.3. DIAGONALIZOVATELNE OPERATORY 341

Protoze A je redlna matice, plati a;; = a;; pro kazdé 7,5 = 1,2,...,n a tedy
ainT1 + @22 + -+ QinTy = AT
pro kazdé i = 1,2,...,n, coz dokazuje rovnost AX = IX. O

Na konkrétnim prikladu ukdzeme primocary, ale neprilis efektivni postup pro
mocnéni redlné matice, ktera neméa zadné redlné vlastni cislo.

PRIKLAD 9.74. Najdeme vzorec pro k-tou mocninu redlné matice

1 -1
()
Charakteristicky polynom matice A je
pa(N) =22 =2\ +2 .

Tento polynom nemé realné koreny. Budeme proto povazovat A za matici nad C.
Nyni ma pa(A) dva komplexné sdruzené koteny A = 1+4, A = 1 — 4, matice je tedy
nad C diagonalizovatelna.

Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A tvori podprostor

M1+i:Ker(A—(1+i)12):Ker( _1% j > =Span{( _12 )}

Protoze A je redlnd matice, plati podle predchoziho tvrzeni 9.73, Ze v je vlastni
vektor matice A prislusny komplexnimu A prévé tehdy, kdyz je v vlastni vektor
matice A prislusny vlastnimu ¢islu A. Proto bez pocitdni vime, ze

(1)}

Bézi v C2? z vlastnich vektorti matice A zvolime napiiklad

o=((2)(0)

Pak

Vyjde
ar b ( A+ 41 =)k (1 +0)F —i(1—i)k )
1€ e L ) L O B L G )
To je vcelku komplikovany vyraz, navic obsahuje imaginarni ¢isla, i kdyz vysledek
musi zfejmé byt realnad matice.

Proto je v tomto pripadé lepsi pocitat s goniometrickym tvarem komplexnich
éisel. Je 14 i = v/2e'™* = /2(cos(n/4) + isin(n/4)) a 1 —i = /2e ™/t =
V2(cos(m/4) — isin(r/4)). Dosazenim a vyuzitim Moivreovy véty vyjde daleko pfi-
jatelnéjsi vysledek

Ak:<1i 1)((130’“ (1fi)k>(1i 1)1
)

(5 e ) (3 2)

L ( cos(km/4) —sin(kw/4) >
(km/4)  cos(km/4)

S11
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Stejného vysledku bychom docilili, kdybychom si hned na zacatku vsimli, ze

B cos(m/4) —sin(w/4)
A=v2 ( sin(w/4)  cos(m/4) >

Tedy Ze A je matice slozeni rotace o 7/4 a stejnolehlosti s koeficientem v/2. Mocninu
AF pak vidime geometricky okamzité. A

Nyni budeme uvazovat obecnou redlnou matici A rddu 2, kterd nemé zadné
realné vlastni ¢islo. Zaroven budeme matici A chdpat jako matici nad C. Charak-
teristicky polynom matice A mé tedy dva rtizné komplexné sdruzené kofeny A, X,
takze operator f4 : C? — C? mé dvé riznad komplexni vlastni &isla A, X. Jako
operdtor fa : R? — R? diagonalizovatelny nenf (nemd Zadné realné vlastni &slo),
jako operator f4 : C? — C? diagonalizovatelny je (dvé riiznd vlastni éisla). Vlastni
¢isla si vyjadiime v goniometrickém tvaru:

A=re? =r(cosp +ising), A=re ¥ =r(cosp—ising) .

Ukéazeme, 7e existuje baze B prostoru R? (!1) takova, Ze

B _ cosp —sing
[fale = r( sinp  cosp )
tj. ,vzhledem k bazi B“ se operator f4 : R?2 — R? rovnd rotaci o ¢ slozené se
stejnolehlosti s koeficientem r. (Ve skuteénosti mizeme dokonce nalézt ortogonalni
bézi B, vzhledem ke které mé operétor uvedenou matici, nemﬁieme ale obecné
a7 v pristi kapitole.)

Oznaéme v € C? ndjaky nenulovy vlastni vektor operatoru fn : C?> — C?
piislusny vlastnimu ¢islu A. Podle tvrzeni 9.73 vime, Ze ¥ je vlastni vektor operdtoru
fa: C% — C? piislusny vlastnimu ¢islu \.

Posloupnost vektortt C = (v, V) je baze C? a vzhledem k bdzi C' méme

[fale = diag(X,X) .
Oznacime
wi=v+V, wa=i(v—¥V) .

Vektory wy, ws jsou redlné vektory, vektor wi je dvojnasobek realné c¢asti vektoru
v, vektor wo je (—2)-ndsobek jeho imagindrni ¢asti. Z definice vektori wy, wa plyne
wile = (1, D)7T, [wo]c = (i,—i)T. Z toho vidime, ze B = (wi,ws) je linedrné
nezévisld posloupnost (v C? i v R?) a tvoif tedy béazi prostoru C? i R%. Vzhledem
k této bazi mame

[fA]B—[ld] [fA] [ ]

B

C
- cosga—i—zsmga) 0 1 4
o r(cos¢ — isingp) 1 —

Vypoctem ziskame

f

coz jsme chtéli ukazat. Dokézali jsme tak nésledujici tvrzeni.

sing  cosg

]g :7'( cosp —sing )

TVvRzENT 9.75. Je-li A redind matice Tddu 2, kterd nemd redlnd vlastni ¢isla, a
A =r(cosp+ising) je jeji komplexnd vlastni ¢islo s nenulovgm vlastnim vektorem
v, pak plati

(1) vektory wi = v +¥ a Wy = i(v — V) tvord bdzi B = (w1, ws) prostoru R?,
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(2) linedrni zobrazeni fa : R? — R? urcené matici A md vzhledem k bdzi B

matict
B _ cosp —sing
[falp =7 ( sing  cosp )

(To je matice sloZeni rotace o whel ¢ se stejnolehlosti s koeficienterm r > 0.)

Na obrazku 9.10 je zndzornén vyvoj dynamického systému xx11 = fa(xg) v této
situaci, vlevo pro |A| > 1, vpravo pro 1 > ||, oboji v piipadé kdy B je ortonormalni
béze.

9.3.6. Vyvoj redlného spojitého dynamického systému s diagonalizovatelnou matici. Uvazujme
spojity dynamicky systém x/(t) = Ax(t), kde A je redlnd matice Fadu n. Vektor x(t) € R™ mize
naptiklad udavat polohu pohybujiciho se objektu v &ase ¢ a rovnice x/(¢t) = Ax(¢) pak ¥ika, Ze vektor
rychlosti tohoto objektu je v bodé x(t) roven Ax(¢). Dobrou predstavu o feSeni si mizeme udélat tak,
ze si do nékolika bodi x nakreslime Sipku z bodu x do bodu x + Ax, neboli vektor Ax s pocateénim
bodem x, jako na nasledujicim obrazku.

N

v & &
-
-

Y e
\\\\ \ b s o~
1—\\\\ I
N -~ -~
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OBRAZEK 9.11. K prikladu 9.76. Sipky jsou pro prehlednost zkraceny.

Pokud je matice A diagonalizovatelna, mizeme soustavu vyresit nasledujicim zplisobem. V pro-
storu R™ existuje baze B = (ui,uz,...,uy,) tvofend vlastnimi vektory matice A, pfi¢emz vektor u;
je pfislusny vlastnimu &islu A; matice A. Matice R = (uy|uz|- - |un) je reguldrni a rovnad se matici
prechodu [id]Z od baze B ke kanonické bézi K. Plati pro ni

R™YAR = D = diag(A1, M2, ..., An) -
Upravou dostaneme A = RDR™! a dosadime do rovnice x’(t) = Ax(t). Dostaneme tak
x'(t) = RDR™1x(t)
R™x'(t) = DR x(t)

Polozime y(t) = R™'x(t). Snadno se pak ovéi, ze y’(t) = R~1x/(t). Stadi si uvédomit, ze kazda
slozka y;(t) vektoru y(t) je lineérni kombinaci funkei z;(t) a tedy derivace y;(¢) je lineérni kombinaci
derivaci z(t) se stejnymi koeficienty. Dosazenim dostavame

y'(t) = Dy(t)

Tuto soustavu vyfeSime uzitim ptikladu 9.22 o Feeni diferencialni rovnice f’(t) = Af(t). Pavodni
funkce x(t) pak dopocteme ze vztahu x(t) = Ry(t).

PRIKLAD 9.76. Vyfe$ime soustavu
x} (t) ):A zi(t) \_( -2 1 z1(¢)
x4 (t) z2(t) 1 -2 z2(t)
s pocate&ni podminkou z1(0) = 5,x2(0) = 7. Charakteristicky polynom matice A je pa(A\) = A2 +
4\ + 3, ktery ma dva rizné redlné kofeny \1 = —1 a Ay = —3. Vlastni vektory ptislusné vlastnimu
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&islu Ay = —1 tvofi lineérni obal Span {(1,1)T'}. Vlastni vektory pfisluiné vlastnimu &islu Ay = —3
tvoff linerani obal Span {(1,—1)T'}. Polozime B = ((1,1)T, (1,-1)T). Pak

(04

= (A 0
D=R AR—( 0 A

Piivodn{ soustavu si prepiéeme do tvaru
e (BOY (% 2 ) (29)
(n)=r(20)

Obé funkce y;(t) jsou linearni kombinace funkei 1 (t), z2(t) s konstantnimi koeficienty v i-tém Fadku

matice R—1. Plati proto
(59 == (59)
Y2 (t) (1)
Dvojice funkef y1(t), y2(¢) tak spliiuje soustavu linearnich diferenciélnich rovnic
()-(5 )(28)- ()
1 = =
Y (1) 0 X y2(t) A2y2(t)

Tu uz umime Fedit: y1(t) = y1(0)et a y2(t) = y2(0)e 3%, kde

(o ) =7 (20
Spogitame piivodni funkce:

( Ctl(t) ) :R( y1(t) ) :R( yl(O)(;‘)qt ) :R( et 0 ) ( y1(0) )
z2(t) y2(t) y2(0)er2! 0 et y2(0)
et 0 _1( z1(0)
=&(% ou )2 (50))
(1 1 et 0 \1/1 1 5
1l -1 0 et Ja\1 -1 7
66715 _ 673t
= ( et 4 e3¢ )
Z postupu pti feseni predchoziho pfikladu mizeme nahlédnout, Ze pro obecnou diagonalizovatelnou

matici A miZeme fedeni spojitého dynamického systému x’(t) = Ax(t) vyjadfit ve tvaru FeSenim
soustavy

Oznadime

A

x(t) = Rdiag(e*?,..., e )R 1x(0) ,

kde A = R diag(A1,..., A\n) R™L.
Pro zajimavost uvedme, ze matice Rdiag(e*lt, cee e>‘"t)R*1 je rovna tzv. exponencidle matice
tA a znadi se et To dava smysl, protoze ,dosadime-li* matici tA do Taylorovy ¥ady funkce e* mame

AQ A3 Ak
2 3 k
In+tA+t T i AR A I
RD2R-1 RD3R1 RD*R™1!
= I,+tRDR'+¢ +3 b
2! 3! k!
tD)?2 tD)3 tD)k
= R(In+tD+(2|) +%+~-+(k|) +-~~)R—1

= Rdiag(eht7 ceey eA”‘t)R71 .
Reseni soustavy x’(t) = Ax(t) pak miZeme psat ve tvaru
x(t) = e!4x(0) ,

zcela analogicky k vyjadveni f(t) = e'* f(0) jako ¥edeni diferencialni rovnice f’ = Af.
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PRIKLAD 9.77. VyfeS$ime jesté spojity dynamicky systém z piikladu 9.6 popisujici pfechod sub-
stance pres bunéc¢nou blanu. Ten vede k soustavé

uf (t) = —rug (t) + suz(t) ,
uh(t) = ruq (t) — sua(t) .
s pocatedni podminkou u1(0) = 1, u2(0) = 0. Matice soustavy
A ( —-r s )
r  —s

ma charakteristicky polynom p(\) = A2+ (r+s)\ a tudiz dvé riizna vlastni &isla \y = 0 a A2 = —(r+s),
odtud plyne jeji diagonalizovatelnost.
Vlastni vektory pfislusné vlastnimu &islu A1 = 0 tvori jaddro matice

A*OI2:<_TT _SS) ’

ktery se rovna linearnimu obalu Span {(s,r)T}.
Vlastni vektory p¥islugné vlastnimu &islu A2 = —(r + s) tvofi jddro matice

A+(r+s)12:(j i) ,

ktery se rovna linearnimu obalu Span {(1, —1)7'}. Zvolime bazi B = ((s,r)T, (1,-1)T)). Pak

1 _ _
( s 1 ) Rl ( 1 1 )
r -1 r+s -r s
Soustava ma Feseni

w1 (t) B 1 el 0 -1 -1 -1 1
ua(t) a r -1 0 e Ukt Joi g\ —r s 0
_ 1 s+ ,,,67(7'+s)t
T orgs \ r—re (rtet

Vidime, ze pro t — oo hodnota w1 (t) konverguje k i a hodnota ua(t) konverguje k Tls. A

R=[id&

'y

V nésledujicim ptikladu si ukdZeme, jak se vyviji spojity dynamicky systém x’(t) = Ax(¢) v dimenzi
2 v pripadé, Ze redlnd matice A nema zadné reélné vlastni &islo.

PRIKLAD 9.78. Spocitdme vlastni kmity pruziny se zavazim. V piikladu 9.5 jsme odvodili, ze
vlastni kmity jsou popsané spojitym dynamickym systémem

o= ()= ) (26) = (% 4.

kde k oznaluje koeficient pruZnosti pruZiny a m hmotnost zdvaZzi. Proto k/m > 0 existuje jednoznaéné
uréené realné &islo w > 0, pro které plati k/m = w?. Resime tedy spojity dynamicky systém s matici

0o 1
= ()

s libovolnym pocateénim stavem x(0) = (p1,p2)T. Charakteristicky polynom matice A je pa\ =
A2 + w? a mé imaginarni koteny A1 2 = Fiw. Matice A je tedy diagonalizovatelnd pouze nad C,
nikoliv nad R. Mnozina vSech vlastnich vektorli matice A ptislusnych vlastnimu &islu A = iw se rovna

—iw 1 1
M., —Ker( —o?  —iw )-Span{( iw )}
M_j, =S :
—iw — Opan Ciw
(L)
W —iw

R*lARz(i“’ 0 )

0 —iw

a podle tvrzeni 9.73 je
Pro matici
pak plati

Dynamicky systém x’(t) = Ax(t) upravime do tvaru

RIx(1) = ( 28’ 0 )R*lx(t) .

—iw
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a vyFe$ime pro novy neznamy vektor y(t) = (y1(t),y2(t))T = R™!x(t) s novym pocéite¢nim stavem
yo = (y1(0),42(0))T = R~'xq. Spojity dynamicky systém

(y’l(t) ):(iw 0 )(yl(t))
y5(t) 0 —iw y2(t)
se rozpada na dva komplexni spojité dynamické systémy
y1(t) = (iw)y1 (1)
ya(t) = (—iw)yz(t)
v dimenzi 1 a v zavéru dvodni motivacni ¢asti 9.1 jsme si ukazali, Ze ma reSeni
i (t) = y1 (0)e™*
Yy2(t) = y2(0)e ",

coz mizeme prepsat do tvaru
EDRCIENIE)
y2(t) 0 et 2(0)
1 w =1
-1 _
R - 2w ( w 7 )

a vyjad¥ime Fedeni plivodniho spojitého dynamického systému x’(t) = Ax(t) s po&ateéni podminkou
x(0) = (p1,p2)T ve tvaru

w=mo=(" 1% LA )R

Po del$im poditani s vyuzitim Eulerovy formule e?? = cos(wt) + i sin(wt) dostaneme vysledek
z1(t) \ _ [ p1cos(wt) + (1/w)p2 sin(wt)
zo(t) ) —wp1 sin(wt) + pa cos(wt)

Abychom pochopili trajektorii bodu (z1(t), z2(t))T v roving R2, vynasobime prvni slozku 1 (t)
Cislem w a spolteme soucet Ctvercl

Spocteme jesté matici

(w1 (£)? + (22(t))? = (wp1 cos(wt) + p2 sin(wt))? + (—wpy sin(wt) + pa cos(wt))?
= w?p? cos? (wt) 4 p3 sin®(wt) + 2wpy p2 cos(wt) sin(wt)
+ w?p? sin? (wt) + p2 cos? (wt) — 2wp1 pa cos(wt) sin(wt)
= w’pi +p3 .
Vidime tedy, Ze bod (x1(t),z2(t))T se pohybuje po elipse se sttedem v pocatku a poloosami délky
w2p? + p3/w ve sméru osy z1 a délky |/w?p? + p2 ve sméru osy ;.
Ve specialnim p¥ipad, kdy w = 1, se bod (z1,x2)” pohybuje po kruznici se sttedem v pocatku
o poloméru 1/p% +p§ s konstantni Ghlovou rychlosti —w = —1, tj. po sméru hodinovych rudicek.
Smér pohybu a fazovy posun zjistime nejsndze pomoci komplexnich &isel. Pouzijeme goniometricky
tvar p1 + ip2 = re'® pro pocatecni podminku a spoéteme
21(t) + iz2(t) = p1 cost + pasint — ipy sint + ip2 cost = (p1 + ip2)(cost — isint)
=relPeit = peil=tte)

Spoditali jsme tak, ze fazovy posun se rovna . A

9.4. Jordaniv kanonicky tvar

Jak jsme dokdazali ve vété 9.71, linedrni operator na prostoru dimenze n mize
byt nediagonalizovatelny ze dvou duvodu — soucet algebraickych nasobnosti vlast-
nich ¢isel je mensi nez n nebo geometrickd nasobnost néjakého vlastniho cisla je
mensi nez jeho algebraicka nasobnost. Prvni pric¢inu lze obejit tim, ze pracujeme ve
vétsim télese (napiiklad misto R v C). Druhd pfi¢ina takto obejit nejde, musime
slevit z pozadavku diagonalizovatelnosti. Nastésti 1ze v pripadé splnéni prvni pod-
minky na algebraické nasobnosti vzdy najit bazi, vzhledem ke které ma operator
, témér diagonalni matici, presnéji tzv. matici v Jordanové tvaru. Mocninu takové
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matice stale Ize explicitné vypocitat, tedy lze také spocitat libovolnou mocninu
prislusného operatoru.

9.4.1. Nediagonalizovatelné operatory v dimenzi 2. V odstavci 9.3.4
jsme probrali moznosti, jaké mohou nastat pro operatory na readlném vektorovém
prostoru dimenze 2. Zbyl jediny pripad, ktery nyni podrobné rozebereme. Diskuze
také snad poslouzi k orientaci v obecnéjsich pojmech a tvrzenich.

Uvazujme tedy operator f na vektorovém prostoru V dimenze 2 nad télesem

T, ktery méa jedno vlastni ¢islo A algebraické nasobnosti 2 a geometrické nasobnosti
1. Ukézeme, ze v takovém pripadé existuje baze B = (u,v) prostoru V, vzhledem

ke které ma operdtor f matici
Al
B _
ng=(o 5 )

To je nejjednodussi priklad matice v tzv. Jordanové tvaru, kterd neni diagondlni.
Takovou matici umime umocnit, plati totiz

A 1\" Am o mAmT
(60 3) =00 ™)
Kdyz takovou bdzi B najdeme, budeme umét spoéitat [f™]B = ([f]5)™ a tim
paddem naptiklad vyftesit diskrétni dynamicky systém x,, = f(%;,—1). Obecné je
Jordanuv tvar a mocnéni rozebrano v odstavci 9.4.2.

Hleddni baze B zacneme pieformulovanim podminky na matici | f]g. Podle
definice matice f vzhledem k B a B potirebujeme, aby platilo

[f(w)]p = ( 3 > [f(V)]B = < i >

Podle definice souradnic vzhledem k béazi tedy chceme, aby
flu)=Xxu, f(v)=u+Av.
Oznac¢ime-li g operator f — Aidy miizeme tyto podminky zapsat
g(w)=o0, g(v)=mu,
schematicky

Vi ut o .

Pottebujeme tedy, aby u byl vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu c¢islu A
a aby g(v) = u. Obecné je toto preformulovini provedeno v odstavci 9.4.3.

Déle ukazeme, ze kdykoliv mame vektory u,v spliujici podminky g(v) = u,
g(u) = o a vektor u je nenulovy, pak B = (u,v) je linedrné nezévisla posloupnost,
tedy baze V. Skutecné, je-li

av+bu=o0 ,

pak aplikaci operatoru g na obé strany dostaneme
g(av +bu) = g(o)
ag(v) + bg(u) = o

aua=o .

Protoze je u nenulovy vektor, plyne odsud a = 0. Dosazenim do ptvodniho vztahu
ziskame bu = o, takze i b = 0. Obecné tvrzeni je dokdzano v odstavci 9.4.4

V odstavci 9.4.5 probereme, jak takové vektory obecné hledat za predpokladu,
Ze existuji (v odstavcich 9.4.6, 9.4.7, 9.4.8, 9.4.9 ukéZeme postup na Fadé prikladi).
Dtikaz, ze skutecné existuji, vyuziva pojem invariantniho podprostoru diskutova-
ného v odstavci 9.4.10, samotny dukaz je pak obsazen v odstavci 9.4.11.
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V nasem pripadé ozna¢me W = Im g. Tento prostor je invariantni ve smyslu,
Ze g(x) € W kdykoliv x € W. Skuteéné, g(x) lezi v Im g pro jakykoliv vektor x ve
V', nejen pro vektory z W.

Podprostor Kerg < V je tvoren vSemi vlastnimi vektory operatoru f pri-
slusnymi vlastnimu ¢islu A. Protoze geometrickd nasobnost vlastniho cisla A je
podle predpokladu 1, je dimKerg = 1. Podle véty o dimenzi jadra a obrazu je
dim(Im g) = dim W = 1. Vezmeme libovolny nenulovy vektor u € W. Protoze W
mé dimenzi 1, je vektor g(u) € W nésobkem vektoru u, tj. g(u) = au pro néjaky
skalar a € T. Pak ale (f — Aidy)u = au, takze f(u) = (A + a)u. Protoze f ma
jediné vlastni ¢islo A, musi byt nutné a = 0, plati tedy g(u) = o. Vektor u lezi ve
W = Img, existuje proto vektor v € V takovy, ze g(v) = u, a dikaz je hotov —
nalezli jsme vektory u,v € V takové, Ze g(v) = u, g(u) = 0 a u # o, coZ znamena,
Ze pro bazi B = (u,v) v prostoru V plat{

n5=(5 »)

9.4.2. Matice v Jordanové tvaru. Matice v Jordanové tvaru je blokoveé
diagonalni matice, jejiz bloky tvori Jordanovy bunky. Jordanova bunka je matice,
kterd ma vsechny diagonalni prvky rovny néjakému A € T a vSechny prvky o jednu
pozici nad diagondalou rovny 1.

DEFINICE 9.79. Jordanova bunka fadu k > 1 nad télesem T prislusna prvku
A €T je ¢tvercova matice

o o
S >
> =
o o
o o

0 0 0 ... A
00 0 ... 0

PRIKLAD 9.80. Redlné matice

3 1 0
<§ ;)(8 é) 03 1|, @
0 0 3

jsou Jordanovy bunky Ja 9, Jo2, J3,3, Ju,1 (piislusné po fadé ¢islim 2,0,3,4). A

DEFINICE 9.81. Matice J nad télesem T je v Jordanové kanonickém tvaru (nebo
stru¢néji v Jordanové tvaru), pokud J je blokové diagondlni matice, jejiz kazdy
diagondlni blok je Jordanova buiika (n&jakého fadu piislusnd néjakému dislu), tj.

J>\1J€1 0 0

. 0 J)\27k2 0
J:dlag(‘b\l,kla"'v‘])\s,ks) = . . . . s

0 0 v Dk

kde A1,...,As € T a ky,..., ks jsou kladnd celd éisla. (Nuly v matici v tomto
pripadé znaé{ nulové matice vhodnych typu.)

PRIKLAD 9.82. Diagonalni matice diag(A1,...,A,) je v Jordanové tvaru. Je
slozend z Jordanovych bunék Jy, 1, .., Jy, 1 fadu 1. A
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PRIKLAD 9.83. Matice

01 00 0O
0 000 O0TUO
0 000 O0TUO
0 00 210
0 00 0 21
0 00 0 0 2
je v Jordanové tvaru. Je slozend z Jordanovych bunék Jy 2, Jo 1, J2,3. A

Nyni najdeme vzorec pro mocninu Jordanovy matice. Matici

J 0 ... 0
0 Jy ... 0
J = e .
0 0 ... Js
v blokové diagonalnim tvaru mizeme mocnit po diagonélnich blocich:

Ji0 ... 0\" Jr 0 ... 0

0 Jy ... 0 o Jyr ... 0

JT = S . = . .. .

0 0 ... Js 0 o ... Jr

Staci se proto zameérit pouze na mocnéni Jordanovych bunék.
Jednoduchy je specialni pripad Jordanovych bunék prislusnych prvku 0.
TVvRzENT 9.84. Pro libovolnd prirozend ¢isla m < k plati
Jor = (o ---|olerlez] - |ex—m)
———
mX
Promzkjngfk:O.

DUkAZ. Indukef podle m < k, piipad m = 1 je zjevny, nebot Jy 1, = (olei|ez| - - lex—1).
Plati-li tvrzeni pro néjaké m mensi nez k, méame ze sloupcového pohledu na nasobeni
Jg?,:'l = Jo'kJor = (o] ... |oleilez|. .. |ex_)(oler]es]. .. |er_1)

——
mX

=(o]...|ole1]...|ex—(mt1)) -
——

(m+1)x
Pro m > k je indukéni krok ziejmy, nebot J(Tk =0. O
PRIKLAD 9.85.
0 01 0 0 0 0 1
g2 0 0 0 1 3 00 0 O
0,47 0 0 0 0 | 7047 00 0 O
00 0 O 00 0 O

Jordanovu bunku J) ; miZzeme rozepsat
I =M+ Jog

Pokud dvé ¢tvercové matice A, B komutuji, tj. plati-li AB = BA, pak pro né plati
obdoba binomické véty (cviceni)

(A—FB)’m _ (m)Anz+ (m)Am_lB—F (m)Am_232+---+ <m>Bm .
0 1 2 m
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Pouzitim na matice A}, a Jy j dostaneme vzorec v nasledujicim tvrzeni. Pouzivime
konvenci, ze binomické é&islo (7]") = 0 pokud m < j. Ddle pro i € {0,1,...} a prvek
t v télese T definujeme it jako t + ¢+ --- +t.

—_——

X

TVRZENI 9.86. Bud A\ # 0 a budte k,m kladnd ptirozend cisla. Potom pro
mocniny Jordanovy bunky plati

A AR (AL (ke
o (e (e
J;\r:’k:
0 0 Am (Mam
0 0 0 AT

DUKAz. Jeden z moznych vypocti byl naznacen pied tvrzenim, ukdZeme al-
ternativni dikaz.
Pro ¢ zaporné polozme (’Z) = 0. Lze se snadno presvédcit, ze toto zobecnéni

kombinaénich ¢fsel zachovava platnost vzorecku (7)) + (™)) = (mjl) pro viechna

=1

LeZ.

Tvrdime, Ze prvek na misté (é,7) v mocniné J3 1ze zapsat jako (jrfi) Am—(—1)
K dtkazu lze pouzit indukci podle m, ptipad m = 1 je zjevny. Pokud formulka plati
pro m > 1, spocitame J;”ljl = k- Obé matice, které ndsobime, jsou horni
trojihelnikové, soucin je p;roto také horni trojihelnikovy. Zbyva spocitat prvky na
misté (i,7) v soucinu Jy xJ\" pro i < j. Prvek na misté (4,j) v matici J se
podle indukéniho predpokladu rovnd (,™;) A"=0=9)_ Prvek na misté (4,5) v matici
Ik JY"), se pak rovnd

A( m )Am—o—i) +1< m )Am—(j—z‘—l)
j—i j—(i+1)

T \mA1=(—i) 4 m \mH+1=(—4)
j—1 j—i—1

<m + 1> A= —9) ,

j—1

kde jsme na posledni fédce pouzili vztah (7)) + (/™) = (le)' O

9.4.3. Operatory s Jordanovym tvarem. Chceme zjistit, zda dany ope-
rator f na konecné generovaném prostoru ma vzhledem k néjaké bazi B matici v
Jordanové tvaru, jak takovou bézi najit, a z jakych bunék se matice [f]5 sklad4.

Formulujeme obdobu definice 9.54 diagonalizovatelnosti. Pojem ,,jordanizova-
telnost* se nepouzivd, radéji fikdme, ze pro operator existuje Jordaniv kanonicky
tvar.

DEFINICE 9.87. Rikéme, Ze pro linearni operator f : V — V na koneéné ge-
nerovaném prostoru V existuje Jordaniuv kanonicky tvar, pokud méa vzhledem k
néjaké bazi matici v Jordanové kanonickém tvaru.

Odvodime obdobu tvrzeni 9.56. Nejprve pro samotné bunky. Kdy mé operator
f : V — V vzhledem k né&jaké bazi B = (v1,...,vy) matici [f]B = J\4? Podle
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definice matice operdtoru musi platit (a staci)

A 1 0

0 A :
[f(vi)]B = 0 , [f(vo)lp = O o ele=1| o | -

: : 1

0 0 A

neboli
f(v1) =Advy, f(ve) =Ava+ vy, f(v3) =Avs+ve, ..o, f(Vi) = Avi +vi_1 .
Upravou (podobné jako v ¢asti 9.2.2) dostaneme ekvivalentné
(f = Aidy)(vy) =0, (f = Aidy)(va) =vi, (f = Aidy)(v3) =va, ...,
(f = Aidy)(vi) = V-1,
schematicky

f—Xidy

f—=Xidv f—Xidv
Vi ¢ t et

f=Aidy
Vi—1 ! f

f—Aidy
V3 !

f—XAidy
Vg t L

Vit

o .

Vidime, ze v tom pripadé je A vlastni ¢islo operdtoru f, a ze vy je vlastni vektor
piislusny A. Posloupnosti (vi1,...,v;) budeme fikat Jordanuv fetizek, vektortm
Vo, ...,V se nékdy 1ika zobecnéné vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A.

DEFINICE 9.88. Je-li f linearni operdtor na vektorovém prostoru V nad télesem
T a A vlastni éislo operdtoru f, pak posloupnost (vy,...,vy) vektori z V nazyvame
Jordaniv retizek operdtoru f délky k prislusny vlastnimu cislu A s pocdtkem v,
pokud plati

(f = Aidy)(v1) =0, (f = Xidy)(v2) =v1, (f — Aidy)(v3) =va, ...,
(f = Aidv) (Vi) = Vi1 -

Pred definici jsme odvodili nasledujici tvrzeni.

TVRzZENT 9.89. Je-li f : V — V linedrni operdtor na konecné generovaném
prostoru V a B = (vi,...,v;) bdze prostoru V, pak [f]B = J\ prdvé tehdy, kdyz
(Vi,...,Vk) je Jordaniv Tetizek operdtoru f prislusny vlastnimu islu X s pocdtkem
V1.

Snadno se tvrzeni zobecni na obecné matice v Jordanové tvaru. Budeme tikat,
ze posloupnost vektora B je spojenim posloupnosti

B, = (V%a”wvllcl)’BQ: (V%w-wvig)a"'vBS = (Vi"'avzs) s
pokud
B=(V{, .., V) Vi, Vi, ooy Vi, V)

Budeme také pouzivat zapis
B=DhB,...,Bs .

TVRZENT 9.90. Je-li f : V — V linedrni operdtor na konecné generovaném
prostoru 'V a B bdze prostoru V, pak [f]5 = diag(Jx, kys---»Jr..k,) plati pravé
tehdy, kdyz B je spojenim posloupnosti By, ..., Bs, kde pro kazdé i € {1,...,s} je
B; Jordaniv retizek operdtoru f délky k; prislusny vlastnimu cislu N\; s pocdtkem
vi.

DUSLEDEK 9.91. Pro linedrni operdtor f : V — V na konecné generovaném
prostoru V existuje Jordanuv tvar prdve tehdy, kdyz existuje baze prostoru V vznikld
spojenim Jordanovych retizku operdtoru f.

Nakonec formulujeme obdobu tvrzeni 9.55. Dukaz je stejny.
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TVRZENI 9.92. Necht f : V — 'V je linedrni operdtor na konecné generovaném
prostoru V a C je bdze prostoru V. Pak pro operdtor f existuje Jordanuv tvar prive
tehdy, kdyz je matice [f]g podobna matici v Jordanové tvaru.

Maticové verze definic a tvrzeni prenechdme k rozmysleni Ctenari.

9.4.4. Linearni nezavislost zobecnénych vlastnich vektort. Chceme-li
najit bazi, vzhledem ke které ma operator na prostoru dimenze n matici v Jordanoveé
tvaru, musime najit Jordanovy fetizky celkové délky n, tak aby jejich spojeni byla
linedrné nezavisla posloupnost. Nasledujici véta, kterd zobecnuje vétu 9.62 o linedrni
nezdvislosti vlastnich vektoru prislusnych riznym vlastnim éislum, fika Ze staci
zarucit, aby pro kazdé vlastni ¢islo A tvorily pocatecni vektory fetizku prislusnych
vlastnimu ¢islu A linedrné nezavislou posloupnost.

VETA 9.93. Predpokidddme, Ze f : V — V je linedrni operdtor a By, ..., Bs jsou
Jordanovy retizky operdtoru f prislusné vlastnim cislim Ay, ..., As. Predpoklddejme
ddle, Ze pro kazdé X € {\1,..., s} je posloupnost pocdtecnich vektori téch tetizki
z B1,...,Bg, které prislusi vlastnimu cislu X\, linedrné nezdvisld. Pak spojeni B =
By, ..., Bs je linedrné nezdvisld posloupnost.

DUKAZ. Pouzijeme indukci podle celkového poétu k vektorii v fetizcich By, . .., Bs.
Pro k = 1 je tvrzeni ziejmé, nebot v tom pfripadé mame jediny Tetizek délky 1 a
jeho pocatecni vektor je nenulovy.

Predpokladame nyni, ze soucet délek tetizkt By, Bo, ..., Bs je k > 1. Indukéni
predpoklad je, ze kdykoliv mame néjaké Jordanovy tetizky C1, Cs, ..., C; operatoru
f o celkové délce mensi nez k a takové, ze pocatecni vektory téch retizkii mezi
C1,Cs, ..., Cy, které prislusi stejnému vlastnimu ¢islu, tvori linedrné nezavislou
posloupnost, pak je spojeni retizku Cy,Co, ..., C; linedrné nezavisla posloupnost.

Oznacime r pocet fetizku prislusnych vlastnimu ¢islu A\; a usporddame si re-
tizky tak, ze vSechny fetizky prislusejici vlastnimu ¢islu A\; jsou na zacatku, tj.

fetizky Bi,..., B, prislusi vlastnimu ¢islu Ay a zbylé prislusi jinym vlastnim ¢is-
lim. Ozna¢me proi=1,...,s
AR i
By = (vi,vy,...,v},) -

Uvazujme skalary af € T (i € {1,...,s}, j € {1,...,k;}) takové, ze
0= ajvi +agvy + -+ aj, vy,
+aiv +a3vE + o+ af,vi,

(1)

S.,S S.,S S S
+a1v1—|—a2v2—|—-~-—|—aksvks .

Potfebujeme ukazat, ze vsechny skalary ag- jsou nulové.
Aplikujeme na obé strany operator f— A1 idy . Vyuzitim linearity, podobné jako
v dukazu véty 9.62, ziskdme

o =a}(f — Aridy)(v]) +ad(f — Aridv)(vd) + - +ab, (f — M idv)(vE,)
+ai(f — M idy)(v]) + a5 (f — Aidy)(v3) 4 -+ + ai, (f — Aridy)(v,)

+ai(f = Aidv)(vi) + a3 (f = Aidv)(v3) + -+ ai (f — Arid)(vi,) -
Definujeme pro pohodli v§ = o. Z definice Jordanova fetizku plati proi € {1,...,r},
jeA{l,... k;} vztah
(f — )\1 idv)(V}) = V;71 .
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Proi>r, je€{l,...,k} mame

(f = A idy)(v))

FOV5) = M)
= ( ) )‘ V + /\ V )\1\’;
(f = Aiidy) (v§) 4+ (A = A1)V}

= v;;l + (N — Al)vé

%
J
4
J

Diilezité je pro nis pouze to, ze vyraz je linedrni kombinaci vektorti v fetizku B’.
Dosazenim do (2) tedy ziskdme

1.1 1.1 1.1
0:a2V1+a3v2+--~+aklvk171

T, T T, T T r
+asvy +azvy + -t ag Vi g

r+1_r+1 r+1 r+1 r r+1
+b1 Vi b5 vy +b7+1 Foin

kde b; jsou skalary, které pochazi ze souctu linearnich kombinaci vektortu v retizku
B z vyrazii pro (f — Ayidy)(vY).

Tento vyraz je linedrni kombinaci vektoru v fetizcich By, BS ..., B., By41,. .., Bs,
kde Fetizek B vznikne z B; odebranim poslednfho vektoru v fetizku B;, muze tak
vzniknout i prazdny retizek, pokud mél néktery z retizkt B; proi = 1,2,...,r délku
1. Poéatecéni vektory v Tetizcich By, Bj...,B.,Byy1,..., By jsou podposloupnosti
pocatecnich vektort v fetizcich By, Bo,...,Bs a ty z nich, které jsou prislusné
stejnému vlastnimu ¢islu A, proto tvori linearné nezavislou posloupnost podle pred-
pokladu véty. Celkovd délka Fetizkt Bj, B, ..., B!, Byi1,...,Bs je o r > 1 mensi
nez celkova délka tetizka By, Bo, ..., Bs, a tedy je mensi nez k. Z indukéniho pred-
pokladu proto vyplyva, ze vsechny koeficienty v posledni linedrni kombinaci jsou
nutné nulové, tj. specialné

éfaé 7a]1ﬁ agz...aﬁ2 = =ay=--=aj =0
Aplikaci operdtoru (f — Aidy) na rovnost (1) pro dalsi vlastni ¢isla A obdobné

ziskame
a =0 kdykoliv i € {1,...s},7 € {2,...,ki}.
Po dosazeni do (1) nyni zbyvaji na pravé strané potencialné nenulové koefcienty
jen u pocatku retizku:
(3) o=ajvi+aivi+ - +ajvi .

Seskupime ¢leny odpovidajici stejnym vlastnim ¢islim a piislusnou ¢ast souctu
odpovidajici vlastnimu ¢islu A oznac¢ime wy, tj.

(4) Wy = Z aivi.

Protoze w) je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A a soucet téchto vektoru je
podle (3) nulovy, jsou tyto vektory vSechny nutné nulové diky vété 9.62 o linedrni
nezdvislosti nenulovych vlastnich vektort ptislusnych riznym vlastnim ¢éislam. Z (4)
a z predpokladu linearni nezavislosti pocatku fetizka By, Bo, ..., B, prislusnych
stejnému vlastnimu ¢islu ziskame konecéné i

1_ 2
ay =ay =

—=o
jen}
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9.4.5. Vypocet retizku. Uvazujme operator f : V — V na konecné gene-
rovaném prostoru V dimenze n a bazi B = Bj,..., Bs slozenou ze Jordanovych
fetizka By, ..., Bs délek kq,. .., ks prislusnych vlastnim ¢islam Ay, ..., As. Pro pre-
hlednost si je usporadame tak, aby Tetizky prislusné stejnym cislim byly pohro-
madé. Reknéme, ze prvnich r odpovidé stejnému vlastnimu é&islu A, tj. A = A\, =

Ag=---=AaX#Aproi>r. Omatme B; = (vi,vh,...,v} )proi € {1,...,s}.
Schematicky:
| Xy | fxidv L fexidy
Vi, P Vi, > Vg A\l o
F=Aidv F=Aidv F=Xidy
Vi, b Ve Vb vy o
f=Asidy f=Asidy f=Asidy
Vi, b VbV vy o
a
[f]g =J= diag(JAhkl, J)\%k.z, ceey J)\svks) .

Za této situace spocitame charakteristicky polynom operatoru f, vlastni ¢isla a
vektory, geometrické ndsobnosti a navic jadra a obrazy operatort (f — \;idy )
prol = 1,2,.... (Zaméfime se na vlastn{ éislo \y = .-+ = A, pficemz vysledky
prirozené budou platit pro vSechna dal$i vlastni ¢éisla.) Tyto poznatky ndm pak
umozni hledat Jordanovy retizky i v situaci, kdy je pfedem neznime.
Charakteristicky polynom p¢(\) operatoru f je roven determinantu matice J —
AI,. Tato matice je horni trojihelnikova a na diagonale ma postupné ki-krat vyraz
(A1 — N), ko-krat vyraz (Ay — A), atd. Charakteristicky polynom je proto roven

AL =N Ay =Nk (N = Nk

Dtsledkem je, ze operator f ma n vlastnich ¢isel véetné nasobnosti a algebraicka
nasobnost vlastniho ¢isla A1 je rovna souctu délek Jordanovych fetizki prislusnych
vlastnimu ¢éislu \q (to jest ky + ko + -+ + k).

Déle vypocitdme jadro a obraz operdtoru f — A1 idy. (Pro predstavu je dobré
sledovat vypocet na konkrétni situaci, viz napf. piiklad 9.94). Jeho matice [f —
A1idy)B vzhledem k bazi B je

J - )\IIn = diag(Jngl, ..

Tato matice mé nulové radky, které odpovidaji pozici koncovych vektoru retizki
By,..., B, v bazi B. Vynechame-li je, dostaneme matici v radkové odstupnovaném
tvaru s (n—r) nenulovymi fadky. Dimenze jadra matice J — A1, je r a také vidime,
Ze mnozina vsech feSeni homogenni soustavy rovnic s matici J — A1 I, je Ker (J —
Mil,) = Span{e;,,...,e; }, kde indexy 41,...,%, odpovidaji pozicim pocéatecnich
vektoru Fetizkt Bl, .. -7Br v bazi B7 t_] il = 1, ig =1+ k‘l, 7;3 =1+ k’]_ + kg, ey
ip=14k + -+ k-—1. Je tedy

[Ker (f -\ idv)]B = Ker (J - /\IIn) = Span {eil )t

s Jo ks Inir—Arkrins - Ire—Arks)

. aeir} )
takze
Ker (f — A1 idy) = Span {v{,v],...,v]} .

Geometrickd nasobnost r vlastniho Cisla A; je tedy rovnd poctu fetizka prislus-
nych vlastnimu ¢islu A\; a jadro operdtoru (f — A;idy) je rovno linedrnimu obalu
pocatecnich vektoru téchto retizki.

Piejdeme k vypocétu obrazu (tj. oboru hodnot) Im (f — Ay idy ) operdtoru f —
A1idy. Obor hodnot matice J — A1, = [f — A1idy]E se rovnd linedrnimu obalu
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sloupcovych vektortu. Sloupce odpovidajici pozicim pocateénich vektoru retizki
Bi,..., B, jsou nulové a zbylé sloupce prislusné kterékoliv z bunék Jy x, pro i =
1,2,...,r obsahuji vektory kanonické béze. Ostatni buriky (pfislusné vlastnim éis-
lim riaznym od A1) jsou horni trojihelnikové matice s nenulovymi prvky na hlavni
diagondle, muzeme je tedy elementdrnimi sloupcovymi tpravami (které neméni ob-
raz) prevést na jednotkové matice. Obraz matice J — A1 I, je tedy roven linedrnimu
obalu téch vektorti kanonické baze, které neodpovidaji pozicim koncovych vektort
fetizkt By, ..., By. Protoze [Im (f — A1idy)]p = Im (J — A1 1,,), je obraz operdtoru
f — Aridy roven linedrnimu obalu vSech vektorti v B kromé koncovych vektort
fetizku By, ..., B,. Mlzeme si predstavovat, ze umazeme jeden vektor z konce kaz-
dého tetizku prislusného vlastnimu ¢islu A;.

PRIKLAD 9.94. Pro \ = Al = Xy = )\3 =1, Ay = 9, ki = 1, ko = 2, kg = 3,
k4 = 2 mame Tetizky

| J-Tidy
Vl > 0

f—7idy

f—7idy

f—T7idy f—7idy

f—9idy f—9idy

Operétor f ma charakteristicky polynom py(\) = (7 — X)5(9 — \)?, vlastni ¢islo 7
algebraické nésobnosti 6 a vlastni ¢islo 9 algebraické nasobnosti 2.
Matice operatoru f — 7idy vzhledem k B je

70000000 000O0O0O0T OO0
07100000 001 000UO00
007 000T00 0000O0O0T OO0
00071000 000O0T10TUO00
== g 0007100 ™=|0o0000100
000O0O0T7O0O0 000O0O0O0T OO0
000O0O0O0O9 1 000O0O0O0?2 1
0000O0O0TUO0 9 0000O0O0TO0 2
Jadro matice J — 7lg je
001 000UO00O0
000O0T1GO0TUO00
Ker| 0 0 00 01 0 0 |=Span{ej,es,eq}
000O0O0O02 1
000O0O0O0TO0 2

a tudiz jadro operdtoru f — 7idy je Ker (f — 7idy) = Span {vi,v%,v}} (linedrni
obal pocétecnich vektortu piislusnych vlastnimu ¢islu 7), jeho dimenze je 3 a je
rovné geometrické ndsobnost vlastniho ¢isla 7, kterd udava pocet retizku prislusnych
tomuto vlastnimu ¢islu.
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Obraz matice J — 71g je
0 00 0

Im =Im = Span {92764,65767,98}

[N eloNoNol S
NO O OO OO
OO OO OO
[ NeNe oo N N
_ O OO O oo
—_— O OO0 o oo

[N eNoNol NoNeNael

OO oo+ OO
OO OoO R OO O
N OO O oo

0 0 0 0

a tudiz obraz operatoru f — 7idy je Im (f — 7idy) = Span {v%, vi,va,vi, v%} (line-

arni obal vsech vektoru v Tetizcich kromé koncovych vektort prislusnych vlastnimu
Cislu 7). A

Nakonec obecndji vypocteme jadro a obraz operatoru (f — Ajidy)! pro 1 > 2.
Jeho matice vzhledem k B je

I 7: 1 l 1 1
(J — /\1[n) - dlag(‘]lea R ']O,kr7 JAT+1—>\1,/§7~+1’ Tt J>\3_>\17ks) :

Tvar prvnich r diagonalnich bunék jsme spocitali v tvrzeni 9.84, tvar ostatnich v
tvrzeni 9.86, ten ale ted nebudeme potiebovat, stac¢i védét, ze v pripadé bunék
piislusnych vlastnim ¢isltim riaznym od Ay vyjdou reguldrni matice (hornf trojihel-
nikové s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle).

Matice (J — AiI,,)! ma nulové fadky odpovidajici pozici I koncovych prvkii
fetizka By,..., B, v bazi B (pokud mé néktery z téchto Tetizkt délku nejvyse I,
pak uvazujeme vsSechny jeho prvky). Vynechdme-li je, dostaneme matici v fadkové
odstuptiovaném tvaru a jadro Ker (J —\; I,,)! matice (J—A;I,,)! je rovno linedrnimu

obalu Span {e;,, ..., }, kde indexy i1, ..., odpovidaji pozicim I pocéteénich vektori
retizka By, ..., B, v bazi B. To znamena, ze

Ker (f — A\ idy)! = Span{v%,...,vll,vf,...,vlz,...,vf,...,vlr} .
(Pro fetizky B; délky mensi nez [ nejsou vektory v};i RPN ,vf definované.) Jadro

operatoru (f — Ay idy)! se rovna linedrnimu obalu I poc¢atecénich vektort z kazdého
Fetizku prislusného vlastnimu ¢islu Ay (z fetizkt délky mensi nez [ bereme vSechny
vektory.)

7Z toho také vyplyva dilezité pozorovani — pocet Fetizku prislusnych vlastnimu
¢islu A, které maji délku aspon [, se rovna

dim Ker (f — Ay idy)! — dim Ker (f — Apidy)' =t .
Obraz operatoru (f — A;idy)! také spoc¢teme obdobné jako v pifpadu [ = 1.

PRIKLAD 9.95. Vratime se k piikladu 9.94. Operédtory (f — 7id)?, (f — 7id)3
maji vzhledem k B matici

0 0

(J=TIs)* = (J—TIg)® =

coocoococoo
coocococoooo
coocoococoo

coocoocoococoo
coocoocococoo
cocoocor~oOoO
ok oococooO
N e Il o Ml e Wi e W e W
coococoocoooo
coocoocococoo
coocoocoococoo
coococococoo
coococoocoooo
coocoocococoo
cwooococoo

Jadra jsou

OO OO OO

—_
@ o

Ker (J—7Ig)* = Span{ey,...,es}, Ker (J—T7Ig)® = Ker (J—7Ig)* = --- = Span {ey, ...

ae6}
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a proto
Ker (f—7id)* = Span {v},v{,v3, v}, va}, Ker (f—7id)® = Span {v{,v},v3,v},v3,vi} .
Obrazy jsou
Im (J—71I3)* = Span {ey, e7,eg}, Im (J—7I3)® = Im (J—7Ig)* = --- = Span {e;, eg}
a proto
Im (f — 7id)? = Span {v?,v‘f,vé} , Im (f — 7id)® = Span {v%,v%} .

Shrneme ziskané poznatky.

TVRZENI 9.96. Je-li f:V — V linedrni operdtor na prostoru V dimenze n a
B bdze vzniklda spojenim Jordanovych retizkiu operdtoru f, pak plati

(1) operdtor f md n vlastnich cisel véetné ndsobnostt,

(2) pro libovolné vlastni cislo A operdtoru f je jeho algebraickd ndsobnost
rovna souctu délek Jordanovych retizki v B prislusnijch vlastnimu cislu X,

(3) pro libovolné viastni éislo X operdtoru f a libovolnél € N je jadro operdtoru
(f —Xidy)! rovno linedrnimu obalu | pocdtecnich vektori z kaZdého vetizku
v B prislusného vlastnimu ¢islu A (z Tetizki délky mensi neZ | bereme
vsechny vektory),

(4) pro libovolné vlastni cislo A operdtoru [ a libovolné | € N je obraz ope-
rdatoru (f — Xidy)!, roven linedrnimu obalu vech vektori v B kromé |
koncovych vektori z Tetizki prislusnygch vlastnimu Cislu A (z Tetizki pri-
slusngjch vlastnimu ¢islu A délky mens? nez | nebereme Zddny vektor).

Specidlné pro libovolné vlastni ¢islo A operdtoru f plati

(5) geometrickd ndsobnost vilastniho ¢isla \ se rovnd poctu retizki v B prislus-
ngch vlastnimu cislu X a prostor My = Ker (f —Xidy) je roven linedrnimu
obalu, pocdtecnich vektoru téchto retizki,

(6) pocet retizki prislusngch vlastnimu ¢islu A délky alesponi | je roven

z = dimKer (f — Midy)" — dimKer (f — Xidy)'™! |

(aby mel vijraz smysl i pro | = 1 definujeme (f — Xidy)? = idy ),
(7) pocet retizki prislusngch viastnimu ¢islu A délky pravé 1 je z; — zj41.

7 prvniho bodu vyplyva nutnd podminka pro existenci Jordanova kanonického
tvaru — operdtor musi mit dostatek vlastnich ¢éisel (véetné nasobnosti). Tato pod-
minka je i dostacujici podle nasledujici veledtlezité véty.

VETA 9.97 (o Jordanové kanonickém tvaru). Je-li f : V — V linedrn{ operdtor
na konecné generovaném wvektorovém prostoru V dimenze n (resp. A ctvercovd
matice Tddu n), pak jsou ndsledujici tvrzend ekvivalentn.

(1) Pro operdtor f (resp. matici A) existuje Jordaniv kanonicky tvar.
(2) Operdtor f (resp. matice A) md n vlastnich disel véetné algebraickijch
nasobnosti.

DUSLEDEK 9.98. Pro kaZdy operdtor f : V. — V na konecné generovaném
prostoru 'V nad télesem komplexnich cisel C existuje Jordanuv kanonicky tvar.

Ditikaz chybéjici implikace odlozime na pozdéji. Poznamenejme, Ze Jordanuv
tvar operdtoru je uréen jednoznaéné v tom smyslu, ze jsou-li matice [f]5 a [f]S
obé v Jordanové tvaru, pak se mohou lisit pouze poradim Jordanovych bunék. To
vyplyva z tvrzeni 9.96, protoze matice je uréena vlastnimi ¢isly A operdtoru, jejich
algebraickou nasobnosti, a dimenzemi podprostorti Ker (f—\idy ). Témto &iselnym
charakteristikim operatoru f fikdme algebraické invarianty operdtoru f.
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Algoritmus pro hledani Jordanova tvaru je mozné odvodit z tvrzeni 9.96. Obecna
diskuze by byla dost neprehlednd, proto ukazeme postup na konktétnich prikladech.

9.4.6. Jordanuv tvar v dimenzi 2. Jediny pripad, kdy mé operator f na
prostoru dimenze 2 dvé vlastni ¢isla véetné nasobnosti a neni diagonalizovatelny, je
pripad kdy f mé vlastni ¢islo A algebraické nasobnosti 2 a geometrické nasobnosti
1. V tom piipadé mame jeden Jordantv fetizek délky 2.

PRIKLAD 9.99. Uvazujme operator f4 na R? uréeny matici

1 -1
=(45)
Charakteristicky polynom je pa(\) = A2+2XA+1 = (A+1)2. Operétor f4 m4 vlastni

¢islo —1 algebraické nasobnosti 2, existuje pro néj proto Jordantav kanonicky tvar.
Spocitame M_; = Ker (fa +id).

(37 ) s (1)

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla —1 je 1. Operator neni diagonalizovatelny a
budeme proto hledat Jordaniv fetizek délky 2

fa+id fa+id
Vo A\ A o .

Vektor vy zvolime jako libovolny nenulovy vlastn{ vektor, napifklad v; = (1,2)7.

Podle tvrzeni 9.96 je Im (f4 +id) = Ker (f4 +id) = Span {v; }, takZe specidlné
vi € Im (f4 +id), proto muzeme vzdy pocatecni vektor vi doplnit vektorem vo tak,
aby platilo (fa + id)(v2) = v1. Pro takovy vektor vy plati

. 2 -1 1 . . 0
(A +id)vy = vy, <4 _2)V2—<2), Zvohmenapr.v2_<_1)

Podle véty 9.93 o linedrni nezavislosti zobecnénych vlastnich vektort je B = (vy,va)
béze (v takto malém piipadé to vidime okamzité, ve vétsich dimenzich uz to tak
ziejmé nenf). Matice operdtoru fa vzhledem k bazi B je

[fa)E = ( Bl _11 )

9.4.7. Jordantiv tvar v dimenzi 3. Pro nediagonalizovatelny operator na
prostoru dimenze 3 s tfemi vlastnimi Cisly vcéetné ndsobnosti miZzou nastat nasle-
dujici moznosti.

A

(1) Operator f mé dvé riznd vlastni ¢isla A1, A2, kde A; mé algebraickou (i
geometrickou) ndsobnost 1 a A2 mé algebraickou ndsobnost 2, zatimco
geometrickou nasobnost 1. V tom pripadé mame jeden Tetizek délky 1
prislusny A; a jeden retizek délky 2 prislusny As:

f=Xidy
Vi —— o0
v%f Agidy v%f Agidy .

(2) Operator f ma vlastni ¢islo A algebraické ndsobnosti 3 a geometrické na-
sobnosti 2. Pak mame dva fetizky prislusné vlastnimu ¢islu A a tim padem
nutné jeden z nich ma délku 1 a druhy ma délku 2:

| fxidy
Vi —— 0
, Iy

o .
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(3) Operator f m4 vlastni ¢islo A algebraické ndsobnosti 3 a geometrické na-
sobnosti 1. Pak mame jeden fetizek délky 3:

F=Xidy

F—idy
: vy |

f—Aidy
V3 ¢ '

Vo b

o .

PRIKLAD 9.100. Uvazujme operdtor f4 : R? — R3 uréeny matici

-1 0 1
A= 0 -1 0
-4 0 3

Charakteristicky polynom operatoru fa je pa(A) = A3+ X2+ X —1=—(\—
1)2(X\ + 1). Vlastn{ ¢fsla operatoru A jsou 1 (algebraickd ndsobnost je 2) a —1
(s algebraickou ndsobnosti 1), existuje pro néj Jordantuv tvar. Pi{slusné prostory
vlastnich vektortu jsou

-2 0 1 1
M; =Ker(fs—id)=Ker| 0 -2 0 | =Span 0 ,
-4 0 2 2

0
M_; =Ker (fa +id) = Span 1
0

Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla 1 je 1, takze operator neni diagonalizovatelny
a Jordanovy fetizky budou tvaru

fa+id
Vi — 0

fa—id 9 fa—id

2 ,
v o

Vo

Za vektor v} zvolime libovolny nenulovy vektor z M_q, napt. vi = (0,1,0)7. Za
vektor v# zvolime libovolny nenulovy vektor z My, napt. v = (1,0,2)7, protoze
(podobné jako v piikladu 9.99) z tvrzen{ 9.96 plyne, Ze v3 € Im (f4 — id), takZe
fetizek mizeme doplnit. Resenim soustavy

-2 0 1 1
(A-L)ws=vy, ti.[ 0 -1 0 |vi=|[ 0
-4 0 2 2

najdeme napifklad vektor v3 = (0,0,1)T. Podle véty 9.93 je B = (v}, v?,v3) bazi
prostoru R>. Matice operatoru f4 vzhledem k B je

-1 0 0
[falf={ 0 11
0 0 1
A
PRIKLAD 9.101. UvaZzujme operator f4 : R? — R? uréeny matici
2 2 —4
A= 0 0 O
1 1 =2
Charakteristicky polynom operdtoru fa vyjde pa(A) = —M3. Operdtor f4 ma

vlastni ¢islo 0 algebraické nasobnosti 3, existuje pro néj Jordanav tvar. Prostor
vlastnich vektoru pfislusnych nule je

My =Ker (fa —0id) = Ker f4 = Ker A = Span 0 1, 1
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Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla 0 je 2, proto operator neni diagonalizova-
telny, budeme mit dva Jordanovy fetizky tvaru

1 fa

Vi —— 0
2‘fA 2lfA
V5t Vi 0.

Podle tvrzeni 9.96 je Im f4 = Span {v%} a Ker f4 = Span {v%,v%}. Pti hledéni
vektoril v fetizku postupujeme od pocatku nejdelstho Fetizku. Vektor v? zvolime
v Im fa, napf. v3 = (2,0,1)7. Pak je v € Ker fa. Doplnime v? na bézi (v3,v1)
prostoru Ker f4, tieba vektorem vi = (—1,1,0)7. Nakonec najdeme v3 tak, aby
fa(v3) = v2. To musi jit, protoze v? € Im fa. ReSenim rovnice AvZ = v je napii-
klad vektor vZ = (1,0,0)7.

Pocétky fetizkt tvori linedrné nezdvislou posloupnost (tak jsme je zvolili), takze
podle véty 9.93 je B = (v1,v?,v3) baze prostoru R3. Matice operatoru f4 vzhledem
k B je

0 00
[falf=1{0 01
0 0 O
A
PRIKLAD 9.102. UvaZzujme operator f4 : R® — R? uréeny matici
-1 0 0
A= 1 1 —4
1 1 -3
Charakteristicky polynom operatoru fa je pa(A) = —(\ + 1)3, mame jedno vlastni
¢islo —1 algebraické nasobnosti 3.
0
M_; =Ker (fa +1id) = Ker (A + I3) = Span 2
1

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla —1 je 1. Operator f4 neni diagonalizovatelny,
existuje pro néj Jordantv tvar a piislusnd baze B bude obsahovat jeden fetizek

fa+id fa+id fa+id
V3 t Vo Vit o .

Podle tvrzeni 9.96 je Ker (fa 4+ id) = Im (fa + id)? = Span{v}, takZe za pocs-
tek muzeme zvolit libovolny nenulovy vektor v tomto prostoru, napriklad vi =
(0,2,1)T. Vektor vo musime zvolit tak, aby (fa + id)(ve) = vi a aby lezel v
Im (fa +id), abychom pak mohli nalézt vektor vs. Prvni podminka je

0 0 O 0
(A + id)Vg =V, 1 2 —4 Vo = 2
1 1 -2 1

Resenfm soustavy je (0,1,0)” +Span {(0,2,1)7} = (0,1,0)” +Ker (A+id). Nektery
z takovych vektort lezi v Im (f4 +id), protoze ale Ker (f4 +id) C Im (f4 +id) (viz
opét tvrzeni 9.96), kazdy z téchto vektoru lezi v Im (fa + id). Druhd podminka je
splnéna v tomto pifpadé automaticky a miizeme zvolit tfeba vy = (0,1,0)7. (Pokud
bychom meéli vice fetizkt, neplatilo by Ker (f —Aid) C Im (f — Aid), takZe volba by
nemohla byt libovolnd.) Nakonec najdeme vektor vs, aby (f4 +id)vs = vo. MiZeme
vzit napiiklad vz = (—1,1,0)7.
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Podle véty 9.93 je B = (vi,va,v3) baze prostoru R®. Matice operatoru fa
vzhledem k B je

pag={ 0 -1 1

A

9.4.8. Jordanuv tvar ve vyssich dimenzich. Do dimenze 3 je mozné o
poctu a délkach Tetizku rozhodnout pouze z algebraickych a geometrickych nésob-
nosti. Stejné je tomu v dimenzi 4 kromé pripadu, ze ma operator vlastni ¢islo A
algebraické nasobnosti 4 a geometrické nasobnosti 2. Pak mé bazi ze dvou Jorda-
novych fetizkl, nevime ale, jsou-li oba délky 2, nebo jeden z nich délky 1 a druhy
délky 3.

PRIKLAD 9.103. Uvazujme operdtor f4 : R* — R* pro matici
0 -1 0

1 0 -1
0 -1 0
1 0 -1

1
0
A= 1
0

Vypoctem charakteristického polynomu zjistime, ze fs ma jediné vlastni ¢islo 0
algebraické nasobnosti 4. Prostor vlastnich vektori prislusnych vlastnimu ¢islu 0 je
0 1

1 0

My = Span o |1 1

1 0

Geometrickd ndsobnost nuly je 2, takZe hledand béze B, vzhledem ke které je [f]5 v

Jordanové tvaru, bude spojenim dvou fetizku prislusnych vlastnimu ¢islu 0. Nevime,
ale budou-li jejich délky 1,3 nebo 2, 2. Vypocteme proto jesté jadro operdtoru (fa —
0id)2.

Ker (fa — 0id)? = Ker A? = Ker 044 = R*

Dimenze jadra operatoru (f4 + 0id)? je o 2 vySsi nez dimenze jadra operdtoru
(fa + 0id), takze podle tvrzeni 9.96 budou v B pravé 2 fetizky délky alespon 2.
Tim padem je B spojenim fetizku

1 fa 1 fa
\D o o
9 fa 2 fa
V5 Vit o

Protoze (opét podle tvrzeni 9.96) je Im f4 = Ker f4 = Span {v%,v%}, muzeme za
vi, v? zvolit libovolnou bazi Ker f4, napiiklad vi = (0,1,0,1), v = (1,0,1,0), a pak
nalézt vektory vi a v3 tak, aby fa(vi) = vi a fa(v3) = v3, tieba v} = (0,1,0,0)T
avi=(1,0,0,00T. Pak B = (vi,v},v?,v3) je podle véty 9.93 baze prostoru R* a
plati

[f15 =

o o oo
S oo
o O oo
o = o o
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PRIKLAD 9.104. Uvazujme operdtor f4 : R* = R* pro matici

5 0 0 -1
0 -1
3 0
-1 4

A:

=

1
0
0

Charakteristicky polynom vyjde pa(\) = (XA — 4)4, operator f4 ma vlastni &islo 4
algebraické nasobnosti 4.

10 0 -1 1

. 10 0 -1 0

My = Ker (fa—4id) = Ker (A—41,) = Ker 01 -1 0 = Span 0
01 -1 0 1

Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla 4 je 2. Operator bude mit dva fetizky.
Abychom zjistili jejich délky, spoéitdme Ker (f4 — 4id)?.

1 -1 1 -1 1 —1 1
Ker (fa—4id)? = Ker 1 :1 1 :} = Span 8 , (1) , (1)
1 -1 1 -1 1 0 0

Dimenze je o 1 vysSi nez dimenze Ker (A — 41,), takZe podet Tetizku délky alespoi
2 je 1. Hledané béze B je tedy spojenim fetizku délky 1 a fetizku délky 3.
fa—4id
Vi — 0
fa—aid ) fa-did

fa—4id
\D) F

Vit

\E o.

Protoze Im (f — 4id)? = Span {v%}, zvolime vektor v? v tomto prostoru, napi.
v = (1,1,1,1)". Je Ker (f — 4id) = Span {v},v}}, doplnime vektor v§ na bézi
prostoru Ker (f — 4id), napifklad vektorem vi = (1,0,0,1)7.

Vektor v3 musime zvolit tak, aby (fa — 4id)(v3) = v} a aby v3 € Im(fa —
4id) (druhou podminku jiz nemuZeme ignorovat jako v predchdzejicim prikladu).
Mnozina viech feseni soustavy (A —41,)v2 = (1,1,1,1)T je

1 1 0
1 0 1
0 + Span o |11
0 1 0

Obraz operatoru f4 — 4id je linedrni obal sloupct matice A — 41y, ktery se rovné
Span {(1, 1,0,0)7,(0,0,1, 1)T}. Obé&ma podminkdm vyhovuje napiiklad vektor v3 =
(1,1,0,0)T. Nynf uz staéf vzit libovolny vektor v3 tak, aby platilo (fa—4id)v3 = v3,
napt. v = (1,0,0,0)7.

Podle véty 9.93 je B = (vi,v%,v3,v%) baze. Vzhledem k B m4 operédtor f matici

4 0 0 0
5 [o0o4 10
0 0 0 4

Na prikladu si rozmyslime postup v jesté vyssi dimenzi.
PRIKLAD 9.105. Operétor f : V — V na prostoru V dimenze 15 spliiuje nésle-
dujici podminky.
(1) f m4 vlastni ¢islo 31 algebraické ndsobnosti 11 a vlastni ¢islo 47 alge-
braické nésobnosti 4,

)

O~ Rk O
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(2) dimKer (f — 31id) =4, dimKer (f — 47id) = 2
(3) dimKer (f —31id)? = 7, dimKer (f — 47id)? =
(4) dimKer (f —31id)? =
(5) dimKer (f —31id)* = 11.
Rozmyslime si, 7e existuje baze B, pro které je [f]5 v Jordanové tvaru, z jakych
blokii se [f]5 sklad4 a jak bychom takovou bézi hledali.

Z prvni podminky vidime, Ze pro f existuje Jordantuv kanonicky tvar, celkovy
pocet vektori v Fetizcich prislusnym vlastnimu ¢islu 31 je 11 a celkovy pocet vektort
v Tetizcich prislusnych vlastnimu ¢islu 47 je 4.

Zamérime se nejprve na vlastni ¢islo 47 a prislusné fetizky. Z druhé podminky
vyplyva, ze Tetizky jsou 2, takze zbyvaji dvé moznosti: délky 1, 3, nebo délky 2,2.
Ze tiet{ podminky mame dim Ker (f —471id)? —dim Ker (f —47id) = 1, takZe mame
pravé jeden fetizek délky alespoti 2, coz vylu¢uje prvni moznost. Retizky piislusné
vlastnimu ¢islu 47 tedy budou

| faTid
Vi —— 0

f—47id f—47id f—47id

Vi ! Ve v o

Pocet tetizki pro vlastni ¢islo 31 je podle druhé podminky 4. Ze treti podminky
méame dim Ker (f — 31id)? — dim Ker (f — 31id) = 3, takZe tii fetizky maji délku
alespont 2. Moznosti délek jsou 1+2+2+6,1+2+3+5,14+24+4+4,1+3+3+4.
Z predposledni podminky vime, Zze pocet Fetizki délky alespori 3 je 2 (protoze
dim Ker (f —31id)? —dim Ker (f —31id)? = 2). Zbyvaji dvé moznosti 1+2+3+5a
1424444, prvni moznost vylucuje posledni podminka. Retizky piislusné vlastnimu
¢islu 31 jsou
f—31id
Vi —— 0
f—3t1id f—31id

f-8tid o f-31id  _ f-3lid _ f-3lid
A vy v b A\l o)

6 ‘f73lid 6 lf731id G lf731id G lffSIid
A Vg \oN A\l o

Vzhledem k bazi B slozené z téchto retizku bude
[f15 = diag(Juz,1, Jaz,3, J31,1, J31,2, Ja1.4, Ja1.4) -

Retizky bychom opét hledali od pocatki. Zaméifme se na vlastni éislo 31. Protoze
Im (f — 31id)® N Ker (f — 31id) = Span {v},v$}, vektory v{,v{ bychom zvolili
tak, aby tvofili bazi tohoto pruniku. Tyto dva vektory bychom doplnili vektorem
v} do baze prostoru Ker (f —31id) NIm (f — 31id). A vektory v{, v}, v¢ doplnili
vektorem v§ do baze prostoru Ker (f — 31id). Pak bychom pro kazdy pocéatecni
vektor postupné doplnili zbylé vektory do fetizku. Rozmyslime si tieti z fetizk.
Vektor v3 bychom zvolili tak, aby (f —31id)(v3) = v} a zaroven v3 € Im (f —31id)?
(druhd podminka je nutna, abychom mohli pokracovat). Déle vektor v§ bychom
zvolili tak, aby (f — 31id)(v]) = v5 a v§ € Im(f — 31id). Kone¢né vektor v}
bychom zvolili tak, aby (f — 31id)(v]) = v3.

Podobné bychom posupovali pro dalsi fetizky a druhé vlastni ¢islo 47. A
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9.4.9. Re3eni spojitého dynamického systému. V odstavci 9.3.6 jsme ukazali, jak vyfesit spojity
dynamicky systém x’(t) = Ax(t) v ptipadé, Ze A je diagonalizovatelnd matice. Redeni spocivalo v tom,
Ze jsme plivodni soustavu prevedli na soustavu y’(t) = Dy(t), kde D je diagonélni matice, a takovou
soustavu jiz umime Fesit. Stejny postup lze pouzit pro matici podobnou matici v Jordanové tvaru,
ziskdme soustavu y’(t) = Jy(¢), kde J je v Jordanové tvaru.

Zopakujeme tento postup. Predpokladejme, Ze pro fa existuje Jordantv kanonicky tvar. Pak
umime najit matici J v Jordanové tvaru a regularni matici R takovou, e J = R~ AR. (Pfipomefime,
ze R je matice pfechodu od baze B tvofené spojenim Jordanovych fetizki matice A ke kanonické bazi
a J =[fa]5.) Upravou dostaneme A = RJR™! a rovnici mizeme ekvivalentn& prepsat

x'(t) = RJRx(t)
R™X'(t) = JR !x(t) .
Definujeme y(t) = R™'x(t) a dostaneme
y'(t) = Jy(t) -
Ptivodni funkce x(t) dopolteme ze vztahu x(¢) = Ry(%).

Stadi tedy umét Yesit spojité dynamické systémy tvaru y’(t) = Jy(t), kde J je matice v Jordanové
kanonickém tvaru. Pro diagonalni matici J jsme v 9.3.6 ukazali, Ze feSenim

y1(2) A1 0 ... 0 y1(t)
y5(t) 0 A2 ... 0 y2(t)
Yn(t) 0 0 ... X Yn(t)
funkce
y1(t) y1(0)eM M0 0 y1(0)
ya(t) y2(0)er2t 0 er2t . 0 y2(0)
yn (t) yn(0)ern? 0 0 ... et yn (0)

Ukazeme si feseni v pripadé Jordanovy bunky fadu 2

(5)-C D) (3)
Y (t) 0 A y2(t)
Redime tedy spojity dynamicky systém
Y1 (t) = A1 (t) + y2(t)
Yo (t) = Aya(t) -
(V ¥edi operatordl, y2(t) je vlastnim vektorem operatoru derivovani, y1(t) je zobecnénym vlastnim
vektorem.) Z druhé rovnice mame ya(t) = y2(0)e*. Dosazenim do prvni rovnice dostavame
i (8) = My () +y2(0)e™
coz prepiseme do tvaru
YA () = Ay () = y2(0)e™
Funkci y1(t) najdeme pomoci nasledujiciho triku — napiSeme si ji jako soucin y1(t) = u(t)v(t) dvou
jinych funkci. Po dosazeni do predchozi rovnosti a pouziti vzorecku pro derivaci soudinu dvou funkci
dostaneme
u (#)v(t) 4+ u(t)v' (£) — Au(t)v(t) = y2(0)er
neboli
u/ ()v(t) + u(t) (' (t) = M(t) = y2(0)e .
Funkci v(t) zvolime tak, aby byla zavorka na levé strané rovna 0, tj. tak aby platilo v’(t) = Av(t) pro
kazdé t € R. Jednou z moznosti je zvolit v(t) = e**. Tim se posledni rovnice redukuje na
’U,l(t)e)‘t — yQ(O)eAt
a tedy
/() = y2(0) -
Pro libovolnou konstantu d funkce u(t) = y2(0)t + d spliiuje posledni rovnici, takze
y1(t) = u()v(t) = (y2(0)t 4+ d)e™ = y2(0)te™ + dert.
Dosazenim ¢ = 0 vyjde y1(0) = d. Dostali jsem tak, ze musi platit

y1(t) = y2(0)te + y1 (0)eM .



9.4. JORDANUV KANONICKY TVAR 365

Reenim spojitého dynamického systému

jsou tedy funkce

yi(t) \ _ [ y2(00teM £ y1(0)eM N\ _ [ eM teM y1(0)
(i )= (@™ )= (% o) ()

Uvedenym postupem jsme nasli véechna mozna Feseni (y1(t),y2(t))T. Jednoznaénost funkce
y2(t) = y2(0)e* jsme si ukazali uz v tvrzeni 9.7. Pokud jde o jednoznaénost funkce y1(t), miZeme
se o ni presvéddit také pfimo podobné jako v tvrzeni 9.7. Staéi spoditat, ze pro kazdou funkci f(t)
spliiujici rovnost f/(t) = Af(t) 4+ y2(0)e* a £(0) = y1(0) je derivace funkce (f(t) — y2(0)te t)e=*
rovna 0.

PRIKLAD 9.106. VyfeSime spojity dynamicky systém

( x (t) :A( z1(t) ):< 1 -1 z1(t)
x5 (t) z2(t) 4 -3 z2(t)
s pocateéni podminkou z1(0) = 3,22(0) = 4. V piikladu 9.99 jsme vypocetli, Ze vzhledem k bazi
=((1L,2)7,(0,-1D)T) je [f]§ = J-1,2, tj. plati
_ —1 _ -1 1 _ B _ 1 0
A= RAR ,kdeJ—( 0 71)3R—[1d}K—(2 71)

Plvodni soustavu si prepiSeme do tvaru

(26 ) == L) (n8)

a poté
() =05 L) (a0)
Oznaéime-li
(0 )=r(00)

plati

(0 )=(5 4)(ni)
Regenim je

(O)= (5 ) ()
takze

(20 )=m(n )=r(% =) (00)
=r(% ) (n)

(5 5% S (s L))
(3

et 4+ 2te—t
de~t + 4tet

PRIKLAD 9.107. T¥i chemikdlie E, F, G spolu reaguji podle schématu
E—F—G .

To znamend, ze E se pfi reakci méni na F' a F' se méni na G. Rychlost premény je pfimo imérna
koncentraci, pro jednoduchost bude v nasi reakci koeficient imérnosti rovny 1. Na zadatku, v case
t = 0, bude pfitomna pouze chemikalie EZ. Zajima nas, jak se budou koncentrace vSech tfi chemikalif
vyvijet v Case.
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Oznaéme x(t) = (zp(t),zr(t), za(t))T vektor koncentraci v ase t. Z popisu reakce vyplyva, ze
koncentrace spliuji

2 (t) = —2p(t)
Tpll) = 2 (t) — 2r (1)
2o (t) = ar () .

Navic vime, Ze x(0) = (1,0,0)T. Maticové zapsidno mame

-1 0 0 1
x'(t) = Ax(t), kde A = 1 -1 0 |},x(0)=1] 0
0 1 0 0

Nynf jiz staéi aplikovat probrany postup. Zjistime, ze matice A se rovna

0 -1 0 -1 1 o0
A=RJR™ ', kdeR=| -1 1 o0 |, J= 0 -1 0
1 0 1 0 0 0

(R je matice pfechodu od baze B tvorené spojenim Jordanovych Fetizkl ke kanonické bazi a J =
[fa]B.) Oznadime y(t) = R~1x(t) a piivodni soustavu prepigeme do tvaru

-1 1 0
YO =Jy®)=| 0 -1 0 |y
0 0 0

y(t) = 0 et 0 |y0)
0 0 e
Z toho
et tet 0 et
x®)=R|[ 0 et 0 |Rx0) = te~t
0 0 % —e"t—te"t+1

Koncentrace chemikalii E, F,G v &ase t tedy bude zg(t) = e™¢, zp(t) = te™t, zg(t) = —et —
te™t + 1.

1.0

0.8

0.6

X(t)

04

0.2

0.0

© =
N
N
o
©
5

OBRAZEK 9.12. Grafy priib&hu koncentraci jednotlivych chemikalif.
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Poznamenejme, Ze obecnéji pro Jordanovu buriku Jy , jsou feSenim spojitého dynamického sys-
tému y'(t) = Jx ny(t) funkce

A N t2 A "l A
y1(t) et qrett grett e v1(0)
y2(t) 0 eMt %e” . ﬁe’\t y2(0)
Yn—1(t) o 0 Y Lone Yn—-1(0)
yn(t) 0 0 .0 At yn (0)

Stadi k tomu pouzit indukci podle n a v indukénim kroku stejny trik jako v pfipadé Jordanovy buriky
fadu 2.

9.4.10. Invariantni podprostory. Invariantni podprostory operatoru f jsou
podprostory, které operator f zachovava v nasledujicim smyslu.

DEFINICE 9.108. Je-li f:V — V linedrni operator na vektorovém prostoru V,
pak podprostor W < V nazyvame invariantni podprostor operdtoru f, pokud plati
pro kazdy vektor x € W, Ze také f(x) € W.

Invariantni podprostor ¢tvercové matice A definujeme jako invariantni podpro-
stor operatoru f4 urcéeného matici A.

PRIKLAD 9.109. Kazdy operdtor mé dva trividlni invariantni podprostory {o}
aV.

Z geometrického nédhledu vidime, Ze rotace v R? o thel «, ktery neni ndsobkem
m, ma pouze trividlni invariantni podprostory.

Osovéa soumérnost v R? podle piimky Span {v} m4 kromé trivialnich podpro-
storii jesté dva invariantni podprostory: Span{v} a v' (ortogondlni doplnék je
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu souéinu.)

Pro rotaci v R?® kolem pifmky Span {p} jsou Span {p} a p invariantni pod-
prostory. Rotace o m ma jesté dalsi invariantni podprostory.

Kazdy podprostor prostoru V je invariantnim podprostorem operatoru id a
také operatoru Aid pro libolny skalar . A

TVRzENT 9.110. Pro kaZdy linedrni operdtor f : V. — V jsou ndsledujici pod-
prostory V invarianini podprostory operdtoru f:

(1) Ker(f),

(2) Im (f),

(3) podprostor Span{u} generovany libovolngm nenuloviym vlastnim vektorem
u operdtoru f,

(4) obecnéji, podprostor Span{viy,...,vi} generovany Jordanovgm fetizkem
(Vi,...,Vk) operdtoru [ prislusngm vlastnimu ¢islu X.

DUKkAz. Body (1) a (2) jsou trividlni. Bod (3) je specidlnim pfipadem bodu
(4).
Pro dikaz (4) uvazujme libovolny vektor x = a;vy + - - - + agvg. Jeho obraz je
po upravé
f(x) = a1 f(vi)+asf(ve)+- - Farpf(vi) = a1 Avi+as(Ave+vi)+- - Fap(Avi+vi_1) .
Vyraz na pravé strané jde vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru vy, . .., vy, takze
skuteéné f(x) € Span {vy,...,vi}. O
Dalsi invariantni podprostory muzeme ziskat pruniky a soucty invariantnich
podprostort.

TVRzENT 9.111. Jsou-li U a W dva invariantni podprostory operdtoru f : V —
V, pak jsou podprostory UNW a U+ W rovnéz invariantnimsi podprostory operdtoru

1.
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DUkAz. Je-lix € UNW, pak f(x) € U, protoze U je invariatni, a f(x) € W,
protoze W je invariantni. Z toho plyne f(x) e UNW.

Je-li x € U + W, pak existuji vektory u € U, w € W takové, ze x = u+ w.
Z invariance U a W vime, ze f(u) € U a f(w) € W, proto f(x) = flu+w) =
flu)+ f(w) e U+ W. O

Z predchozich dvou tvrzeni vyplyva, ze linearni obal spojeni libovolného poctu
Jordanovych retizkd néjakého operdtoru je jeho invariantnim podprostorem.

Je-li W invariantni podprostor operatoru f, pak zazeni g = f|w operdtoru f
na podprostor W je linedrni operator na prostoru W. Je zirejmé, ze kazdé vlastni
¢islo operdtoru g = f|w je vlastnim éislem operdtoru f a kazdy vlastni vektor
operdtoru g je také vlastnim vektorem operdtoru f (piislusny stejnému vlastnimu
¢islu). Dokédzeme silnéjsi tvrzeni. Metodu dukazu jsme pouzili uz v dukazu véty o
tom, Ze geometrickd nasobnost libovolného vlastniho Cisla operdtoru f je nejvyse
rovné jeho algebraické nasobnosti.

TVRZENI 9.112. Bud f : V — V linedrni operdtor na konecné dimenziondlnim
prostoru 'V nad télesem T a W < V invariantni podprostor operdtoru f. Potom
charakteristicky polynom zuzZeni g = f|w operdtoru f na podprostor W déli charak-
teristicky polynom operdtoru f.

DUKAZ. Zvolme néjakou bazi C' = (vq,...,vy) podprostoru W a dopliime ji na
bazi B = (v1,...,Vk, Vkt1,...,Vy,) prostoru V. Pro kazdy vektor v;, j = 1,...,k
plati f(v;) € W, nebot W je invariantni podprostor operatoru f. Vyjadteni [f(v;)]s
vektoru f(v;) v bazi B proto bude mit slozky k + 1,...,n nulové a vektor tvofeny
prvnimi k slozkami bude rovny [g(v;)]c. Matice [f]5 operdtoru f vzhledem k bazi

B ma potom blokovy tvar
A FE
B _
[f]B - < 0 F ) s

kde A = [g]S, F je néjakd ¢tvercova matice fadu n—k a E je matice typu k x (n—k).
Potom
A— ) E
B _ k
pr(A) = det([f]B —AI,) = det(A—Ag) det(F — A,,—x) a py(\) = det([g]S — AI,,) =
det(A — AIj). Takze py(A) skutecné déli ps(A). O

Formulujeme dtlezity dtsledek.

DUSLEDEK 9.113. Necht f : V — V je operdtor na prostoru V dimenze n a
W je invariantni podprostor operdtoru f dimenze k. Pokud md operdtor f prdave
n vlastnich cdisel véetné ndsobnosti, pak md operdtor g = flw : W — W prdvé k
vlastnich cisel véetné ndsobnosti.

DUKAZ. Bez ditkazu pouzijeme tvrzeni, které dokdzete v kurzu algebry — po-
kud se polynom rozkldada na linearni faktory, pak se na linearni faktory rozklada i
libovolny jeho délitel.

Pokud ma operator f pravé n vlastnich Cisel vCetné nasobnosti, pak se jeho
charakteristicky polynom py(X) rozkldda na linedrni faktory. Polynom p,()) podle
pfedchoziho tvrzeni déli polynom p¢(A), z toho vyplyva, ze se py(\) rovnéz rozklada
na linearni faktory, operator g méa tedy k vlastnich ¢isel véetné nasobnosti. O

PRIKLAD 9.114. Uvazujme operator f = f4 : R3 — R3 uréeny matici

-1 0 1
A

Il
)
|
[t
)
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Ukézeme, ze W = Span {u,v} = Span {(0,1,0)",(1,1,2)7} je jeho invariatni
podprostor. Plati f(u) = (0,—1,0)" a f(v) = (1,—1,2)T. Obrazy obou generétorii
jsou linedrni kombinace vektoru u, v:

flu)=—-u, f(v)=-2u+v.

Z toho vyplyva, ze kazdy vektor z W se zobrazi do W: Je-li totiz x = au + bv,
pak f(x) = af(u)+bf(v). Podprostor W je tedy invariantni podprostor operatoru
f. (Operator fa je shodny s operdtorem v piikladu 9.100, podprostor W je rovny
linedrnimu obalu vlastnich vektori.)

Podivejme se jesté na operator g = f|yw . Jeho matice vzhledem k bézi C' = (u, v)

ae=( % 1)

Charakteristicky polynom operdtoru g je pg(A) = (A —1)(A+ 1) a pFislusné vlastni
podprostory jsou

o =swon{( 1)}, oo -sen{ (1))
neboli

M; = Span {—u + v} =Span {(1,0,2)"}, M_; = Span{u} = Span {(0,1,0)"}
Matice operatoru g vzhledem k bazi D = ((1,0,2)T,(0,1,0)T) je

[9]B=<(1) _01>

Geometricky, operator g je reflexe podle primky Span {(1, 0, 2)T} ve sméru primky

Span {(0, 1, O)T}. To ndm dava predstavu, jak operator f ,vypadd® v roviné W.
Pro ilustraci pfedchoziho tvrzeni jesté uvedme, Ze pr(A) = —(A — 1)2(A + 1).

Polynom py(A) skuteéné déli polynom ps(X). A

je

Na zaveér si jesté vSimneme, zZe mnozina operatori, pro které je dany podprostor
W prostoru V invariantni, je uzaviend na s¢itani a nasobeni skalarem.

TVRZENI 9.115. Necht'V je vektorovy prostor, W jeho podprostor, f, g linedrni
operdtory na V a t € T. Pak plati:

(1) Je-li W invariantni podprostor operdtori f i g, pak je W invariantni
podprostor operdtoru f + g.

(2) Je-li W invariantni podprostor operdtoru f, pak je W invariantni podpro-
stor operdtoru tf.

DUKAZ. (1). Je-llix € Wa f(x) € W, g(x) € W, pak (f+9)(x) = f(x)+g(x) €
w.
(2). Je-llixe W a f(x) € W, pak (¢f)(x) = t(f(x)) € W. O

Napriklad, je-li W invariatni podprostor operatoru f, pak je také invariantnim
podprostorem operdtoru f — Aid pro libovolné A € T.

9.4.11. Diikaz véty o Jordanové kanonickém tvaru. Nyni dokdZeme chybéjici implikaci ve vété 9.97
o Jordanové kanonickém tvaru. Predpokladejme, ze V je konecné generovany prostor dimenze n a
f : V= V je linedrni operator, ktery ma n vlastnich &isel véetné algebraickych nasobnosti. Chceme
dokazat, ze pro operator f existuje Jordantiv kanonicky tvar.

Vétu dokadzeme tak, Ze najdeme bazi V, kterd je spojenim Jordanovych fetizkil operatoru V.
Postupovat budeme indukci podle dimenze n.

Je-li n = 1, matice f vzhledem k jakékoliv bazi B prostoru V ma ¥ad 1 a je tedy Jordanovo
bunkou a baze B je tvorena jednim Jordanovym fetizkem délky 1. Predpokladejme, ze n > 1 a ze
tvrzeni plati pro vSechna mensi n.
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Oznaéme A libovolné vlastni &islo operatoru f a pro prehlednost oznaéme g = f — A\id. Pak
dim(Ker g) > 0 (protoze prostor Ker g je tvoren vlastnimi vektory operatoru f p¥islusnymi vlastnimu
&islu X) a podle véty o dimenzi jadra a obrazu je dim(Img) = n — dim(Ker g) < n.

Podprostor Im g je podle tvrzeni 9.110 invariantnim podprostorem operatoru g, takze také ope-
ratoru f = g + Aid (viz tvrzeni 9.115). Charakteristicky polynom ziZeni h operatoru f na Img déli
charakteristicky polynom operatoru f, a ten ma n vlastnich ¢isel véetné nasobnosti. Operator h ma
podle disledku 9.113 dim Im g vlastnich &isel véetné nasobnosti, takze na néj mizeme pouzit indukéni
predpoklad. Existuje tedy baze C prostoru Im g, ktera je slozenim Jordanovych fetizkii operatoru h (ty
jsou samorejmé rovnéz Jordanovymi fetizky operatoru f). Jordanovy fetizky pFislusné vlastnimu &islu
A oznacime podle schématu

g g g g
vil ' ca v% ' v% ' o
, 9 g - g - g
Vi, * . vy vyt o
(V bazi C mohou byt jesté fetizky pfislusné jinym vlastnim &islam.) Poéateéni vektory v%, wey V] tvori
linedrné nezavislou posloupnost v Ker g, doplnime tyto vektory na bazi (v}7 SV prostoru Kerg.
Pro kazdé ¢ = 1,...,r lezi koncovy vektor v}ci v prostoru Im g, existuji proto vektory V;’w+1 takové,
¥ i 7 , < . v s e
ze g(vki_‘_l) = Vj,- Tim n3m vznikne soubor fetizkii
g g g g g
1 \ 1, , 1 1,
Vi1 ' Vi, ! Aol vy o
- g - g g - g g
V41 Vi, .. ) vl o

vi ——— o

plus fetizky v bazi C, které prislusi jinym vlastnim &islim. Zkonstruovali jsme novou posloupnost B,
ktera je spojenim Jordanovych fetizk( operatoru f. Zbyva ukazat, ze B je baze.

Podle véty 9.93 je B linearné nezavisla, protoze pocatecni vektory prislusné vlastnimu cislu A
tvofi z konstrukce linedrné nezavislou posloupnost a pro jina vlastni ¢isla jsme nic nezménili. Nyni stadi
spoditat, ze pocet vektorli v B je n. V bazi C je dimIm g vektord k nim jsme doplnili dim Ker g — r
vektori z Ker g a poté jsme k existujicim fetizkim doplnili » vektor(i, ke kazdému z r fetizk( jeden.
Dohromady je v B dim Im g + (dim Ker g — r) +r = dim Im g + dim Ker g = n vektord. Tim je diikaz
ukoncen.

9.4.12. Cayleyho-Hamiltonova véta. Uvazujme ¢tvercovou matici A fadu
n nad télesem T (nebo operator f na prostoru V dimenze n). Posloupnost matic

(In, A, A% A3, A™)

(resp. operatort (id, f, f2, ..., f"2)) je linedrné z4avisla posloupnost v prostoru T"*"
(resp. Hom(V,V)), protoze tento prostor ma dimenzi n?. Existuji proto skaldry
ap,ay, ... takové, ze

aoly + a1 A+ a2A2 +---+ anQAAn2 = Opxn

(resp. apid+arf + -+ + a2 f”2 = 0). Cayleyho-Hamiltonova véta 7iké, Ze takova
zavislost existuje mnohem dfive — staci prvnich n + 1 ¢lend posloupnosti, pricemz
za koeficienty lze vzit koeficenty charakteristického polynomu matice A (resp. poly-
nomu f). Zhruba Feceno, kazd4 matice (resp. kazdy operdtor) je , kofenem“ svého
charakteristického polynomu.

Definujeme dosazeni matice (operdtoru) do polynomu.
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DEFINICE 9.116. Necht T je téleso, p(t) = ag + a1t + ast® + - - - + a,t" polynom
s koeficienty ag, ...,a, v T, A ¢tvercovd matice fadu k nad T a f linedrni operator
na prostoru V nad télesem T. Dosazenim matice A do polynomu p(t) rozumime
matici
p(A) = aply + ay A+ ap A% + -+ a, A" .

Dosazenim operatoru f do polynomu p(t) rozumime operdtor
p(f) =aoidy +ar f +asf>+ -+ anf" .

PRIKLAD 9.117. Je-li f operator na V, pak dosazenim opertoru f do polynomu
p(t) =t — 3 je operdtor p(f) = f — 3id. A

PRIKLAD 9.118. Uvazujme redlnou matici

1 3
(2 1)
Jeji charakteristicky polynom je
pa(N) =22 =5\ -2 .

Dosazenim matice A do tohoto polynomu ziskdme matici

2 s o (T 15 -5 15 2 0 ) _
pa(A) = A* =54 2I2—<1o 22)*(—10 —20)+( 0 —2)‘02“'
A

Pred dikazem Cayleyho-Hamiltonovy véty si v§imneme, ze dosazovani do sou-
¢inu polynomt lze provadét po jednotlivych Cinitelich. Je-li p(t) = p1(¢)p2(t) . .. pi(t),
pak p(A4) = p1(A)p2(A) ...p;(A). Divodem je, Ze pfi rozndsobeni maticového vy-
razu p1(A)...pi(A) je koeficient u A’ stejny jako koeficient u #/ pii rozndsobo-
vani vyrazu pi(t)pa(t)...pi(t) (pro kazdé j € {0,...,i}). Podobné pro operatory
p(f) =p1(f)p2(f) - --pi(f)-

VETA 9.119 (Cayleyho-Hamiltonova véta). Je-li f linedrni operdtor na koneéné
generovaném prostoru V. dimenze n nad télesem T (resp. je-li A ¢tvercovd matice
7ddu n nad T), pak py(f) =0 (resp. pa(4) =0).

DUKAz. DokaZeme si operatorovou verzi, maticovou prenechdme &tenafi. Vétu dokaZeme pouze
v pfipadé, ze f ma n vlastnich &isel véetné nasobnosti. V pfipadé, Ze tomu tak neni, je nutné napred
rozsitit téleso T do vétsiho télesa tak, aby v tom vétsim télese mél charakteristicky polynom dostatek
kofenl. To lze udélat vzdy a bude to v kursu algebry ve druhém roéniku.

Oznaéme A1, ..., A\, vlastni &isla operatoru f aly,..., 1l jejich nasobnosti. Podle pfedpokladu
jeli + -+ 4l = n a charakteristicky polynom je proto

prN) = (D" A=A (A= A) (A= A

Podle véty 9.97 o Jordanové kanonickém tvaru existuje baze B takova, 2e J = [f]E je v Jordanové
tvaru. Podle pozorovani nad vétou plati

pr(f) = (=D)™(f = Aid)" (f = A2id)"2 - (f = A id)'m
a tedy
[ (NE = [(=D™(f = Aid)" (f = Agid) -+ (f = A id) ']

= (=)™ = Aid]B)" - (I = Amid]B)'

= (=D)"J = ML) (T = A In)bm
Matice v souéinu jsou blokové diagonalni (bloky odpovidaji Jordanovym bufikdm matice J), miZeme
je nasobit po blocich. UvaZzujme libovolny blok K. Ten odpovidé né&jaké Jordanové bufice Jy, . pfi-
éemz k je nejvySe [;, protoze velikost zddné bunky prislusné vlastnimu &islu A; nemiZe byt vétsi nez
jeho algebraicka nasobnost (viz tvrzeni 9.96). Pak je ale (J — \;I,)l = Jéi'k_ nulova matice podle

tvrzeni 9.84, takZe v celém sou¢inu bude blok K nulovy. Dokazali jsme, 2e [ps(f)]B = Onxn, takZe
ps(f) =0. 0
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PRIKLAD 9.120. Ukazeme si pouziti Cayleyho-Hamiltonovy véty v teorii Fizeni. Diskrétni dyna-
micky systém xj 41 = Axj dimenze n nad télesem T s pocatecni podminkou xg = 0 ma fedeni x, =0
pro kazdé k, systém zistava stale v pocatecnim stavu.

Pfiddme si k nému moznost linearniho ,fizeni"

Xpy1 = Axy + Buy,

kde B = (bi|bz]|--- ,by) je matice stejného Fadu jako A. MizZeme si ji pfedstavit jako ,joystick" nebo
Lknipl”, kterym systém uvedeme do pohybu a pak jej fidime volbou vstupli ug,uy, ..., ug,.... Chceme
védét, jakych stavil x; mizeme dosdhnout v Case k.

Pro k = 1 dostdvame

x1 = Axg + Bug = Bug € Im B

a protoze vstup up muizeme zvolit libovolné, tvofi mozné stavy v ¢ase k = 1 sloupcovy prostor Im B
JFidici matice B.

Pro k = 2 dostavame

xo = Ax1 + Bu; = ABug + Bu; € Im (AB‘B)

a protoze vstupy ug,u; € T™ miizeme volit libovolné, tvofi mozné stavy v ¢ase k = 2 cely sloupcovy
prostor Im (AB|B) matice (AB|B) typu n X (2n).

Jednoduchou indukci podle k odvodime, ze v ¢ase k tvofi mozné stavy x; sloupcovy prostor

Im (A*~1B|A*~2B|...|AB|B)

matice (A*~1B|AF—=2B|...|AB|B) typu n x (nk).

Porovndme mnoziny moznych stavii v ¢asech k =n a k = n + 1, tj. sloupcové prostory

Im (A" 'B|A""2B|...|AB|B), Im(A"B|A""!B|A""2B|...|AB|B) .
Ziejmé plati
Im (A" 1B|A"2B|..-|AB|B) C Im (A"B|A""'B|---|AB|B) ,
protoze kazdy sloupec matice vlevo je mezi sloupci matice vpravo. Podle Cayleyho-Hamiltonovy véty
mizeme matici A" vyjadfit jako linedrni kombinaci
A" = CnflAn_l + -4+ c1A+coln
pro néjaké koeficienty c¢;, které se rovnaji +/— koeficientim charakteristického polynomu matice A,
protoze koeficient u A™ v charakteristickém polynomu pa(\) je (—1)™. V kazdém pfipadé koeficienty
c; lezi v T. Posledni rovnost pfendsobime zprava matici B a dostaneme
A"B =cp1A"'B4 -+ c1AB +coB .
Kazdy sloupec A™b; matice A™B, tj. kazdy novy sloupec matice (A" B|A"~1B|A"~2B|.--|AB|B)
se tedy rovna linearni kombinaci
Anbj = Cn_1An71bj + -+ C1Abj + C()bj

né&jakych sloupcii v matici (A" 1 B|A"~2B]| .- .|AB|B). Kazdy novy sloupec matice (A" B|A" "' B|---|AB|B)
proto uZ lezi ve sloupcovém prostoru matice Im (A"~ 1B|A"~2B|-..|AB|B).

Dostali jsme tak, ze kazdého mozného stavu x, 41 uz mizeme dosdhnout po k = n krocich,

rovna se néjakému z moznych stavi xp.
A

9.5. Google

Ukazeme si jednu moderni aplikaci vlastnich &isel a vlastnich vektorl. Myslenku usporadani webo-
vych stranek podle dilezitosti si napred predvedeme na jednoduchém ptikladu. Poté odvodime obecnou
formulaci problému.

PFedstavme si malou sit Sesti webovych stranek, které na sebe odkazuji. Odkazy si zapiSeme do
matice A = (a;;), kde a;; = 1 pravé kdyz stranka j odkazuje na stranku i. Nase sit je zadana matici

0 0 1 0 0 O
1 0 1 0 0 O
1 0 0 0 0 O
A= 0O 0 0 0 1 1
0 0 1 1 0 O
0 0 0 1 1 0

ProtoZze a21 =1, stranka 1 odkazuje na stranku 2. Dale a23 = 1, také stranka 3 odkazuje na stranku
2. Z4dna jina stranka na stranku 2 neodkazuje. Takto si mizeme nakreslit graf sité.
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OBRAZEK 9.13. Google

Z vrcholu j vede Sipka do i pravé kdyz stranka j odkazuje na stranku i. Matice A je tak matici
incidence grafu sité. Z prvniho semestru vime, Ze prvek na misté (i,j) v mocniné Ak ¥ika, kolik
orientovanych cest délky k vede z vrcholu j do vrcholu 3.

Zakladni myslenka vyhledavade Google spociva v tom, ze méFi dilezitost stranky pravdépodob-
nosti, s jakou se na stranku dostaneme nahodnym klikanim. Dilezitosti stranky se dopracujeme tak, zZe
na zacatku pfifadime viem strankdm stejnou duleZitost 1/6. Pocateéni aproximaci vektoru dileZitosti
stranek tak bude vektor ro = (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6)T, i-t4 slozka je dileZitost i-té stranky.

Nyni musime matici incidence webu upravit tak, aby jeji hodnoty Fikaly, s jakou pravdépodobnosti
klikneme na link ze stranky j na stranku i. Pokud ze stranky j vede vice odkazi, feknéme k, pak na
kazdy z nich klikneme s pravdépodobnosti 1/k. Matici A si upravime tak, Ze kazdou jednotku v j-tém
sloupci nahradime &islem 1/k, kde k je polet prvka rovnych 1 v j-tém sloupci matice A. Dostaneme
tak matici

0 0 1/3 0 0 0

1/2 0 1/3 0 0 0

g_| 12 0 o0 0 0 0
o 0 0 0 0 1/2 1

0 0 1/3 1/2 0 0

0 0 0 1/2 1/2 0

Vsechny prvky matice H jsou nezdporné a soucet kazdého sloupce se rovna bud 1 nebo 0. Druha
moznost nastane v pfipadé, Ze z prislusné stranky nevede zadny odkaz. Jako tfeba ze stranky s pdf
souborem téchto prednasek.

Prvni iteraci vektoru dillezitosti stranek v nasi siti pak ziskdme jako r1 = Hrg. Slozka ¢ tohoto
vektoru fika, s jakou pravdépodobnosti se na strdnku i dostaneme z nidhodné vybrané stranky po
jednom kliknuti. Plati

0O 0 1/3 0 0 0 1/6 1/18

/2 0 1/3 0 0 0 1/6 5/36

. |12 0 0 0o o0 o0 16 | | 1/12
n=Hro=1 00 g 0 0 12 1 16 [T 174
0 0 1/3 1/2 0 0 1/6 5/36

0 0 0 1/2 1/2 0 1/6 1/6

Druhou iteraci vektoru dilezitosti ro dostaneme jako Hr;. Mizeme ji slovné popsat tak, ze uvadi,
s jakou pravdépodobnosti se na i-tou stranku dostaneme jednim kliknutim z néjaké stranky, pficemz
pocateéni stranky volime s pravdépodobnostmi danymi vektorem ry. Stranka je tedy tim ,dilezitéjsi”,

¢im dalezitéjsi" stranky na ni odkazuji. Vyjde

0 0 1/3 0 0 0 1/18 1/36

1/2 0 1/3 0 0 0 5/36 1/18

vy = Hry — 1/2 0 0 0 0 0 1/12 _ 1/36

0 0 O 0 1/2 1 1/4 17/72

0 0 1/3 1/2 0 0 5/36 11/72

0 0 O 1/2 1/2 0 1/6 14/72
Hledani vektoru dilezitosti jednotlivych stranek tak vede na diferenéni rovnici rp, = Hrg_1,
kterd jak vime ma Feeni r, = HFrg. Tento vektor miizeme interpretovat tak, ¥e udava, s jakou

pravdépodobnosti se dostaneme na danou stranku po k£ ndhodnych kliknutich.

Pro porovnavani dilezitosti vSech webovych stranek bychom museli uvazovat matici celého webu,
tedy matici fddu n, kde n je Cislo v soucasnosti vétsi nez tricet miliard. Kazda iterace navic vyzaduje
spoditat soucin matice tohoto Fadu s jednim n-slozkovym vektorem, pocet aritmetickych operaci je tak
¥adu n2. To viechno se zda byt zhola nemozné. Nicméné matice H je velmi Fidka, naprosta vétsina
jejich prvki se rovna 0. Pro ty jsou vypracované efektivni metody ukladani. Dale v kazdém sloupci



9.5. GOOGLE 374

matice H je v priméru 10 odkazi na jiné stranky, aspon tak je jejich pocet odhadovan. Takze soudin
matice s vektorem vyzaduje pouze 10n operaci. A to uz je v soucasnosti vypocetné zvladnutelné.
Popsana diferenéni rovnice vyvolava fadu dilezitych otazek:

Konverguje posloupnost vektori ry k néjakému vektoru nebo je cely proces nestabilni?
Mize se stat, Zze posloupnost vektor( osciluje kolem nékolika riiznych limitnich vektori?
Za jakych podminek na matici H proces konverguje k jedinému vektoru?

Pokud konverguje, dava vysledny limitni vektor dobrou miru dilezitosti jednotlivych webo-
vych stranek?

e Zavisi konvergence na pocate¢ni aproximaci ro?

e Pokud proces konverguje, kolik iteraci musime provést, abychom dostali dobrou aproximaci
limitniho vektoru?

Uz pfi prvnim hrani si s nasim malym pfikladem zjistime jeden problém tohoto pfistupu. Diky
tomu, ze v nasem pfikladu ze stranky 2 nevede zadny odkaz, dilleZitost této stranky se nijak neprojevi
na ddlezitosti jinych stranek. Na druhou stranu pfi kazdé iteraci do sebe nasaje néco z dilezitosti
jinych stranek a celkova suma dileZitosti vSech stranek se postupné snizuje. Strankou 2 tak dilezitost
,odtékd". Mnohem zavaznéjsi je skutecnost, ze klastr stranek 4,5,6 odkazuje pouze na stranky 4,5,6, a
z4adné z nich neodkazuje na zadnou ze stranek 1,2,3, zatimco stranka 3 odkazuje na stranku 5 z tohoto
klastru. Klastr stranek 4,5,6 tak bude akumulovat dulezitost stranek z celé sité. Skute¢né, jiz tfinacta
iterace r13 ma prvni t¥i slozky zanedbatelné malé a zbylé t¥i slozky v poméru (2/3) : (1/3) : (1/5).

Problém se strankami, ze kterych nevede zadny odkaz, vyfesime predpokladem, Ze z takové stranky
mizZeme ndhodné preskolit na jakoukoliv jinou stranku, na vSechny se stejnou pravdépodobnosti. V
nasem malém prikladu je takovou strankou stranka 2, nulovy sloupec v matici H nahradime sloupcem
ze samych hodnot 1/6. Dostaneme tak matici

0 1/6 1/3 0 0 0

/2 1/6 1/3 0 0 0

g_| Y2 16 0 0 0 0
“l o 16 0o 0 1/2 1
0 1/6 1/3 1/2 0 0

0

0o 1/6 0 1/2 1/2

V obecném pripadé bychom matici H nahradili matici
1

S =H+ —ea”l,
n

kde e je sloupcovy vektor se vSemi slozkami rovnymi 1 a a je vektor, jehoz j-ta slozka je rovna 1, pokud
z j-té stranky nevede zadny odkaz, a rovna se 0, pokud z j-té stranky néjaky odkaz na jinou stranku
vede. Matice S je markovovska matice, to znamena, ze jeji prvky jsou nezdporné a kazdy sloupec ma
soulet rovny 1. O takovych maticich uz vime, ze &islo 1 je jejich vlastnim &islem.

Problém klastru stranek, které akumuluji dilezitost vSech ostatnich stranek, touto Gpravou nevy-
feSime. V nasem ptikladu bude potad platit, Ze mezi klastrem stranek 1,2,3 a klastrem stranek 4,5,6
vedou odkazy pouze jednosmérné, ze stranek 1,2,3 na stranky 4,5,6. Nase brouzdani po webu upravime
jesté jednim zplisobem. Zvolime si néjaké &islo o € (1/2,1). Toto &islo je pravdépodobnost, se kterou
volime nasledujici krok pfi prohlizeni webu tak, Ze klikneme na néjaky odkaz. Pravdépodobnost 1 — «
je pak pravdépodobnost, Ze sko¢ime ndhodné na jakoukoliv jinou stranku webu. Dostaneme tak dalsi
matici

1
G=aS+—-(1-a)eel .
n

Tato Google matice je matice, kterou zakladatelé firmy Google Larry Page a Sergey Brin uved|i ve svém
prvnim ¢lanku o jejich algoritmu PageRank na porovnavani dileZitosti webovych stranek. VSimnéme
si, ze vSechny prvky matice G jsou kladné a soucet prvkil v kazdém sloupci zistava rovny 1.

Nas maly priklad vede pti volbé oo = 0,9 na matici

1/60 1/6 19/60 1/60 1/60 1/60
7/15 1/6 19/60 1/60 1/60 1/60
7/15 1/6 1/60 1/60 1/60 1/60
1/60 1/6 1/60 1/60 T7/15 11/12
1/60 1/6 19/60 7/15 1/60 1/60
1/60 1/6 1/60 7/15 7/15 1/60

1
G:Oﬂ-S+0J-g%T:



9.5. GOOGLE 375

Diferenéni rovnice rj, = Gry_1 s polateénim vektorem ro ma pak fedeni r, = GFrg, které konverguje
k jednoznacné uréenému vektoru

0,03721

0,05396

0,04151

0,3751

0,206

0, 2862
Tento limitni vektor interpretujeme tak, Ze ndhodny brouzdal po webu fidici se nasimi pravidly stravi
v priiméru 3, 721% ¢&asu na strance 1, 5,396% ¢&asu na strance 2, 37,51% &asu na strance 4, atd.

Vlastnosti vlastnich ¢&isel matice G plynou z Perronovy véty, kterou dokazal jiz v roce 1907

némecky matematik Oskar Perron. Uvedeme si bez dikazu jeji disledky pro Google matici G.

VETA 9.121. Pro Google matici G plati

(1) Cislo 1 je vlastnim &islem matice G,

(2) geometricka i algebraickd nasobnost vlastniho ¢&isla 1 se rovnd jedné,

(3) existuje vlastni vektor r ptislusny viastnimu &islu 1, ktery m3 vSechny sloZzky kladné,
(4) pro jakékoliv jiné vlastni &islo A matice G plati |\| < 1.

Pokud kladny vlastni vektor r spliiuje navic podminku ||r|| = 1, nazyva se Perroniiv vektor matice
G. Prvni vlastnost jsme si uz ukazali dfive, protoze matice G je markovovska (tj. nezdporna a soudet
kazdého sloupce se rovna 1) a 1 je proto vlastni &islo G. MiiZeme si také ovéfit, Ze z dalSich uvedenych
vlastnosti matice G plyne konvergence vektorii r;, = G¥rg. Pokud si matici G prevedeme do Jordanova
kanonického tvaru J = R™IGR pomoci néjaké regularni matice R, miizeme predpokladat, ze prvn{
Jordanova bunka J1 = J1,1 odpovida vlastnimu &islu 1 a Perroniiv vektor r je prvnim sloupcem matice
R, jejiz sloupce tvofi bazi B = (r = uj, ug, ..., uy,) aritmetického prostoru R"™ sloZenou ze Jordanovych
fetizk(. Potom pro matici J = diag(J1, J2, ..., Js) plati

ry, = RJ*R™'rg = Rdiag(JF, J%,..., J5YR 1o .

Protoze |A| < 1 pro jakékoliv vlastni &islo matice G riizné od 1, plati Ji’C — O pro jakoukoliv Jordanovu
bufiku riiznou od Ji. Matice J* tak konverguje k matici, kterd ma na mist& (1,1) prvek 1 a vSechny
ostatni prvky nulové. Odtud plyne, Ze posloupnost vektori

rp = RI* R 'rg = Rdiag(JF,J§,..., JF)R o

konverguje k néjakému skalarnimu nasobku vektoru r. Protoze zad¢indme s vektorem rg, ktery ma soucet
sloZzek rovny 1, a nasobime jej markovovskou matici, kazdy vektor ry ma soucet slozek rovny 1 a tedy
jej ma rovny 1 i limita posloupnosti vektorid rj. Posloupnost vektoril ry tak komverguje k néjakému
kladnému nasobku Perronova vektoru r, ktery ma vSechny slozky kladné.

Tento vypocet ukazuje, ze vhodny nasobek Perronova vektoru odpovida na vsechny otdzky spojené
s YeSenim diferenéni rovnice r;, = G¥rj_1 s vyjimkou rychlosti konvergence. Rychlost konvergence
posloupnosti ry zavisi na tom, jak rychle konverguji k O mocniny Jordanovy burky pFislusné vlastnim
&islam A # 1. Nejpomaleji z nich konverguji buriky odpovidajici vlastnimu &islu A # 1, ktery ma co
nejvétsi absolutni hodnotu |A|. Rychlost konvergence tak zavisi nejvice na |Az|, kde A2 je druhé nejvétsi
(pokud jde o absolutni hodnotu) vlastni &islo matice G.

Pokud jde o volbu parametru «, autofi algoritmu uvadéji a = 0,85. Na volbé « zavisi rychlost
konvergence a numericka stabilita vypoctl. Z odhadi absolutni hodnoty druhého nejvétsiho vlastniho
¢isla matice G vyplyva, ze pfi této volbé a stadi k pfesnosti na t¥i desetinnd mista zhruba 50 iteraci,
tj. stadi spocitat vektor rsg. Rychlost konvergence vypocltu také zavisi na volbé pocatecniho vektoru
ro. Otézka volby rg je teoreticky podrobné zkoumana, zadné definitivni vysledky zatim nejsou. Firma
Google uvadi, Ze kazdy vypolet zalin vzdy od stejného po&ateéniho vektoru rg = (1/n)e. Zatim se
nepodafilo najit zplsob, jak vyuzit predchozich masivnich vypoctil pFi vypocétu nové aktualizace vektoru
dilezitosti stranek.

Uvedené pouziti Jordanova kanonického tvaru pro diikaz konvergence posloupnosti vektorl ry
dobre ilustruje vyznam teoretickych vysledkd. P¥i vlastnim vypoctu iteraci r, = Gri_1 jej nepotfebu-
jeme, soudin pocitdme pfimo. Jordaniv kanonicky tvar ndAm umoznuje dokazat, Zze uvedeny numericky
postup vede k ocekavanému vysledku.

Posledni poznamka se tyka rychlosti ndsobeni matice s vektorem. Matice G uz neni fidka, vsechny
jeji prvky jsou nenulové. Jeji tvar je

1 1 1
G=aS+(1-a)-eel =aH +a-eal + (1 —a)=eel .
n n n

Matice H je ¥idka, s naprostou vétSinou prvki rovnych 0. Matice G se od ni lisi pri¢tenim dvou matic
s hodnosti rovnou 1. Nasobime-li matici G libovolny vektor x, poditdme

1 1 1
Gx=(aS+(1—a)—eel)x = aHx+a-ealx + (1 —a)—eelx .
n n n
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Clen ceaTx vyzaduje pouze vypocet standardniho skalarniho soucinu a'x, coz je n nasobeni, dopl-

néného o jedno dalsi nasobeni a(a’x). Stejny pocet nasobeni vyzaduje vypocet tfetiho Elenu. Celd
sloZitost vypoltu Gx tak zavisi na slozitosti vypoctu soucinu velmi fidké matice H s vektorem x.

Tento tvar matice G tak stdle umoziiuje fadu optimalizaci vypocti vytvorenych pro poéitani s
Fidkymi maticemi.

Oznadime-li E = %eeT matici, jejiz viechny prvky jsou rovné 1/m, miZeme rovnici definujici
vektor r napsat ve tvaru

(aS+(1—a)E)r=r .

Jeji jednoduchost a elegance vede nékteré autory k nazoru, ze by méla byt zafazena do pfistiho vydani
knihy It Must Be Beautiful: Great Equations of Modern Science, jejiz prvni vydani vyslo v roce 2002.

Cvicéeni

1. Dokazte, ze relace podobnosti matic je ekvivalence na mnoziné vsech ¢tvercovych matic
téhoz radu n nad télesem T.

2. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T, B = (ui,us,...,u,) je baze
V, f: V — V linedrni operdtor na V a R = (r;;) reguldrn{ matice fddu n nad T. Najdéte
bazi C = (v1,va,...,vs) ve V, pro kterou plati

16 = R'[fI5R.

3. Dokazte, ze éislo 0 je vlastni ¢islo linedrniho operatoru f : V. — V pravé kdyz Ker (f) #
{o}.

4. Dokazte, ze jediné vlastni ¢islo jednotkové matice I,, je 1.

5. Dokaze, Ze je-li A vlastni &slo matice A, je A2 vlastn{ &slo matice AZ.

6. Dokazte, Ze je-li A reguldrni matice a A vlastni &islo A, pak A™' je vlastni &islo inverzni
matice A7L.

7. Necht V je koneéné generovany prostor nad T, C' = (ui,us,...,u,) je bdze V a matice
[f]€ je podobna matici A. Dokazte, Ze existuje béze D ve V, pro kterou plati A = [f]B.
8. Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice ortogonélni projekce na primku urcéenou
nenulovym vektorem (a,b)” € R?.

9. Najdéte matici osové soumérnosti urc¢ené primkou — linedrnim obalem nenulového vek-
toru (a,b)” € R? vzhledem ke kanonické bazi R? a spoditejte jeji vlastni ¢isla a vlastni
vektory.

10. Dokazte, ze rotace kolem pocatku souradnic o thel ¢ ma redlna vlastni ¢isla prave
kdyz ¢ je nasobkem .

11. Spocitejte vlastni &isla a vlastni vektory projekce na obecnou pifmku v R3. Napied
odhadnéte vysledek z geometrického vyznamu vlastnich cisel a vektora.

12. Jaké kofeny mé v télese Zy polynom z2? + 17 Jaké kofeny mé v télesech Zs3 a Zs?
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Shrnuti devaté kapitoly

Je-li V vektorovy prostor nad télesem T, f : V — V linearni zobrazeni,
a xg € V, pak diskréini linedrni dynamicky systém je definovany rovnosti
X = f(xk—1) pro kazdé k € N a pocdtecnim stavem xo. Prvek x; € V
nazyvame stav systému v Case k. Ma-li prostor V konecnou dimenzi n,
rikdme také, ze dynamicky systém mé dimenzi n.

Vyvoj diskrétniho linedrniho dynamického systému je popsian vztahem
xp = f¥(xo) pro kazdé k > 0. Specidlng, je-li dimV = 1 a f(z) = ax
pro kazdé = € T, pak stav diskrétniho linearntho dynamického systému
xp = f(Xp_1) v Case k se rovnd z = a” zo pro kazdé k > 0.

Je-li V.=R" (nebo V= C") a x(t) = (21(t),22(t),...,2,(t))T € V pro
kazdé t € R, pak definujeme derivaci x'(t) stavového vektoru x(t) jako
vektor x'(t) = (2} (t), 25(t), ..., 2, (t)T.

Spojity linedrni dynamicky systém je definovany rovnosti x'(t) = f(x(t))
pro kazdé ¢t € R a pocateénim stavem x(0) € R™ (nebo x(0) € C™).
Je-lin =1, pak v Case t se stav spojitého linedrniho dynamického systému
2'(t) = ax(t) s poféteénim stavem x(0) € R (nebo x(0) € C™) rovna
z(t) = 2(0) e*.

Priklady diskrétnich linearnich dynamickych systémi - troceni, Fibo-
nacciho posloupnost. Piiklady spojitych linearnich dynamickych systémi
- rozpad radioaktivnich jader, vlastni kmity pruziny, prechod substance
pres bunéénou branu.

Je-li f:V — V linearni operator na vektorovém prostoru V nad télesem
T, pak skaldr A € T nazyvame vlastni ¢islo operatoru f, pokud existuje
nenulovy vektor x € V, pro ktery plati

f(x)=Xx .

Je-li A vlastni ¢islo operatoru f, pak libovolny prvek x € V', pro ktery
plati f(x) = Ax, nazyvame vlastni vektor operdtoru f prislusng vlastnimu
cislu .

Je-1i A ¢tvercova matice radu n nad télesem T, pak skalar A € T nazyvame
vlastni ¢islo matice A, pokud existuje nenulovy vektor x € T™ takovy, ze

Ax = Mx .

7 ¥z

Je-li \ vlastni ¢islo matice A, pak libovolny vektor x € T, pro ktery plati
Ax = A\x, nazyvame vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu M.
Operator f : V — V ma4 vlastni ¢islo 0 pravé tehdy, kdyz f neni prosty.
Ctvercova matice A mé vlastni &islo 0 pravé tehdy, kdyz A je singularni.
Geometricky vyznam vlastnich ¢isel a vektorti v pripadé jednoduchych
geometrickych zobrazeni v R2.
Necht f je linearni operator na prostoru V nad télesem T. Pak A € T je
vlastnim ¢islem operdtoru f pravé tehdy, kdyz operédtor (f — Aidy ) neni
prosty.

Je-1i A vlastnim ¢islem operatoru f, pak mnozina M) vsech vlastnich
vektorli operatoru f prislusnych vlastnimu ¢islu A je podprostorem V a
plati

MA :Ker(ff)\idv) .

Je-li A Ctvercova matice fadu n nad télesem T, pak A € T je vlastnim
¢islem matice A pravé tehdy, kdyz je matice A — AI,, singularni.

Je-li A vlastnim ¢islem matice f, pak mnozina M), vSech vlastnich
vektori matice A prislusnych vlastnimu ¢islu A je podprostorem T" a
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plati
My =Ker (A - AI,) .

Je-li A Ctvercovd matice fadu n nad télesem T, pak A € T je vlastnim
¢islem matice A pravé tehdy, kdyz det (A — A\I,,) = 0.
Je-li f linearni operator na konec¢né generovaném prostoru V dimenze

n nad télesem T a B je baze V, pak A € T je vlastnim ¢islem operatoru
f pravé kdyz je A vlastni éfslo matice [f]5 vzhledem k bazim B a B, coz
nastava pravé kdyz det ([f]5 — Al,,) = 0.
Pro kazdou matici A = (a,;) f4du n nad libovolnym télesem T plati

(a) det(A — AI,) je polynom stupné n s koeficienty v T,

(b) koeficient u A\™ se rovna (—1)",

(c) koeficient u A"t se rovna (—1)" (a1 + aga + -+ + ann),

(d) absolutni ¢len se rovnd det A.
Je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak charakteristicky poly-
nom matice A je polynom

pa(A) = det (A — A1)

v v/

Dvé ¢tvercové matice X, Y téhoz fadu nad télesem T se nazyvaji podobné,
pokud existuje reguldrni matice R takova, ze Y = R™!XR.

Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Je-li f : V — V linedrni operdtor na koneéné generovaném prostoru V
dimenze n, pak charakteristicky polynom operdtoru f je polynom

pr(A) =det ([f]5 — My)

kde B je libovolna baze prostoru V.

Necht p(x) je polynom nad T. Prvek ¢t € T je kofenem polynomu p(x)
pravé tehdy, kdyz polynom x — ¢ déli polynom p(z).

Necht p(z) je polynom nad T a t € T je jeho koren. Nasobnost korene t po-
lynomu p(x) definujeme jako nejvétsi prirozené ¢&islo I takové, Ze polynom
(x —t)! déli polynom p(x).

Necht p(x) je polynom nad T, tq,...,tx € T podvourtuznéaly,...,l € N.
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) Pro kazdé i € {1,...,k} je t; kofen nasobnosti I;.

(2) p(x) = (x —t1)" ... (z — tg)*q(x) pro néjaky polynom q(z) takovy,

Ze ani jeden z prvka tq,...,t; neni koren.

Polynom stupné n nad libovolnym télesem ma nejvyse n kofend véetné
néasobnosti.

Kazdy polynom stupné n > 1 nad télesem C lze napsat jako soucin line-
arnich polynomu (tj. polynomu stupné 1).

Specialné, kazdy polynom stupné n > 0 nad télesem C ma pravé n
korenu véetné nasobnosti.

Polynom lichého stupné nad télesem R ma alespon jeden koten.
Necht f je linedarni operator na konecné generovaném prostoru a A je
jeho vlastni ¢islo. Algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A rozumime jeho
nasobnost jako korene charakteristického polynomu operatoru f. Necht A
je ¢tvercova matice a A je jeji vlastni ¢islo.

Algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A rozumime jeho nésobnost
jako korene charakteristického polynomu matice A.

e Kazdy linedrni operator f : V — V na konecné generovaném pro-
storu dimenze n nad télesem T méa nejvyse n vlastnich cisel véetné
nasobnosti.
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e Linearni operator f : V— V ma pravé n vlastnich ¢isel véetné nasob-
nosti pravé tehdy, kdyz je jeho charakteristicky polynom soucinem
linearnich polynomu.

e Kazdy linearni operator f : V — V na konec¢né generovaném pro-
storu dimenze n nad télesem C m& pravé n vlastnich cisel véetné
nasobnosti.

e Kazdy linedrni operator f : V — V na konecné generovaném vekto-
rovém prostoru liché dimenze nad R mé aspori jedno (redlné) vlastni
¢islo.

e Kazda ¢tvercova matice fadu n nad télesem T mé nejvyse n vlastnich
¢isel vcetné algebraickych nasobnosti.

e Ctvecova matice Fadu n nad télesem T ma pravé n vlastnich &isel
vCetné nasobnosti praveé tehdy, kdyz je jeji charakteristicky polynom
sou¢inem linearnich polynomt.

e Kazd4 ¢tvercova matice fddu n nad télesem C ma pravé n vlastnich
¢isel véetné algebraickych nasobnosti.

e Kazda ¢tvercova matice lichého fadu nad télesem R ma alespon jedno
realné vlastni ¢islo.

Linearni operdtor f : V. — V na konecné generovaném prostoru V na-
zyvame diagonalizovatelny, pokud ma vzhledem k néjaké béazi diagonalni
matici.

Je-li f:V — V linearni operator na kone¢né generovaném prostoru V a
je-li B = (v1,...,v,) baze prostoru V, pak [f]5 = diag(A1,...,\,) plati
pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,2,...,n} je v; vlastni vektor piislusny
vlastnimu ¢islu A;.

Linearni operdator f : V — V na konecné generovaném prostoru V je
diagonalizovatelny pravé tehdy, kdyz existuje baze prostoru V tvorena
vlastnimi vektory operatoru f.

Je-li f: V — V linedrni operator na konecné generovaném prostoru V
dimenze n nad télesem T a C baze prostoru V, pak operéator f je diagona-
lizovatelny pravé tehdy, kdyz je matice [f]S podobna diagonalni matici.
Ctvercova matice A Fadu n nad télesem T se nazyva diagonalizovatelnd,
pokud je operator f4 : T" — T™ diagonalizovatelny.

Je-li A ¢tvercovd matice fadu n nad télesem T, B = (vi,...,v,) béze
prostoru T" a R = [id]® = (vq|...|v,), pak matice [fa]5 = R71AR
se rovnd diagondlni matici diag(Ag, ..., A,) pravé tehdy, kdyz pro kazdé
i €{1,2,...,n} je v; vlastn{ vektor piislusny vlastnimu é&islu A;.
Ctvercova matice A ¥adu n nad télesem T je diagonalizovatelnd pravé
tehdy, kdyz existuje baze prostoru T" tvorend vlastnimi vektory matice
A.

Ctvercové matice A fadu n nad télesem T je diagonalizovatelnd praveé
tehdy, kdyz je podobna diagonélni matici.

Je-li f:V — V linedrni operdtor a (vy,va,...,vg) posloupnost nenulo-
vych vlastnich vektori operdtoru f prislusnych navzdjem riznym vlastnim
¢islim Aq, ..., Ak, pak je posloupnost (v, va,..., V) linedrné nezavisla.
Maé-li linedrni operator f : V — V na vektorovém prostoru V dimenze n
nad télesem T celkem n navzajem raznych vlastnich ¢isel, pak je diagona-
lizovatelny.

M4-li matice A fddu n nad télesem T celkem n navzdjem ruznych vlastnich
c¢isel, pak je diagonalizovateln4.

Celé odvozeni vztahu pro k-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.
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(39) Geometrickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A operdtoru f na koneéné genero-
vaném prostoru (nebo ¢étvercové matice A) rozumime dimenzi podprostoru
M, vlastnich vektort operdtoru f (nebo matice A) prislusnych vlastnimu
cislu .

(40) Pro ¢tvercovou blokovou matici

B C
(40 5)
se ¢tvercovymi diagonalnimi bloky B, D plati
det A = (det B) (det D) .

(41) Pro kazdé vlastni ¢islo A linedrniho operdtoru f : V. — V na koneéné
generovaném prostoru V (¢tvercové matice A) nad télesem T plati, Ze
geometricka nasobnost A je mensi nebo rovna algebraické nasobnosti A.

(42) Bud f : V — V linedrn{ operdtor na koneéné generovaném vektorovém
prostoru V dimenze n (resp. bud A je étvercova matice fadu n) nad télesem
T. Pak jsou nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) Operdtor f je diagonalizovatelny (resp. matice A je diagonalizova-
telnd).
(b) Operétor f (resp. matice A) mé
e n vlastnich ¢isel véetné algebraickych nasobnosti a
e geometrickd nasobnost kazdého vlastniho ¢isla operatoru f (resp.
matice A) je rovnd jeho algebraické ndsobnosti.

(43) Je-li x € C™ vlastni vektor redlné matice A = (a;;) prislusny vlastnimu
¢islu A, pak X je vlastni vektor matice A piislusny vlastnimu éislu .

(44) Je-li A redlnd matice fadu 2, kterd nemd redlnd vlastni ¢isla, a A =
r(cos p+isin ) je komplexni vlastn{ ¢islo s nenulovym vlastnim vektorem
v, pak plati
(a) vektory wiy =v+7¥ a wg = i(v — V) tvoi{ bdzi B = (w1, ws) prostoru

R?,
(b) linedrn{ zobrazeni f4 : R? — R? uréené matici A ma vzhledem k bazi
B matici

sing cosyp

[fA]g=T< cosp —singp )

a je tedy slozenim rotace o thel ¢ se stejnolehlosti s koeficientem
r>0
(45) Vyvoj spojitého linedrntho dynamického systému s diagonalizovatelnou
matici.
(46) Jordanova burika ¥adu k > 1 nad télesem T prislusnd prvku A € T je
¢tvercova matice

A1 0 0 O
0 1 0 O
0 0 X 0 0
Tk = : R
0O 0 0 ... M1
0O 0 0 ... 0 A

(47) Matice J nad télesem T je v Jordanové kanonickém tvaru (nebo struénéji
v Jordanové tvaru), pokud J je blokové diagondlni matice, jejiz kazdy
diagonalni blok je Jordanova buiika (né&jakého Fddu prislusnd néjakému
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Cislu), tj.

Iy ke 0 0
) 0 g ks o-- 0
J = diag(Ja, ks Dak,) = : : . : ,
0 0 coe Ik

s9ls

kde A1,..., s € T a ky,..., ks jsou kladna celd ¢isla.
(48) Pro libovolnd prirozena ¢isla m < k plati
Jow = (o]...|olei|ez|ex—m)
——
mX
Prom >k je Ji, = 0.
(49) Je-li J = Jy Jordanova buiika, pak pro kazdé kladné m plati

(AL (amet (ke

o (e (e
Jg}k:

o 0 e

0 0 0 A

(50) Rikéme, Ze pro linedrni operdtor f : V. — V na kone¢né generovaném
prostoru V existuje Jordaniv kanonicky tvar, pokud méa vzhledem k néjaké
bézi matici v Jordanové kanonickém tvaru.

(51) Je-li f linedrni operdtor na vektorovém prostoru V nad télesem T a A
vlastni ¢islo operdtoru f, pak posloupnost (vi,...,vy) vektort z V nazy-
vame Jordanuv Tetizek operdtoru f délky k prislusny vlastnimu cislu A s
pocdatkem vq, pokud plati

(f = Aidy)(v1) =0, (f = Xidy)(v2) =v1, (f — Aidy)(v3) =va, ...,
(f = Aidv)(vi) = Vi1 -

(52) Je-li f : V — V linedrn{ operdtor na koneéné generovaném prostoru V

a B = (v1,...,Vv;) bdze prostoru V, pak [f]B = Jy . pravé tehdy, kdyz
(v1,...,Vk) je Jordantv fetizek operdtoru f prislusny vlastnimu ¢islu A s

pocatkem vi.

(53) Je-li f:V — V linedrni operdtor na koneéné generovaném prostoru V a
B béze prostoru V, pak [f]5 = diag(Jx, ky,-- - Jr, k) Plati prévé tehdy,
kdyz B je spojenim posloupnosti By, ..., By, kde pro kazdé i € {1,...,s}
je B; Jordanuv fetizek operatoru f délky k; prislusny vlastnimu ¢islu A,
s pocdtkem vi.

(54) Pro linedrni operdtor f : V. — V na konefné generovaném prostoru V
existuje Jordantv tvar pravé tehdy, kdyz existuje baze prostoru V vznikla
spojenim Jordanovych fetizkid operatoru f.

(55) Necht f: V — V je linedrni operdtor na kone¢né generovaném prostoru V
a C je baze prostoru V. Pak pro operédtor f existuje Jordanuv tvar pravé
tehdy, kdyZ je matice [f]S% podobnd matici v Jordanové tvaru.

(56) Predpokladdme, ze f : V — V linedrni operdtor a Bj,..., Bs jsou Jor-
danovy fetizky operdtoru f prislusné vlastnim ¢islaim Aq,..., As. Pfedpo-
klddejme déle, ze pro kazdé A € {\1,...,As} je posloupnost pocétecénich
vektori téch retizki z By, ..., By, které prislusi vlastnimu ¢islu A, linedrné
nezavisla. Pak spojeni B = By, ..., B, je linearné nezavisla posloupnost.
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(57) Je-li f: V — V linedrni operator na prostoru V dimenze n a B béze
vznikla spojenim Jordanovych fetizkti operatoru f, pak plati

(a) operdtor f mé n vlastnich ¢isel véetné ndsobnosti,

(b) pro libovolné vlastni ¢islo A operdtoru f je jeho algebraickd ndsobnost
rovna souctu délek Jordanovych fetizkti v B prislusnych vlastnimu
Cislu A,

(¢) pro libovolné vlastni ¢islo A operdtoru f a libovolné I € N je jadro
operatoru (f — Aidy)! rovno linedrnimu obalu [ poc¢ateénich vektort
z kazdého fetizku v B prislusného vlastnimu ¢éislu A (z fetizka délky
mensi nez [ bereme vSechny vektory),

(d) pro libovolné vlastni ¢islo A operdtoru f a libovolné I € N je obraz
operatoru (f — Aidy)!, roven linedrnimu obalu vsech vektorii v B
kromeé [ koncovych vektort z fetizkd prislusnych vlastnimu ¢islu A
(z Tetizku piislusnych vlastnimu ¢islu A délky mensi nez I nebereme
Zadny vektor).

Specidlné pro libovolné vlastni ¢islo A operatoru f plati

(5) geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla A se rovnd poctu Fetizkt v B
prislusnych vlastnimu ¢&islu A a prostor My = Ker (f —Aidy ) je roven
linearnimu obalu pocatecnich vektoru téchto retizkid,

(6) pocet Fetizka prislusnych vlastnimu ¢éislu A délky alespon ! je roven

z = dimKer (f — Aidy)! — dim Ker (f — Xidy)! 7!,

(aby mél vyraz smysl i pro [ = 1 definujeme (f — Xidy ) = idy),
(7) pocet Tetizku prislusnych vlastnimu ¢éislu A délky prave 1 je z; — zi41.
(58) Je-li f : V — V linedrni operdtor na konecné generovaném vektorovém
prostoru V dimenze n, pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.
(a) Pro operétor f existuje Jordantv kanonicky tvar.
(b) Operétor f (resp. matice A) ma n vlastnich ¢isel véetné algebraickych
nasobnosti.
(59) Pro kazdy operdtor f : V. — V na koneéné dimenziondlnim prostoru V
nad télesem komplexnich ¢isel C existuje Jordantv kanonicky tvar.
(60) Reseni spojitého linedrniho dynamického systému s matici rovnou Jorda-
nové buiice radu 2.
(61) Necht T je téleso, p(t) = ag +ait + ast? +- - - +a,t™ polynom s koeficienty
ag, - --,a, v T, A Ctvercovd matice fadu k& nad T a f linedrni operdtor
na prostoru V nad télesem T. Dosazenim matice A do polynomu p(t)
rozumime matici

p(A) = agly + a1 A + as A + -+ a, A" .
Dosazenim operdtoru f do polynomu p(t) rozumime operdtor
p(f) :aOidV+a1f+a2f2+..._‘_a”fn )

(62) Cayleyho-Hamiltonova véta. Je-li f linedrni operdtor na konecné genero-
vaném prostoru V dimenze n nad télesem T (resp. je-1i A ¢tvercovd matice
fadu n nad T), pak ps(f) =0 (resp. pa(4) = 0).



KAPITOLA 10

Unitarni diagonalizace

Cil. V této kapitole se zamerime na operdtory a linedrni zobrazeni
mezi konecné generovanymi redlnymi a komplexnimi vektoroviymsi
prostory se skaldrnim soucinem. Specialni typy operdtori, tzv. ope-
rdtory normdlni, jdou ortogondlné (unitdrné) diagonalizovat, tj.
lze najit ortonormdlni bdzi tvorenou vlastnimi vektory. Pro obecné
linedrni zobrazeni provedeme tzv. singuldrni rozklad, tj. najdeme
ortonormdalni bdze, vzhledem ke kterym md toto zobrazeni obdél-
nikovou diagondlni matici.

Ma-li operétor f vzhledem k néjaké bazi diagonalni matici, mame docela dobrou
predstavu, co operdtor “déld”. Vime-li napiiklad, Ze operator f na prostoru R? m4
vzhledem k bézi B = (vq,ve) matici D = diag(1,2), vime, ze f zachovdva vektor
vy a dvakrat prodluzuje vektor vo. Tim je diky linearité operator f zcela urcen.

Informace, Ze matice f je vzhledem k bazi B prostoru R? diagonalni, ale neni
uplné uspokojiva. Jednim z duvodu je, ze vektory bédze B miuzou byt ., témér rov-
nobézné*, takze hrozi nebezpeci numerické nestability vypoctd, jak jsme vidéli u
feSeni soustav linedrnich rovnic eliminaci. Dalsi diivod je, ze nedokdzeme zodpove-
dét na jemnéjsi metrické otazky, jako napiiklad, jaky je obraz jednotkové kruznice.
7 obrazku muzeme odhadovat, ze jde o elipsu. Pro¢ tomu tak je a jak presné je
elipsa umisténd? Obecné nejsou délky a sméry poloos v jednoduchém vztahu s bazi
B a matici D.

OBRAZEK - obraz jednotkove kruznice operatorem

Pokud ale najdeme v R? ortonormdlni bazi B = (vi,vs) (vzhledem ke stan-
dardnfmu skaldrnimu souéinu) takovou, ze [f]5 = diag(1,2), pak vektory B jsou
,maximalné nerovnobézné* a také vidime, ze obraz jednotkové kruznice je elipsa s
osami Span {v; }, Span {vy}, délkou poloosy 1 ve sméru Span {v;} a délkou poloosy
2 ve sméru Span {vs}.

OBRAZEK - obraz jednotkove kruznice operatorem vzhledem k ortonormalni
bazi

V prvnich dvou oddilech této kapitoly se budeme zabyvat otdzkou, kdy pro
operator f na prostoru V se skaldrnim soucinem existuje ortonormélni baze B
prostoru V takovd, ze [f]5 je diagonalni. Chceme tedy, aby matice operatoru byla
co nejjednodussi (tak jako v kapitole o vlastnich ¢islech), ale také, aby baze B byla
co nejhez¢i — ortonormalni. Abychom mohli mluvit o kolmosti, musi byt V linearni
prostor se skaldrnim soucinem. Z technickych divodu se budeme vénovat pouze
aritmetickym vektorovym prostoriim R" a C” se standardnim skalarnim
souc¢inem, operatory jsou tedy tvaru f4 pro néjakou c¢tvercovou realnou nebo
komplexni matici A.

Ve tietim a ¢tvrtém oddile vyuzijeme poznatky o unitarni (ortogonalni) diago-
nalizaci na obecné realné nebo komplexni matice.

383
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10.1. Unitarni a ortogonalni diagonalizovatelnost

10.1.1. Definice a zakladni vlastnosti.

DEFINICE 10.1. Rikéme, e komplexni (resp. redlnd) ¢tvercova matice A fadu n
je unitdrné diagonalizovatelnd (resp. ortogondlné diagonalizovatelnd), pokud exis-
tuje ortonormalni baze B prostoru C" (resp. R™) takovd, ze [fa]5 je diagondlni.

Pripomenme, ze v R™ a C™ budeme v této kapitole vzdy uvazovat standardni
skalarni soucin. Takto také chdpeme ortonormalitu v predchozi definici.

Definici unitdrni (ortogonélni) diagonalizovatelnosti preformulujeme podobné
jako jsme v dtsledku 9.61 a tvrzeni 9.59 preformulovali definici diagonalizova-
telnosti. K obdobé dtisledku 9.61 si sta¢i piipomenout, Ze vztah [fa]B = D =
diag(A1, ..., Ay) plati pravé tehdy, kdyz B je tvofend vlastnimi vektory; A; jsou
pak prislusna vlastni ¢isla. Obdoba tvrzeni 9.59 o podobnosti je disledkem vztahu

[fal5 = ([d]E,) " [fali: (IR, = ((d]R,) " ALd]Z, -

Béze B je ortonormalni préavé kdyz [id]f je unitdrni (ortogondlni). To vede k
definici unitdrni (ortogonalni) podobnosti.

DEFINICE 10.2. Dvé ¢&tvercové matice X, Y téhoz fddu nad télesem C (resp.
R) se nazyvaji unitdrné (resp. ortogondlné) podobné, pokud existuje unitarni (resp.
ortogonaln{) matice U takovd, e Y = U1 XU (coz je rovno U* XU, protoze U je
unitdrni nebo ortogondln{ matice).

Dostavdme nésledujici charakterizace unitdrni (ortogonalni) diagonalizovatel-
nosti.

TVRZENT 10.3. Necht A je komplexni (resp. redlnd) ctvercovd matice Tddu n.
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentns.

(i) Matice A je unitdrné (resp. ortogondlné) diagonalizovatelnd.
(ii) Aritmeticky prostor C™ (resp. R™) md ortonormdlni bdzi tvorenou vlast-
nimi vektory matice A.
(iii) Matice A je unitdrné (resp. ortogondlné) podobnd diagondlni matici (pri-
cemz na diagondle jsou vlastni ¢isla matice A, kazdé tolikrdt kolik je jeho
algebraickd=geometrickd ndsobnost).

Naésledujici tvrzeni je obdobou véty 9.71, ktera charakterizujice diagonalizova-
telné operatory pomoci algebraickych a geometrickych nasobnosti vlastnich ¢isel.

VETA 10.4. Je-li A komplexni (resp. redlnd) ctvercovd matice vddu n, pak jsou
ndsledujict turzeni ekvivalentni.

(1) Matice A je unitdrné (resp. ortogondlné) diagonalizovatelnd.
(2) Matice A
e md n vlastnich cisel véetné algebraickych ndsobnosti,
e geometrickd nasobnost kazdého vlastniho ¢isla matice A se rovnd jeho
algebraické nasobnosti a
e pro libovolnd dvé riznd vlastni c¢isla \;, \; matice A plati My, L My, .

DUKAzZ. Ditkaz je podobny jako ve vété 9.71. Predpokldddme, Ze Aq,...,Ap
jsou vSechna navzajem ruzna vlastni ¢isla operdtoru f.

Pro dikaz (2) = (1) vybereme v kazdém z prostorti My, ortonormalni bézi
B; a spojeni B bézi Bi, Ba, -, By bude bdze v C" (resp. R™). Stejné jako v
dikazu véty 9.71 k tomu staéi prvni dva z pfedpokladi na operdtor f v bodé (2).
Baze B je navic ortonormélni. Vsechny prvky baze B maji normu 1, protoze B;
je ortonormalni baze v My,, a z téhoz divodu jsou libovolné dva rizné prvky B;
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kolmé. Je-li i # j, pak kazdy prvek B; C M), je kolmy na kazdy prvek B; C M),
podle tretiho z predpoklad.

Prepodklddejme naopak, ze B je ortonormélni baze ptislusného aritmetického
prostoru takova, ze matice [f4]5 je diagonalni. To znamend, Ze kazdy z prvkii baze
B je nenulovy vlastni vektor matice A. Stejné jako v dikazu implikace (1) = (2) ve
véte 9.71 z toho vyplyva, ze baze B je slozend z bazi prostort My, , ..., My, . Protoze
vsechny vektory v B jsou navzdjem kolmé, jsou navzdjem kolmé i podprostory
M), = Span B; a My, = Span B; (viz tvrzeni 8.40 o kolmosti linedrniho obalu). [

Jingmi slovy véta ikd, Ze matice je unitdrné (ortogonalné) diagonalizovatelnd
prave tehdy, kdyz je diagonalizovatelnd a vlastni vektory prislusné riznym vlastnim
¢islim jsou na sebe kolmé.

Na rozdil od diagonalizovatelnosti, unitarni (ortogondlni) diagonalizovatelnost
lze charakterizovat velmi jednoduchou rovnosti, kterou lze snadno ovérit bez zna-
losti vlastnich ¢isel. To je obsahem spektralni véty pro normalni matice dokdzané
v dalsi ¢asti.

10.1.2. Hermitovsky sdruzené matice. Dilezitou roli v celé kapitole bude
hrat hermitovské sdruzovani, v redlném pripadé transponovani. Pripomenme, ze
matice hermitovsky sdruZend k A je matice komplexné sdruzend k A”. Nésledujici
tvrzeni shrnuje nékteré jednoduché vlastnosti sdruzovani, které budeme pouzivat
automaticky.

TVRZENf 10.5. Necht A, B jsou komplexni matice a t € C. Pak plati
( ) md- leJrB smysl, pak (A+ B)* = A* + B*,

(3) (tA)" =147,

(4) md-li AB smysl pak (AB)* = B* A*,

(5) je-li A requldrni, pak je A* reguldrni a plati (A=1)* = (A*)~

Dalsi jednoduchy vztah, ktery budeme casto vyuzivat, ukazuje jeden z geome-
trickych vyznami hermitovského sdruzovani: Je-li A komplexni matice typu m x n
axe(Cm yeC" pak

A*'x-y=x- Ay ,
kde na levé strané znaci - standardni skalarni souc¢in v C", na pravé strané v C™.
Formulku lze ovérit jednoduchym vypoctem

A'x y=(A"x)'y =x"Ay =x- Ay .

Tento vztah hermitovsky sdruzenou matici k A charakterizuje ve smyslu, ze A* je
jedind takova matice B, pro kterou plati formulka Bx -y = x - Ay, jak se presvéd-
¢ime dosazenim vSech dvojic vektoru kanonické béze. Pro redlné matice a redlné
aritmetické vektory muzeme hermitovské sdruzovani samoziejmé vsude nahradit
transponovanim.

Pomoci vztahu { f*(x),y) = (x, f(y)) se obecné definuje sdruzené linedrni zob-
razeni. Na aritmetické prostory se standardnim soucinem jsme se v této kapitole
omezili pravé proto, abychom se vyhli abstraktni definici sdruzeného zobrazeni.
Dtikazy jsou ale podény tak, aby zobecnéni slo udélat primocare.

Dulezitou vlastnosti hermitovsky sdruzené matice ke ¢tvercové matici je, ze jeji
vlastni ¢isla jsou komplexné sdruzend k vlastnim ¢islium puvodni matice.

TVRZENI 10.6. Necht A je komplexni ¢tvercovd matice 7ddu n. Pak X € C je
vlastni ¢islo matice A pravé tehdy, kdyZ je X vlastni ¢islo matice A*.

Specidlné, redind ctvercovd matice A a transponovand matice AT maji stejnd
redlnd vlastni cisla.
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DUKAZ. Diky vlastnosti A** = A stadi dokdzat jednu implikaci. Pfedpokla-
dejme, ze A je vlastni ¢islo matice A. Pak matice A — A\, je singuldrni. Potom i
(A — \,)* = A* — X, je singuldrni, tedy X je vlastni ¢islo matice A*.

Alternativné lze tvrzeni dokézat pomoci toho, Ze charakteristicky polynom ma-
tice A* je komplexné sdruzeny polynom k charakteristickému polynomu matice A,
viz cviceni. (]

Tvrzeni nedava zadnou informaci o prislusnych vlastnich vektorech, zadny jed-
noduchy vztah totiz obecné neplati.

PRIKLAD 10.7. Redlna matice

a=(3 )

ma vlastni ¢isla 1 a —2 a prislusné podprostory vlastnich ¢isel M; = Span {(—1, 4)T},
M_5 = Span {(—17 1)T}. Matice transponovand mé stejnd vlastni ¢isla a M; =
Span{(l,l)T}, M_o = Span{(471)T}. A

10.1.3. Normalni matice. Normalni matice lze definovat jednoduchym, ale
ponékud neprihlednym vztahem. Jak uvidime, jsou to pravé unitarné diagonalizo-
vatelné komplexni matice. Vysvétleni ndzvu ,, normalni“ uvidime v tvrzeni 10.11.

DEFINICE 10.8. Komplexni nebo redlna ¢tvercova matice A se nazyva normdalnt,
pokud A*A = AA* (v redlném piipadé miizeme psat AT A = AAT).

Priklady komplexnich normalnich matic jsou unitdrni matice a hermitovské
matice, ddle napriklad diagondlni matice a antihermitovské matice, tj. matice spl-
nujici —A* = A. Priklady redlnych normalnich matic zahrnuji vSechny ortogondlni,
symetrické, diagonalni a antisymetrické matice.

PRIKLAD 10.9. Redlnd matice

1 10
A=10 1 1
1 01
je normélni, protoze
2 11
ATA=AAT=11 2 1
1 1 2
Matice A neni symetrickd, antisymetrickd, ani ortogonalni. A

Skalarni nadsobek normalni matice je rovnéz normalni a sdruzena matice nor-
mélni matici je normélni (cviceni). Navic libovolnd matice unitdrné podobné nor-
malni matici je rovnéz normdlni. Soucet ani sou¢in normélnich matic nemusi byt
normalni, ale staci, aby operatory komutovaly. Budeme potfebovat pouze nasledu-
jici specialni pripady:

TvRzENT 10.10. Je-li A normdini komplezni matice radu n, pak

(i) pro libovolné t € C je matice A — tI,, normdlni,
(ii) libovolnd matice X unitdrné podobnd A je normdlnd.
DUKAZ. Pro dikaz (i) spocitdme
(A—tl,)*(A—tl,) = (A" — (t1,)")(A —tI,) = (A* — t1,)(A — tI,)
=A*A —tA* —tA+ttl,
Stejné vyjde i (A — t1,)(A — tI,)*.
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Je-li X = U1 AU, kde U je unitarni, pak U~ = U* a tudiz
XX =U"AU(UAU)* = U AUU AU = U*AA™U .
Protoze A*A = AA*, stejné vychdzi X*X. O

Normalni operatory se vyznacuji tim, Ze se normy fa-obrazu a fa«-obrazu
libovolného vektoru rovnaji.

TVRzENT 10.11. Necht A je normdlini matice fddu n a v € C". Pak plati
[Av] =A™ .

DUKAZ. ProtoZe norma je vZdy nezdporné redlné &islo, stadi dokdzat rovnost
druhych mocnin norem.

|AV|> = Av- Av = A*Av-v = AA*v - v
— A AV v = A'v - Atv = || A%))?
U

Pomoci polarizaéni identity lze dokézat (viz cvideni), Ze vlastnost v pfedchozim
tvrzeni normalni matice charakterizuje. To vysvétluje jejich pojmenovani.

Z tvrzeni 10.6 vime, Ze A\ je vlastni ¢islo ¢tvercové komplexni matice A prévé
tehdy, kdyz je X vlastni ¢islo matice A*. P¥islusné vlastni vektory ale nejsou obecné
v jednoduchém vztahu. Pro normalni matice je situace daleko prehlednéjsi.

TVRZENI 10.12. Necht A je normdini komplexni matice vddumn, A € C av € C".
Pak v je vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu X prdvé tehdy, kdyz je v
vlastni vektor matice A* prislusny vlastnimu cislu .

DUKAZ. Predpokladejme, Ze v je vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu
¢islu A. Z tvrzeni 10.6 jiz vime, Ze X je vlastni ¢islo matice A*, zbyva dokézat, ze v je
prislusny vlastni vektor. Plati (A — AI,)v = o, tedy také ||[(A — AI,)v|| = 0. Protoze
A je normalni, je podle tvrzeni 10.10 normalni také matice A — AI,,. Z tvrzeni 10.11
o norméch vyplyvé ||(A — AI,,)*v| = ||(A* = AI,,)v|| = 0. Z toho (A* — XL,)v = o,
tedy v je skutecné vlastni vektor matice A* pifslusny vlastnimu éslu .

Pro ditkkaz druhé implikace stac¢i pripomenout, ze A* je norméalni operator a
A = A. O

10.2. Spektralni véty

V této casti dokazeme slibenou charakterizaci unitarné diagonalizovatelnych
matic jako matic normélnich. Dale se budeme vénovat charakterizacim specialnich
typt normalnich matic, hlavni vysledky jsou schematicky znazornéné na obrazku
zvlast v komplexnim a redlném piipadé. Nakonec vyuzijeme poznatky k popisu
vsech ortogonalnich operatori R? — R? a R? — R3.

OBRAZEK - vlevo komplexni, vpravo realné

TODO: analogie ke komplexnim ¢islim

10.2.1. Normalni matice.
VETA 10.13 (Spektraln{ véta pro normdlni matice). Necht A je ctvercovd kom-
plexni matice. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) Matice A je unitdrné diagonalizovatelnd.
(2) Matice A je normdlind.
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DUkAz. (1) = (2). Je-li A unitdrné diagonalizovatelnd, pak je unitdrné po-
dobné diagondln{ matici D = diag(A1,...,An) (viz tvrzen{ 10.3). Diagondlni ma-
tice je normalni, protoze D*D = DD* = diag(|\1]?, ..., | \n]?). Ale kazd4 matice
unitarné podobné normalni je normélni podle tvrzeni 10.10.

(2) = (1). Tvrzeni dokdzeme indukei podle fadu n matice A. Pro n = 1 tvrzeni
ziejmé plati. Predpokladejme, Ze A je normélni a kazda normalni matice fadu n—1
je unitarné diagonalizovatelnd.

Kazd4 komplexni ¢tvercovd matice mé vlastni ¢islo Ay (viz dusledek 9.51). Vez-
meme libovolny nenulovy vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A, znormujeme jej
a oznacime vq. Vektor vi doplnime na ortonormaln{ bazi B = (vy,...,v,) prostoru
C", coZ lze podle véty 8.70. UkdZeme, %e matice X = [fa]5 je blokové diagonalni
tvaru

(00 ... 00

A
X =[fal = (FaOlsl- - |[fa(va)lp) = 8
0

Pro prvni sloupec plyne tvrzeni z volby vy, protoze

[fa(v)]B = [Avi]s = [Avi]s = (A,0,...,0)" .
Podle tvrzeni 8.48 o souradnicich vzhledem k ortonormaélni bazi je prvni slozka
vektoru [fa(v;)] B = [Av;| g rovnd vq - Av;. Proi > 1 dostdvame uzitim tvrzeni 10.12
o vlastnich vektorech normélni matice a kolmosti vektoru vy a v;

vicAv; = A'vi v =dvi v = A(vyov;) =0 .

Prvn{ slozka i-tého sloupce matice [f A]g je tedy pro ¢ > 1 skutecné nulova.
Diikaz dokonc¢ime maticovym vypoctem vyuzitim indukéniho predpokladu. Predné
X = [fa]B je unitdrné podobnd normdlni matici A = [f4]%:

X =U*AU , kde U = [id]% .

Speciélné, X je také normdlni matice (viz tvrzeni 10.10). Plati proto

A2 0 N _[(X]|o A0 e s (A*] 0
(OY*Y S\ofY” 0]Y SXX =X =TTy )

a tudiz Y je rovnéz normalni. Podle indukéntho predpokladu je Y unitarné diago-
nalizovatelnd, takze podle jedné z ekvivalentnich formulaci z tvrzeni 10.3 existuje
unitarni matice V fadu n — 1 takova, ze V*Y'V je diagonalni. Polozime-li

1]0
v (v )

vidime, ze W je unitarni, UW je rovnéz unitarni jakozto soucin unitarnich matic,
a plati

(UW)*A(UW)=W*U*AUW:W*XW:(1 0 )(A 0 )(1 |0 )

0| V* 0]Y 0|V
(A 0
Lol VYV
Vysledna matice je diagonalni, matice A je tudiz unitarné podobna diagonalni ma-
tici, takze je unitarné diagonalizovatelnd opét podle tvrzeni 10.3. O

Specialné, normélni redlnd matice je unitarné diagonalizovatelna, chapeme-li
ji jako matici nad C. Neni pravda, ze je nutné ortogondlné diagonalizovatelna
nad R! Redlné matice, které jsou ortogonalné diagonalizovatelné, charakterizujeme
v dusledku 10.16, jsou to presné symetrické matice.
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Pro danou normalni matici by bylo neefektivni hledat ortonormélni bazi vlast-
nich vektort postupem z dikazu spektralni véty. Je lepsi postupovat obdobné jako
u diagonalizace, podle dikazu véty 10.4, tj. v kazdém z prostora vlastnich vektori
najit ortonormalni bazi, viz priklad 10.17.

PRIKLAD 10.14. V piikladu 10.9 jsme vidéli, Ze redln4 matice

1 10
A=10 11
1 01

je normélni. Jeji charakteristicky polynom je
palt)= —t3+3t2 =3t +2=—(t—-2)(t* —t+1) .

Tento polynom méa pouze jeden reilny kofen A = 2 nasobnosti 1, matice A tedy
neni ortogonalné diagonalizovatelnd.

Chépejme nyni A jako matici nad C. Podle spektrdlni véty je unitdrné diago-
nalizovatelnd. Ma tfi vlastni ¢isla

1 V3, —_ 1 V3,
)\1_2’ )\2_§+7Z7 A3_)\2—§_7'L ;

prostory vlastnich vektort maji tedy dimenzi 1 a stac¢i v kazdém z nich zvolit
jednotkovy vektor.

1 —14+/3i —1-+/3i
1 1 1 2\/5' D) 1 1+2\/§'
V) = — s Vo = —1—= ? ’V = = — - (3
1 Ve . 2 Ve i 3 2 73 i
Vzhledem k bazi B = (vq,Vs,Vv3) je matice operatoru f4 : C3 — C3 rovna
2 0 0
[falf =] 0 22 0
1—/3i
0 0 =

To nam také dava maticovy rozklad

A= [falic = (IR [falBld]E = GAR[fal5(EAR) ™ = (R [falB([id]R)"

. 1 71+2\/§z‘ 71—2\/51' 2 0 0 ) 1 1 1
- 13 —14/3i 14+/3i L —1—/3i —14++/3i
\/g 1 % % 8 (2) 17032' \/g 71+2\/§z’ 7172 3i 1
2 2 2
A

10.2.2. Hermitovské a symetrické matice. Pripomenme, Zze matice A se
nazyva hermitovskd, pokud A* = A (v redlném piipadé AT = A). Hermitovské
matice tvori podtridu normalnich matic. Nasledujici véta ukazuje, Ze jsou to ve
skutecnosti pravé ty normalni matice, jejichz vlastni ¢isla jsou redlna.

VETA 10.15 (Spektralni véta pro hermitovské matice). Necht A je komplexni
ctvercovd matice. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni.
(1) Matice A je unitarné diagonalizovatelnd a vsechna jeji vlastni cisla jsou
redlnd.
(2) Matice A je hermitovskd.

DUKAZ. (1) = (2). Je-li A unitdrné diagonalizovatelnd a vSechna jeji vlastni
¢isla jsou redlnd, pak mtuzeme podle tvrzeni 10.3 psat A = UDU™*, kde U je unitarni
a D je redlna diagondlni. Redlna diagonalni matice je ziejmé hermitovska, takze

A=UDU* =UD*U* = (UDU")* = A* .
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(2) = (1). Protoze kazdy hermitovsky operédtor je normélni, sta¢i podle spek-
traln{ véty o normdlnich operdtorech (véta 10.13) ukdzat, Ze vSechna vlastnf ¢isla
matice A jsou redlnd. To nahlédneme z tvrzeni 10.12 o vlastnich vektorech normaél-
nich matic: Je-li A € C vlastni ¢islo matice A a v nenulovy vlastni vektor piislusny
A, pak v je vlastni vektor operatoru A* = A pifslusny vlastnimu éslu A. Jeden
nenulovy vektor nemtize piisluset vice vlastnim &islim, plati tedy A = X, neboli
AeR. O

DUSLEDEK 10.16 (Spektralni véta pro symetrické matice). Necht A je redlnd
Ctvercovd matice. Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentnd.

(1) Matice A je ortogondlné diagonalizovatelnd.
(2) Matice A je symetrickd.

DUKAZ. Dikaz (1) = (2) se udélé stejné jako v piedchozi véte.

Pro dikaz opa¢né implikace pfedpokladejme, ze A je redlné symetrickd matice.
Chéapejme nyni A jako matici nad C. Protoze je A hermitovska, podle ptedchozi véty
je unitarné diagonalizovatelnd a vsechna vlastni ¢isla jsou redlnéd. Z toho vyplyva
(viz vétu 10.4), ze A ma n redlnych vlastnich ¢isel véetné ndsobnosti, geometrickd
nasobnost kazdého vlastniho ¢isla je rovna jeho algebraické nasobnosti a prostory
M) jsou navzajem kolmé. Algebraické (geometrickd) ndsobnost nad C je rovnd al-
gebraické (geometrické) nésobnosti nad R, takZe chdpeme-li A opét jako redlnou
matici, bude spliiovat podminky z véty 10.4, a bude proto ortogonédlné diagonali-
zovatelna. O

PRIKLAD 10.17. Jako ilustraci spektrdlni véty pro redlné symetrické matice
najdeme pro operator f urceny matici

ortonormalni bazi slozenou z vlastnich vektort.
Operator f4 méa charakteristicky polynom p(\) = (1—\)(A\%2 —1) a tedy vlastn{
¢isla 1 a —1. Prislusné prostory vlastnich vektori jsou

M, = Span {(1,1,0),(0,0,1)"} ,M_; = Span {(1,-1,0)"}

V prostoru M; je ortonorméln{ baze naptiklad (vi,vs), kde

NG) 1 0

NG) 1

Béze B = (v1,Va,Vv3) je ortonorméln{ baze prostoru V a [f4]5 = diag(1,1, —1).
Zapiseme jesté vysledek maticové. Oznacme

207
Q=[dg=| 2 o —¥2
0 1 0

Matice @ je ortogonalni, takze Q' = QT a miizeme psat

diag(1,1,—1) = [fa]B = [id] 5 [falK[id]Z = Q' AQ = QTAQ ,
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nebo ve formé rozkladu matice A

A= leag(L 17 _1)Q_1 = leag(la ]-» _I)QT .
A

10.2.3. Pozitivné (semi)definitni matice. Je-li A hermitovskd matice fadu
n, pak pro libovolny vektor x € C™ plati

x- Ax=A"x - x=Ax-x=x-Ax .

7 toho plyne, Ze

x-Ax = x"Ax
je vzdy redlné cislo. Pro x = o je rovno 0. Ty matice, pro které je jinak toto ¢islo
vzdy kladné (resp. nezdporné) nazyvame pozitivné definitni (resp. semidefinitni).

DEFINICE 10.18. Ctvercova matice A fddu n nad C (resp. R) se nazjva

e pozitivné definitni, pokud je hermitovské (resp. symetrickd) a pro vSechna
0#x € C" (resp. 0 # x € R™) plati x*Ax > 0;

e pozitivné semidefinitnd, pokud je hermitovskd (resp. symetrickd) a x* Ax >
0.

Vsimnéte si také geometrického vyznamu nerovnosti x*Ax = x - Ax > 0. Rika,
ze vektor x a jeho obraz pfi zobrazeni f4 sviraji ostry thel.

Pozitivné definitni matice jsme jiz potkali v kapitole o skalarnim souc¢inu. Jsou
to podle pozorovani 8.21 pravé ty matice A, pro které rovnost (u,v) = u* Av definuje
skaldarn{ souc¢in na C". Rovnéz jsme si jiz uvédomili, ze pozitivné definitni matice
jsou regulérni.

Pozitivné definitni matice lze ekvivalentné definovat tak, ze jsou hermitovské
(symetrické) a vSechna vlastni ¢&fsla jsou kladnd; podobné pro semidefinitnost. Z
toho také vyplyvaji prislusné spektralni véty.

TVRZENT 10.19. Necht A je hermitovskd (nebo symetrickd) matice 7ddu n. Pak
A je pozitivné definitni (resp. semidefinitni) prdavé tehdy, kdyZ jsou vSechna vlastni
¢isla matice A kladnd (resp. nezdpornd).

DUKAZ. Dok4Zeme pouze verzi pro pozitivné definitni komplexni matice. Zbyl4
tvrzeni se dokézou podobné.

Je-li A pozitivné definitni a A je vlastni ¢islo matice A (to je nutné redlné), pak
pro nenulovy vlastni vektor v pfislusny A plati 0 < v-Av=v-Av = A ||v||2 Protoze
norma je kladna, plyne odsud A > 0.

Jsou-li naopak vsechna vlastni ¢isla matice A kladnd, existuje podle spektralni
véty pro hermitovské matice (véta 10.15) ortonormalni baze B prostoru C™ takova,
7e [fa]5 = D = diag(\1,...,\), kde \; jsou realna vlastni ¢isla operatoru f, tj.
A; > 0 pro vSechna i € {1,...,n}. Pak uzitim tvrzeni 8.50 o skaldrnim souc¢inu
vzhledem k ortonormélni bazi dostdvame pro libovolny vektor x vztah

x- Ax = [x]p - [Ax]p = ([x]p)"[Ax]p = (X]5)*[fal5[x]5 = (x]5)* Dlx]5 .
Oznac¢ime-li [x]p = (z1,...,2,) je vyraz roven Ai|z1|? + - + A\p|zn|?, coZ je ostie
vétsi nez 0, kdykoliv x # 0. O

VETA 10.20 (Spektralni véta pro pozitivné (semi)definitni matice). Necht A je
komplexni ctvercovd matice. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) Matice A je unitdrné diagonalizovatelnd a vSechna jeji vlastni éisla jsou
kladnd redlnd (resp. nezdpornd redlnd,).
(2) Matice A je pozitivné definitnd (resp. semidefinitni).

DUKAZ. Véta je diisledkem spektralni véty pro hermitovské matice a piedcho-
ziho tvrzeni. O
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Drobnou tpravu formulace spektralni véty pro realny pripad prenechdme ¢te-
nari.

PRIKLAD 10.21. Realn4 matice

(1)

neni pozitivné definitni ani semidefinitni, protoze ma zaporné vlastni ¢islo —1.

Realna matice
1 2
= (7)

ma vlastni ¢isla 0 a 5, proto neni pozitivné definitni. Matice A je pozitivné semide-
finitni, protoze je navic ortogonalné diagonalizovatelna.

Redlnd matice
1 2
= (2 3)

je pozitivné definitni. Pro libovolny nenulovy vektor (a,b) € R? je proto é&islo

(a,b)A( Z ) = a2 + dab + 5b°

kladné. A

Aplikaci spektralni véty dostaneme popis pozitivné definitnich matic slibeny v
kapitole o skaldrnim soucinu: ukdzeme, ze vSechny jsou tvaru A*A.

To, Ze matice tvaru A* A jsou pozitivné semidefinitni jsme jiz vlastné zdavodnili
v kapitole o skaldrnim souinu (mimo jiné je A*A Gramova matice posloupnosti
sloupcovych vektori matice A), odvozeni zopakujeme v dikazu ndsledujiciho tvr-
zeni. Matice tvaru A*DA, kde D = diag(dy,...,dm), d; > 0, lze psit ve tvaru

A*DA = A*VDVDA = A*VD VDA = (VDA)*(VDA) ,
kde v/D zna¢i matici diag(v/dy, ..., /dm), jsou tedy také pozitivné semidefinitni.

TvRzENT 10.22. Pro libovolnou komplexni matici A typu m X n je matice A*A
pozitivné semidefinitni. Je-li navic A ctvercovd reguldrni matice, pak A* A je pozi-
tivne definitni.

Naopak, kazdou pozitivne semidefinitni komplexni matici B lze psdt ve tvaru
B = A*A, kde A je ctvercovd matice. V pripadé, Ze B je pozitivné definitni, je
nutné A reguldarni.

DUKAZ. Matice A*A je hermitovskd, protoze (A*A)* = A*A*™ = A*A. Pro
libovolny vektor x € C™ plati x*A*Ax = (Ax)*(Ax) = ||Ax|]> > 0, takze A*A je
pozitivné semidefinitni. Je-li navic A regulérni a x # o, pak ||Ax|® > 0, a A je proto
pozitivné definitni.

Naopak, necht B je pozitivné semidefinitni komplexni matice. Podle spektralni
véty a tvrzeni 10.3 lze B psat ve tvaru B = U*DU, kde U je unitarni matice
a D diagonalni matice s nezapornymi prvky na diagondle. Vyuzitim obratu nad
tvrzenim dostdvame rozklad B = (v DU)*(v/DU), takze staci polozit A = /DU.
Je-li B pozitivné definitni, je B = A*A regularni. Pak je ale nutné i matice A
reguldrni. O

10.2.4. Unitarni a ortogonalni matice. Dalsi podtfidou normélnich matic
jsou matice unitarni, v redlném piipadé ortogonalni.

VETA 10.23 (Spektralni véta pro unitarni matice). Necht A je komplexni ctver-
covd matice. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
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(1) Matice A je unitarné diagonalizovatelnd a pro vsechna vlastni éisla A € C
plati |\| = 1.
(2) Matice A je unitdrnd.

DUkAZ. (1) = (2). Je-li A unitdrné diagonalizovatelnd a vSechna jeji vlastni
¢isla jsou jednotkova, pak muzeme podle tvrzeni 10.3 psat A = UDU™*, kde U je
unitarni a D je diagonalni s jednotkovymi prvky na diagonale. Pak ale D*D = I,,,
takze plati

A*A = (UDU*)*(UDU*) = UD*U*UDU* = UD*DU* = UU* =1, .

Matice A je tedy unitarni.

(2) = (1). Protoze kazdd unitdrni matice je normalni, staci podle véty 10.13
ukdzat, ze pro vSechna vlastn{ ¢fsla A matice A plati |A| = 1. Vezmeme libovolny
nenulovy vlastni vektor v pfislusny vlastnimu ¢islu . Protoze f4 zachoviva normu
(viz bod (6) tvrzeni 8.82 a bod (2) 8.88), plati ||v]| = ||Av| = [|Av]| = |Al||v]]. Z
toho plyne |A| = 1, jak jsme chtéli. O

Spektralni vétu vyuzijeme v nasledujicich odstavcich k popisu ortogonalnich
operatori na prostorech R? a R3. Upozoriiujeme, Ze pro ortogonalni matice ne-
muzeme ve spektralni vété nahradit unitarni diagonalizovatelnost ortogonalni. Ne
vSechny ortogonalni matice jsou totiz ortogonalné diagonalizovatelné, pouze ty sy-
metrické. Pri studiu ortogondlnich matic nebo operatori se proto vétsinou kom-
plexnim ¢islim nevyhneme.

10.2.5. Ortogonélni operatory v dimenzi 2. Necht f : R2 — R? je orto-
gondlni operdtor. Obrazy vektori néjaké ortonormdlni baze (napf. kanonické) jsou
jednotkové a na sebe kolmé. Z toho lze geometricky nahlédnout, ze f je bud rotace
nebo reflexe (osové soumérnost). Toto pozorovani ted dokdzeme algebraicky, jako
rozcvicku pro vyssi dimenze.

Oznacme si A matici f vzhledem ke kanonické bézi, tj. f = fa. Nékdy budeme
A chépat jako komplexni matici a f = fa jako operator na C2. Podle spektralni
véty pro unitdrni matice pro vSechna vlastni ¢isla matice A plati |A\| = 1. Protoze
mé charakteristicky polynom matice A redlné koeficienty, jsou obé vlastni ¢isla bud
realnd nebo je tvoii dvojice komplexné sdruzenych é&isel cose + ising = €% a
cosp —ising = e~ . Ozna¢me C = (vy, V) ndjakou ortonormélni bazi prostoru
C? slozenou z vlastnich vektorti matice A.

Nejdrive probereme pripad, kdy vlastni ¢isla matice A jsou redlna. Pak muzeme
zvolit oba vlastni vektory vi, vy redlné. Zde mame tfi moznosti.

e Obé vlastni &isla se rovnaji 1. Matice [f]S se pak rovna I a operdtor f

se rovna identickému zobrazeni.

e Obé vlastni ¢isla se rovnaji —1. Matice [f]S se pak rovnd —I» a operétor
f se rovné stfedové symetrii — stejnolehlosti s koeficientem —1.

e Jedno vlastni ¢islo se rovnd 1 a druhé —1. Matice | f]g se pak pii vhodném
usporadani bazovych vektor rovna

(b &)

Zobrazeni f je reflexe (osovd soumérnost) vzhledem k piimce generované
vektorem vi.
Zbyva pripad komplexnich vlastnich ¢isel, kterda nejsou realna. Oznac¢me v =
(a + bi, ¢+ di) vlastni vektor prislusny ¢islu A = cosp + isinp. V ¢ésti 9.3.5 jsme
ukézali, Ze Vv je vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢islu A a vzhledem k bazi €' =
(w1,wa) = (v+¥,i(v—7)) = (2Re(v), —2Im(v)) m& operdtor matici rovnou matici
rotace o uhel .
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Protoze v a ¥ jsou na sebe kolmé, plati

V'V = (a — ib, c — id) ( Z:Z?S ) —a? b+ —d®—2i(ab+cd) =0 .
7 imaginarni ¢asti vyrazu vidime, ze ab + c¢d = 0 a redlné vektory w; = 2Rev =
(2a,2c¢)T a wo = —2Imv = (—2b, —2d) jsou na sebe kolmé. Z realné éasti vyrazu

vidime, #e oba vektory w1, wo maji stejnou normu e = v4a? + 4¢2 = V4b2 + 4d2.
Baze

B = (wy/e,wa/e)
je ortonormélni baze prostoru R2. ProtoZe vznikla vynisobenim vektort baze C’
stejnym skalarem je

B _pc _ [ cose —sinp
NE=1g= (8 ame )
a zobrazeni f je tedy rotace.
Pokud vezmeme do tvahy, ze stredova symetrie je rotace o tihel 7 a identické
zobrazeni je rotace o thel 0, dokazali jsme nésledujici klasifikaci ortogondlnich
zobrazeni v R?.

TVRZENI 10.24. KaZdy ortogondlni operdtor f na R? je bud rotace nebo refleze.
Rotace je to prdvé kdyz det[f]5 =1 a refleze je to prdve kdyZ det[f]B = —1, kde B
je libovolnd bdze R?.

Protoze slozeni dvou ortogondlnich zobrazeni je opét ortogonalni zobrazeni,
dostavame s pouzitim véty o soucinu determinantt tento dusledek.

DUSLEDEK 10.25. SloZeni dvou rotaci v R? je opét rotace, sloZeni dvou reflexi
je rotace a sloZend rotace s reflexi (v libovolném poradi) je opét néjakd refleze.

10.2.6. Ortogonalni operatory v dimenzi 3. Rozsifime klasifikaci ortogo-
nalnich zobrazeni na aritmetické prostory dimenze 3.

Necht f : R® — R3 je ortogondlni operdtor na prostoru R?® se standardnim
skaldrnim sou¢inem a A = [f]¥ jeho matice vzhledem ke kanonické bazi v R3.
Podobné jako v dimenzi 2 budeme A nékdy chapat jako komplexni matici. Charak-
teristicky polynom ma vSechna vlastni ¢isla rovna v absolutni hodnoté 1 a existuje
ortonormaln{ bdze C' = (vi,va,v3) prostoru C? slozené z vlastnich vektorii ma-
tice A. Protoze charakteristicky polynom mé redlné koeficienty, jsou bud vSechna
vlastni ¢isla redlnd (rovnd £1) a nebo je jedno redlné a zbyld dvé jsou komplexné
sdruzend ¢isla e’ a e ™% pro néjaky tihel .

Predpokladejme, ze pouze jedno vlastni ¢islo je redlné. K nému prislusny vlastni
vektor vi muzeme proto také zvolit redlny. Chéapeme-li A jako komplexni matici,
podprostor vi = Span {vy,v3} prostoru C? je invariantnim podprostorem opera-
toru fa, protoze je linedrnim obalem vlastnich vektort. Tim spiSe je i W = vi-
(tentokrat chapano realnd) invariatnim podprostorem v R3 operdtoru f. Oznac¢me
g = fijw ztzeni f na tento podprostor dimenze 2.

Operator g na prostoru W je zrejmé ortogonalni. Podle tvrzeni 9.112 charak-
teristicky polynom operatoru g déli charakteristicky polynom operatoru f. Z toho
vyplyvé, Ze py(A\) ma komplexni vlastni ¢isla e’? a e~*?. Z diskuze v dimenzi 2 nyn{
vyplyvé (viz pozndmku), Ze g ma vzhledem k ortonormalni bézi (a Re vy, —a Imvs)
tohoto podprostoru, kde a = ||Re va| !, matici

cosp —singp
singp  cos g
PoOzZNAMKA. Zde se projevuje jedna z nevyhod price s aritmetickymi prostory
misto abstraktnich. Diskuzi v ¢dsti 10.2.5 jsme provadéli pro operdtory na R2, nyni
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bychom ale potfebovali vysledek pro dvoudimenzionalni podprostor R3, coz neni
aritmeticky prostor. Doplnit argument ale mtizeme uzitim libovolné ortonormalni
baze C prostoru W. Potfebujeme ukazat, ze vektory Revs a Imvs jsou na sebe
kolmé a maji stejnou normu. Vime, ze vy - V3 = 0, takze také [va]c - [V2|c =
[vo]c - [va]o = 0 podle tvrzeni 8.50. Vpodet v ¢asti 10.2.5 ukazuje, Ze pak [Re vaco
a [Imvsy]c jsou na sebe kolmé a maji stejnou normu, a tedy totéz plati pro Revs
a I'mvy, opét podle tvrzeni 8.50. (V pravé provedeném argumentu opét ponékud
neforméalné kombinujeme redlnd a komplexni ¢isla, formalni doladéni ale jiz prene-
chame ¢tenaii.)

Je-li redlné vlastni ¢islo rovné 1, ma potom f vzhledem k ortonormélni bazi

B = (vi,a Re vy, —a Imvs) prostoru R? matici

1 0 0
[fI5=| 0 cosep —sing
0 sing cosy

a jde tedy o rotaci kolem osy generované vektorem v; o thel ¢.
Je-li jediné redlné vlastni ¢islo operatoru f rovné —1, plati

-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
(15 = 0 cosp —sing | = 0 10 0 cosg —sing
0 sinp cosy 0 01 0 singp cosyp

a zobrazeni f je tedy slozenim rotace kolem osy generované vy o thel ¢ s reflexi
(zrcadlenim) uréenou rovinou kolmou na vektor vy.

Jsou-li v8echna vlastni ¢isla matice A redlnd, mizeme zvolit ortonorméalni bézi
C? slozenou z redlnych vektortt a matice [f]8 m4 (az na pofadi prvkil na hlavni

diagondle) jeden ze tvaru

100 10 0 1 0 0 ~1 0 0
o10],lo1 o |,lo -1 0o |,[ 0o -1 o
00 1 00 -1 0 0 -1 0 0 -1

V prvnim p¥ipadé jde o identické zobrazeni (tj. rotaci o tihel 0), ve druhém p¥ipadé
jde o zrcadleni vzhledem k roviné Span {vy,vo} = {v3}*, ve tfetim piipadé jde o
rotaci kolem osy generované vy o tthel m a ve ¢tvrtém pripadé jde o slozeni této
rotace s reflex{ (zrcadlenim) uréenou rovinou Span {vq, vs}.

Plati proto nésledujici tvrzeni.

TVRZENI 10.26. KaZdé ortogondlni zobrazeni v euklidovském prostoru R? je bud
rotace kolem nejaké osy, reflexe vzhledem k néjaké roviné a nebo sloZeni rotace s
reflexi. Rotace je to praveé tehdy, kdyz determinant matice tohoto zobrazeni vzhledem
k jakékoliv bazi je rovny 1.

DUSLEDEK 10.27. Slozeni dvou rotaci v R? je zase rotace v R?, sloZeni dvou
reflext je rotace (osa rotace je rovnd priniku rovin reflext).

10.3. Singularni rozklad

Pro nékteré operatory urcené Ctvercovymi komplexnimi nebo redlnymi mati-
cemi umime najit ortonormalni bazi, vzhledem ke které ma dany operator dia-
gonalni matici. V komplexnim piipadé jsou to pravé operatory urcené normalni
matici, v redlném pripadé symetrickou matici. Kdyz slevime z pozadavku, ze baze
pro vzory a obrazy jsou stejné, lze ,unitarné diagonalizovat® kazdou komplexni
nebo redlnou matici, kterd ani nemusi byt ¢tvercova. Navic na diagondle budou v
tomto diagonalnim tvaru nezaporna realnd cisla.
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10.3.1. TTi pohledy na singularni rozklad. Zac¢neme piikladem, ktery ilu-
struje tii pohledy na tuto zobecnénou unitarni diagonalizaci.
PRIKLAD 10.28. Uvazujme ,,zkoseni* f4 : R? — R2, kde
1 1

Budeme umét spocitat, ze vzhledem k bazim B a C, kde
0,526 ~0,851

B =(vi,v2) ~ (( 0,851 )( 0,526 )) ’
0,851 —0,526

C=(m,u)~ << 0,526 )( 0,851 )) ’

T 0\ _ (1618 0
A= 0 o0 )7 0 0618

7 toho vidime, ze vektor vy se pri zobrazeni f4 zobrazi na priblizné 1,618-nasobek
vektoru u; a vektor vy se zobrazi na priblizné 0,618-nésobek vektoru us. Obecnéji,
obraz vektoru x o soutadnicich [x]p = (21, 22)7 vzhledem k bazi B je vektor Ax o
soufadnicich [Ax]c ~ (1,61871,0,61822)7 vzhledem k bazi C.

mé f matici

OBRAZEK

Z této informace napiiklad snadno uréime obraz jednotkového kruhu O = {x:
||| < 1}. Protoze B je ortonormalni baze, plati ||x|| = ||[x]z]|. Vektor x proto lezi
v O pravé tehdy, kdy# jeho soutadnice [x]p = (21, 22)7 vzhledem k bazi B spliuji
22 4+ 23 < 1. Obrazem vektoru x je vektor Ax o soufadnicich [Ax]c = (y1,92)T ~
(1,61821,0,618z2)T. V obrazu kruhu O tedy budou pravé ty body, jejichz soufadnice

vzhledem k C splnuji
2 2
% LY <1
1,618 0,618

Z toho vidime, Ze obrazem je elipsa s délkami poloos (pfiblizné) 1,618, 0,618. Sméry
poloos jsou urceny vektory u;,us baze C.

Uzite¢nd je také maticova verze. Oznacime-li U = [id]% a V = [id]2, dostaneme
z [fa]lZ = D vztah A = UDV ~L. Protoze V je ortogonéln{ matice, plat{ V-1 = VT,
takze také mizeme psat A = UDVT.

B r {0851 —0,526 1,618 0 0,526 0,851
A=UDV N<0,526 0,851 0 0,618 ~0,851 0,526

Na tento rozklad se také miizeme divat tak, ze zobrazeni f4 vyjadfujeme jako
slozeni fa = fufpfyr, kde fu a fyr jsou ortogonélni zobrazeni a fp je zobrazeni
urcené diagonalni matici. Zobrazeni f4 je tak v nasem piipadé slozenim zobrazeni
fvr = fy-1, coz je rotace o priblizné —58,28°, zobrazeni fp, které natahuje vektory
1,618-krat ve sméru prvni osy a zkracuje 0,618-krat ve sméru druhé osy, a zobrazeni
fu, coz je rotace o priblizné 31,72°. I z tohoto pohledu vidime obraz jednotkového
kruhu: Zobrazeni fyr = fi—1 zobrazi O na O (pfi¢emz vektor vq se zobrazi na e;
a vektor vy na ey). Zobrazeni fp kruznici deformuje ve sméru souradnicovych os,
¢im7 vznikne elipsa s osami Span {e; }, Span {e2}. Tuto elipsu zobrazeni fi; otodi.

OBRAZEK

Pouzijeme-li pohled na nasobeni matic systémem “sloupec krat radek”, mizeme
vztah A = (UD)VT napsat ve tvaru dyadického rozvoje

* *
A =o1mv] + ougvy .
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Matici A jsme vyjadiili jako soucet matic hodnosti 1. Uvidime, Ze prvni s¢itanec

« [ 0,724 1,171
MV 0447 0,724
je vlastné v jistém smyslu nejlepsi aproximace matice A matici hodnosti 1. A

10.3.2. Singularni rozklad. Uvazujme obdélnikovou matici typu m x n nad
C (resp. R) a prislusné linedrni zobrazeni f4 : C* — C™ (resp. fa : R* — R™).
Chceme najit ortonormalni bézi B prostoru C™ (resp. R™) a ortonormalni bazi C
prostoru C™ (resp. R™) tak, aby [fa]Z byla , diagonalni“ s nezdpornymi realnymi
¢isly na diagondle.

Tato matice nemusi byt Ctvercova, pojem diagondlni matice proto rozsitime.
Rikédme, 7ze matice D = (d;;) typu m x n je obdélnikovd diagondlni matice, po-
kud d;; = 0, kdykoliv ¢ # j (kde ¢ € {1,...,m}, j € {1,...,n}). Obdélnikovou
diagondlni matici budeme zapisovat D = diag(dy1,...,d,) nebo obsirnéji

D = diag,, ,(d11,.-.,drr) ,
chceme-li zvyraznit typ matice D. Budeme casto vypisovat pouze nenulové prvky,
tj. je-li # < min(m, n), rozumi se, Ze zbylé diagondlni prvky jsou nulové.

Klicové pozorovani k nalezeni bazi B a C je nasledujici. Pokud

[falé = D =diag,,,(d11,...,d), dis €ER,
pak matice linedrniho zobrazeni f4- vzhledem k bazim C' a B je D*, protoze
[fa-15 = lid]5" [fa-]kr A%, = ([dE,) A" ([dcm)*
= ([ g™ AGd]R,)* = ([fal8)" = D",
kde ve druhé tpravé jsme vyuzili ([id]%2)~1 = ([id]B)* a ([id)E)~! = (id&)*, coz

plati, protoze obé matice jsou unitarni. Z toho vyplyvd, Ze matice operatoru fa« 4
vzhledem k ortonormélni bazi B je

[fa-alB = [fa- © fal = [fa-]5[fal6 = D*D = diag,, ., (d1y,. ., d2,) -
Vsimnéte si, Zze jsme vlastné unitarné zdiagonalizovali matici A*A. Nyni vidime,
7e prvky na diagondle matice [f4]Z jsou nutné druhé odmocniny vlastnich &isel
matice A* A a baze B musi sestéavat z vlastnich vektoru této matice. Navic ze vztahu
[fa]E = D vidime, 7e obraz i-tého vektoru baze B pii zobrazeni fa musf byt d;-
nasobkem i-tého vektoru v bazi C' (pro ¢ < min(m,n)). Tato pozorovani dévaji
navod k dikazu véty o singuldrnim rozkladu.

VETA 10.29. [o singuldrnim rozkladu] Necht A je komplexni (resp. redind)
matice typu m X n hodnosti r. Pak existuji ortonormdlni bize B = (vi,...,Vy),
C = (uy,...,uy) prostori C*, C™ (resp. R™, R™) a redlnd cisla o1,...,0 >0
takovd, Ze

(i) (singuldrni rozklad, geometrickd verze) [fa]E je obdélnikovd diagondini
matice

[fa)E = diag,, ., (01,...,00) ,
(ii) (singuldrnd rozklad, algebraickd verze) plati

A=UDV~'=UDV* ,
kde U,V jsou unitarni (resp. ortogondlni) matice
U=[d% =wl|...[w,), V=[4E =vi|...|v,)

a D = diag,,,(01,...,0.).
(iil) (dyadicky rozvoj) plati

A=ocmvi + -+ ouv, .
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Navic v této situact

(iv) o1,...,0. jsou druhé odmocniny vlastnich cisel matice A* A,

(v) prokazdéi e {1,...,r} jev; vlastni vektor matice A* A prislusny vlastnimu
islu o2,

(vi) Ker A = Span{v,41,...,v,} = Span{vy,...,v,}",

(vii) Im A = Span {uy,...,u,} = Span {u,1,... ,um}L.

DUKAZ. Matice A*A fddu n je podle tvrzeni 10.22 pozitivné semidefinitni,
takze podle spektralni véty pro hermitovské (resp. v redlném pifpadé symetrické)

operatory (véta 10.15 nebo dusledek 10.16) existuje ortonormélni bdze B = (vq,...,V,)
prostoru C" (resp. R") sloZend z vlastnich vektorti matice A*A a [fa-a]5 = diag(Aq, ...

kde A1,..., A, jsou nezdporna realna vlastni ¢isla matice A*A. Vektory v bazi B
usporadame tak, aby Ay > Ay > --- > A,. Reknéme, ze prvnich r ¢isel je nenulo-
vych; nakonec uvidime, Ze r je hodnost A.

Podivejme se, jak vypadd Av; pro i > r. Protoze pro takova i je A\; = 0, tak
plati

A*Avi = )\ivi = OVZ' = 0.
Vynésobenim v} zleva dostaneme
viA*Av;, = vio = 0.
Porovnanim s normou odvozenou ze standardniho skaldrniho souéinu dostavame
0=viA*Av; = (Av;) - (Av;) = || Avy||°.

Tedy Av; mé nulovou normu, coZ lze jen tak, ze Av; = o kdykoli ¢ > r. (Na okraj
poznamenejme, Ze jsme praveé nasli n —r linedrné nezavislych vektori v; v jadru A;
hodnost A tedy bude nejvyse r.)

Pro i € {1,...,r} oznafime o; = VA; a w; = ai_lAvi. Pak pro libovolna
1,7 €{1,...,r} plati

u; -u; = O'i_lAVi . Jj_lAVj = O'i_lo'j_l(AVi . AVj)
= cri_lo'j_l(A*Avi V) = Ui_laj_l)\i(vi vj) .

7 toho vyplyvé, Ze pro i # j jsou vektory u;,u; na sebe kolmé a navic u; - u; =
o, 2)\i = 1, takze kazdy z vektorii uy, ..., u, ma jednotkovou normu. Mzeme tedy
tuto posloupnost doplnit na ortonormélni bézi C = (uy, ..., u,,) prostoru C™ (resp.
R™).

Nyni pro i € {1,...,r} je Av; = o;u;, neboli [fa(v;)]c = o;€;. Pro ¢ > r mame
fa(vi) = o, tedy [fa(v;)]c = o. Matice linedrniho zobrazeni f4 vzhledem k bazim
B a C je tedy skutecné

[fa]Z = D = diag,, ., (01,...,0,) .
Bod (ii) nyni plyne z vypoétu
A=[flx = [dg[f)elids = UDV ' =UDV*

a vyraz z bodu (iii) je sou¢in (UD)V* rozepsany systémem “sloupec krat fddek”.
Body (iv) a (v) plynou z diskuze pred vétou. Konetné, podle tvrzen{ 6.23 o vypoctu
jadra a obrazu mame

[Ker falp = Ker D = Span{e;41,...,e,}, [Imfa]lc =ImD =Span{ey,...,e.}
takze

Ker A = Span{v;41,...,v,} = Span {vy,... ,v,,}J‘

Im A = Span{uy,...,u.} = Span{ur_‘_l,...,um}L

Specialné, hodnost matice A je dimIm A = r. O

7)\71))
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Je zvykem vektory v bazich B a C uspoiddat tak, Ze na diagondle matice [f]Z

jsou prvky usporadany sestupné podle velikosti. Nenulové prvky na diagonile se
nazyvaji singuldrni hodnoty matice A.

DEFINICE 10.30. Necht A je komplexni nebo redlna matice. Kladné redlné ¢islo
o nazjvame singuldrni hodnota matice A, pokud o2 je vlastni ¢islo matice A*A.

7 pozorovani nad vétou 10.29 také vyplyva, Ze nenulova hodnota o je na dia-
gonale matice D tolikrat, kolik je ndsobnost o2 jako vlastniho ¢isla matice A*A.

PRIKLAD 10.31. Spoéitdme singularni rozklad matice zkoseni f4 : R? — R2
diskutovaného v prikladu 10.28.
1 1
(o 1)

Postupujeme podle dikazu véty 10.29. Najdeme ortonormalni bazi B = (vq,va)
prostoru R? se standardnim skaldrnfm souéinem takovou, Zze matice operatoru
faxa = far 4 vzhledem k B je diagonalni.

Vlastni ¢isla matice
1 1
T _
ATA = < b >
jsou A1 2 = (3 +1/5)/2, singularni hodnoty jsou proto

3++56

2 3

o1 =~ 1,618, 09 = 0,618 .

01,2 =

Piislusné prostory vlastnich vektort matice AT A jsou jednodimenziondlni, vybe-
reme v nich vektory jednotkové velikosti. Vyjde priblizné

0,526 ([ —0851
Vi ( 0,851 ) €My, V2 ( 0,526 ) € My, -

Vektory u;, us vypocteme ze vzorce u; = o; L Av,.
{0851 _( —0,526
W52 )0 "7\ 0851
Vzhledem k bdzim B = (vq,v2) a C = (uy,us) mé f4 matici

1,618 0
D =[fa)e = ( 0 0618 )

A
10.3.3. Interpretace geometrické verze. Rozmyslime si podrobnéji, co vztah
[fal8 = D = diag,,,,(01,...,0,) fiké o linedrnim zobrazeni f4. Oznaéme B =
(viy...,vp) a C = (uy,...,u,,). Podle definice matice linedrniho zobrazeni je
fa(vi) = o1uy, w, fa(vy) = opu,. Pro zbylé vektory v bazi B je fa(vy41) =+ =
fa(vn) = o. Obecndji, obraz vektoru x spoéitdme vzorcem [fa(x)]lc = [fa]2[x]5,
tedy obrazem vektoru x, jehoz soutadnice vzhledem k bézi B jsou
Xg = (z1,...,2,)" |
je vektor fa(x), jehoz souradnice vzhledem k bézi C jsou
[fa(X)]c = D(z1,...,2,)" = (o121,...,002,,0,...,0)T
m slozek

Podobné jako v prikladu 10.28 z toho v pripadé redlnych matic malych typt vidime,
ze obrazem jednotkové koule v R”™ je zobecnény elipsoid v R™ s poloosami oiuy, ...,
o, velikosti o1, ..., .. Pokud = 1 je zobecnény elipsoid tsecka, pro r = 2 elipsa
(i s vnitfkem) a pro r = 3 elipsoid (opét s vnitikem).
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OBRAZEK

V nékterych situacich mtizeme vektory vy, ..., v, interpretovat jako vyznacné
sméry v C" (R™), vektory uj, .., u,, jako vyznacéné sméry pro obrazy a cisla
01,...,0. jako velikosti vlivu jednotlivych slozek na vysledny vektor.

PRIKLAD 10.32. Predpoklddejme dimV = 5, dimU = 4, B = (vy,...,Vs),
C = (u,...,w) a[f]8 = diag,,5(10, 9, 0,1).

Vektor x s vyjadienim [x|p = (71, 22, 73,24, 75)T se zobrazi na vektor f(x) s vy-
jaddfenim [f(x)]c = (10x1, 922, 0,123, 0), ¢ili vektor f(x) = 10z1u;+9z2u2+0,1z35u;3.
To lze interpretovat tak, Ze nejvétsi vliv na f(x) maji prvni dvé slozky z1,z2 odpo-
vidajici vektorim vy, vo. Tyto slozky se pfiblizné zdesetindsobi, f(x) bude ,, blizko*
roviny Span {u;,us} a bude mit pfiblizné desetkrat vétsi normu (pokud neni tfeti
slozka prilis velkd). Vliv tiet{ slozky x3 je maly a dalsi slozky nemaji na vysledek
zadny vliv.

Jadrem f je prostor Ker f = Span {v4, v5} = Span {vy, va, Vg}J_ a obrazem f je
prostor Span {u;,uz,uz} = uy. A

10.3.4. Geometricka interpretace algebraické verze. Rozklad A = UDVT =
UDV ~! mizeme geometricky interpretovat jako f4 = fufpfy-1. V piipadé redlné
Ctvercové matice fadu n je tedy fa : R®™ — R”™ sloZzenim pofadé ortogonalniho
zobrazeni fy -1, zobrazeni fp, které natahuje nebo zkracuje souradnicové osy a
ortogondalniho zobrazeni fi;.

Pro zobrazeni f4 = fu fpfyr : R® — R™ sledujme postupné obraz n-dimenzionalni
koule O = {x : ||x|| < 1}. Zobrazeni fy = je ortogondlni, proto zobrazi O opét na O,
pricemz vektor v; se zobrazi na e;. Zobrazeni fp pak kruh O natdhne nebo smrsti
ve sméru soufadnicovych os (pfipadné jesté ubere nebo pfid4 slozky pokud m # n),

tim vznikne zobecnény elipsoid s poloosami o€, 0ses,. ... Nakonec se na vzniklou
mnozinu aplikuje zobrazeni fy, které vektor e; zobrazi na vektor u;. Tim vznikne
zobecnény elipsoid s polosami gyuy, o9us, ... velikosti o1, 09,....

10.3.5. Priklady.

PRIKLAD 10.33. Spoditdme singuldrni rozklad pro redlnou étvercovou matici

1 10
A=10 1 1
1 01

Tato matice je normalni, v prikladu 10.14 jsme ji unitarné diagonalizovali. V
nasledujicim odstavci si rozmyslime, jak spocitat singularni rozklad primo z unitarni
diagonalizace, pokud ndm nevadi komplexni aritmetické vektory v bazich B a C.
Nyni ale budeme postupovat piimo podle dukazu véty 10.29. Najdeme ortonormalni
bazi B = (v1,va,v3) prostoru R? se standardnim skaldrnfm souinem takovou, 7e
matice operatoru far 4 vzhledem k B a B je diagonalni. Matice

2 1 1
ATA=11 2 1
11 2

mé vlastni ¢islo Ay = 4 nasobnosti 1 a vlastni ¢islo A = A3 = 1 ndsobnosti 2.
Singularni hodnoty matice A jsou o7 = 2 a g9 = o3 = 1. Prislusné prostory
vlastnich vektoru jsou
1 -1 -1
M, = Span 1 , M, = Span 1 , 0 ,
1 0 1
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V nich najdeme ortonormalni béze. V prostoru M; je ortonormalni baze tfeba

I 1
(va,v3) = | —= | 1 —=| 1 :

vzl g ) VB 2
v prostoru My
1
V3

Vektory baze C = (uy,ug, u3) vypocteme ze vztahu u; = O';lfA(Vi).

1
V], = 1
1

1 10 1 1 1 1
w=2"Avy=2""10 11 ]|—=|1]|=—4|1
1 0 1 V3 1 V3 1
uy = Avy = L (1) uz = Avg = L —21
2 2 \/§ . 3 3 3 6 . ’
Vzhledem k ortonorméalnim bazim B a C je
2 00
D=[fJE={0 1 0
0 0 1
To nam dava rozklad (U = [id|%, V = ([id]Z)7T)
1 2 1 1 1
A IR N A N (R S
A=UDV* = ? 751 _¢ 01 0 _iﬁ ? 02
woow w00 I
nebo také nasledujici rozklad na matice hodnosti 1
2 2 2 1 0o 0 0 1 2 2
A=2uvitupvituzvi = - | 2 2 2 +§ -1 1 0 +6 -1 -1
2 2 2 1 -1 0 -1 -1

Obrazem jednotkové koule pri zobrazeni fa je elipsoid s poloosami 2uj, us, u3 ve-
likosti 2,1, 1. Protoze velikosti druhé a treti poloosy jsou stejné, je tento elipsoid
rotacné symetricky podle osy Span {u; }.

OBRAZEK A
PRIKLAD 10.34. Spod¢itame singuldrni rozklad pro redlnou matici
1 2
A= 2 4
1 2

Vlastni ¢isla matice
T, 6 12
A= < 12 24

jsou 30 a 0, singularni hodnota matice A je tedy o1 = +/30. Prislusné normované

vlastni vektory jsou
1 1 1 -2
V1= % 9 ) V2T E 1

1

1
— | 2
V6 \

Vektor

u; = aflAvl =

—4
2
2
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doplnime do ortonormalni baze R? napiiklad vektory

! _01 u ! 11
0= ;o W3=—= | —
V2 V31
Vzhledem k bézim B = (vi,v3) a C' = (uy, us, ug) mame

V30 0
[fale = 0 0 ;
0 0

Ug =

coz nam dava rozklady A = o1u;vi a

1 1 1
L TV VB V30 0 L2
e[ T o) (g
R T 0 0 VA
V6 V2 V3
Obrazem jednotkového kruhu pii zobrazeni f4 je tisecka spojujici —v/30u; a v/30u;.
OBRAZEK A

10.3.6. Singularni rozklad unitarné diagonalizovatelnych matic. Jaka
je souvislost unitarni nebo ortogonalni diagonalizace matic a singularniho rozkladu?
Uvazujme normélni matici A fddu n a ortonormalni bézi B = (vy,...,v,) prostoru
C" (R") takovou, ze [fa]B = D’ = diag(\1,...,\n). Vektory v B si uspofaddme
tak, aby Ay,..., A\ £0a Ay ==X, =0.

Jsou-li Aq, ..., A\, nezdpornd redlnd ¢isla, coz nastane praveé kdyz A je pozitivné
semidefinitni, pak mame p¥imo singuldrni rozklad, kde C = B a D = D’. V obec-
ném pripadé si nejprve rozmyslime, jaké jsou singularni hodnoty matice A, a pak
nalezneme prislusnou bazi C.

Singuldrni hodnoty matice A jsou druhé odmocniny nenulovych vlastnich cisel
matice A*A, které muzeme spocitat jako (nenulovd) vlastni ¢isla matice

[fa-alg = (D)D" = diag(|M]%, ..., [Aal?)
Proto plati:

Po0zoROVANT 10.35. Singuldrni hodnoty normdind matice jsou rovny absolutnim
hodnotdm jejich nenulovijch vlastnich cisel.

Proto definujeme
D = diag,,,.,,(|A\1],-- -, [Anl) -
Pro i < r polozime u; = (\;/|\;|)v;. Posloupnost (ui,...,u,) je ortonormalni,
protoze vznikla vynasobenim vektort vy, ..., v, komplexnimi ¢isly s absolutni hod-
notou 1. Tyto vektory doplnime na ortonormélni bazi (ui,...,u,). Protoze pro
i <rje fa(vi) = Nv; = |\iju; a pro i > r je fa(v;) =0 = \u,, plat

[falé =D
a nalezli jsme singularni rozklad.

PRIKLAD 10.36. Vratime se k normalni matici z piikladu 10.33. Budeme ji
chépat jako komplexni matici a spocitame jeji singularni rozklad.

1 1 0
A= 0 1 1
1 01

V piikladu 10.14 jsme spocitali, ze A ma vlastni ¢isla

3 — 1
\/>7;7 A3:>\2:§_

| S

1
1 , A2 2+ 5
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a ortonormdlni baze tvorend prislusnymi vlastnimi vektory je B = (v1,va,vs), kde

1 —1+V3i =1-V3i
v, = i 1 , Vo = L —1—2\/§i ,V3 =Vo = i —143\/51‘
V3 \ g V3 2 V3 2
Singularni hodnoty matice A jsou proto
or=|M|=2, 02 =[] =1, 03 =[A3] =1
a vektory v bazi C' = (uy,ug, u3z) vypocteme ze vztahu u; = (A;/0;)v;.
A 1 (1 A L A L[
_ M _ N2 1—/3i _ M 1+/3i
w=—vi=—7|1 ], w=—vy=— T2 |y W = —V3=—= 2
o1 V3 02 V3l Wim o3 V3 13
2 2

Vysel ndam singularni rozklad komplexni matice A. Tento postup ale nemuzeme
pouzit, chceme-li singularni rozklad A jakozto realné matice. Ten jsme nasli v pri-
kladu 10.33. A

10.4. Pouziti singularniho rozkladu

10.4.1. Spektralni norma. Singuldrni rozklad matice A ndm umoznuje od-
povédét na otdzku, jaky nejvyse (nejméné) muze byt podil ||Ax|| /||x|| pro x # o.
Jinymi slovy, jak nejvic se muze zménit délka vektoru pri zobrazeni f4. Pro které
vektory se tohoto maxima (minima) nabyva?

Nejprve si vSimneme, ze
A
i ()]
x| x|

takze se sta¢i zabyvat otdzkou, jakéd je nejvétsi, nebo nejmensi hodnota || Ax|| pro
vektory x jednotkové velikosti (tj. pro vektory na jednotkové sfére). Geometricky je
v pripadé redlnych matic malych typt odpovéd patrna z diskuze o obrazu jednotkové
koule. Ukézeme algebraické odvozeni v obecném pripadé.

Necht B, C jsou ortonorméln{ béze takové, ze [f]8 = diag,, (01, ..., 0r), 01 >
.-+ >0, > 0. Oznaéme [x|g = (71,...,7,)T. Protoze ||x|| = 1 a B je ortonormalni,
je Ixsl =1, &l

1|+ @ 4zl =1
Norma vektoru f(x) je potom
IF@)I = 1[f@lel = [[(121, ... ov,,0,...,0)T]| = \/a%|z1\2 ot offz?

Protoze 09 > 09 > --- > 0, > 0 je tento vyraz mensi nebo roven

\/U%(|171\2 oot anf?) =01,

pri¢emz rovnost nastavd pravé tehdy, kdyZ |z;| = 0 pro kazdé i takové, ze o; < o1,
neboli pravé pro vektory x v linedrnim obalu vektort baze B pfislusnych singularni
hodnoté o1, neboli pravé pro vlastni vektory matice A* A prislusné vlastnimu ¢islu
o2. Odvodili jsme nasledujici tvrzeni

TvVRzENT 10.37. Necht A je komplexni (resp. redlnd) matice typu m x n. Pak
pro libovolny vektor o # x € C™ (resp. o0 # x € R™) plati

[Ax|
x|

>~ 01,

kde o1 je mejvétsi singuldrni hodnota matice A. Rovnost nastdvd prdvé tehdy, kdyz
x je nenulovy vlastni vektor matice A* A prislusny vlastnimu ¢islu 3.
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Maximu vyrazu ||Ax| / ||x|| se také Fikd spektrdlni norma matice A. Je rovnd
nejvétsi singuldrni hodnoté. Budeme ji znadit resp. ||A||. Podle definice je
[ Ax|| < [JAJ I} -

Obdobné tvrzeni lze odvodit pro minima, viz cviceni.

PRIKLAD 10.38. Matice
1 1 0
A= 0 1 1
1 0 1

z priklada 10.33, 10.36 m& spektralni normu ||A|| = 2, tj. pro libovolny vektor
x € C3 plati

|| Ax|]
=~
Rovnost nastévd prévé tehdy, kdyZ o # x € My = Span{vy} = Span {(1,1,1)7}
(znadeni prebirdme z piikladu 10.33). A
PRIKLAD 10.39. Pro matici
1 2
A=1 2 4
1 2
z prikladu 10.34 plati
|| Ax||

<30 .

[l

Rovnost nastévd pro o # x € Span {vi} = Span {(1,2)7 }. Spektrélni norma matice
A je | 4]l = v/30. A

10.4.2. Re3eni soustavy linearnich rovnic s nepfesnou pravou stranou. Uvazujme soustavu Ax =
b, kde A je realna regularni matice, jejiz fedenf je, jak vime, x = A~ 1b.

Reknéme, Ze vektor b ziskame mérenim, které je zatizeno chybou &b (vyraz &b chapejte jako
oznadeni vektoru, nikoliv jako soutin). Ve skute&nosti tedy nezndmé hodnoty x budou zatiZené chybou
0x, kde

A(x+0x)=b+6b , tj. 5x=A"1b .
Velikost chyby bude
x|l = [|A=2ab]| < [[A=1 sb] -
(P¥i¢emz rovnost mize nastat.) Pokud je spektralni norma ||A_1H vysoka, nap. 108, velikost chyby
neznamych hodnot miize byt a7 106-krat vétsi nez velikost chyby namé¥enych hodnot, co? je neuspo-
kojivé. VSimnéte si, Ze norma ||A_1 H je rovna prevracené hodnoté nejmensi singularni hodnoty matice
A (cviéeni).

V praxi nas spiSe bude zajimat odhad na velikost relativni chyby ||0x|| / ||x|| nezndmych hodnot v

zavislosti na velikosti relativni chyby ||db|| / ||b]| mé&Feni. K tomu si v8imneme

IIbll = [1Ax[| < lAJ {|x||

takze

[[6x]]

[l

- 1 - Al —1) lIébll
< AT obl| = < JATH bl =t = Al [[ATH] S
[l (bl bl
Cislu ||A|l ||A=1]| se ¥iké4 &islo podminénosti matice A, je rovno podilu nejv&tsi a nejmensi singulérni
hodnoty. Relativni chybu Feseni Ize tedy odhadnout relativni chybou méfeni krat ¢islo podminénosti.

PRiKLAD 10.40. Cislo podminénosti matice

1 1 0
A= 0 1 1
1 0 1

z prikladu 10.33 je 2/1 = 2. Relativni chyba feSeni soustavy Ax = b bude tedy nejvyse dvakrat vétsi
nez relativni chyba mé¥eni pravé strany. A
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10.4.3. Aproximace matici nizsi hodnosti. Uvazujme komplexni nebo re-
alnou matici A typu m X n hodnosti . Chceme najit matici A stejného typu nad
stejnym télesem dané hodnosti s < 7, kterd co nejlépe aproximuje A ve smyslu, Ze
spektralni norma HA — AH je co nejmensi. To se nam muze hodit pii komprimaci
dat nebo pri zjednodusovani matematickych modelt.

Necht B = (vy,...,vy), C jsou ortonormalni bdze C™ a C™ (resp. R" a R™)

takové, ze [f4]2 = diag,,y,(01,...,0,), kde o1 > 03 > -+ > 0, > 0. UkdZeme, ze
hledand nejlepsi aproximace A matice A je urcend vztahem
[f4lé = diag,, (01, ..., 05) .
Pri této volbé je
[f4_alE = diag,,xn(0,...,0,0541,...,0.) .

To znamend, ze nejvétsi singularni ¢islo matice A — A je 0541, takze

.

Zbyva ukazat, ze lepsi normy nelze dosdhnout. Predpokladejme, ze Q@ je matice stejného typu
jako A nad stejnym télesem, jejiz hodnost je nejvySe s. ProtoZze dim Span{vi,...,vsy1} =s+ 1 a
dimKerQ = n —dimImQ > n — s, plyne z véty o dimenzi souc¢tu a priniku, Ze se tyto dva prostory
protinaji. UvaZujme libovolny nenulovy vektor x v jejich priiniku a oznaéme [x]p = (z1,...,2n), tj.
QRx=o0azxs42="---=xn, =0. Pak

g s IA=QEI _ 14X _ liAxel _ (1o, souzein, 0. 0
[Ixll Il x5l (@1, 2s41,0,...,0)T
||(0’S+1ZE1, N 70's+lxs+1707 e ,O)T” 7
= @ mer, 0, 0T T

Tedy norma je skute¢né alespon os41.
V maticovém pohledu muzeme vysledek formulovat nésledujicim zptsobem.
Je-li singuldrni rozklad matice A roven
A=UDV* =Udiag,,,(01,...,0.)V* =oqmv] + -+ -+ o,u,v) ,
kde o1 > -+ > o0,, pak nejlepsi aproximace A matice A matici hodnosti s je
A= Udiag,, ., (01,...,0) V" =c1wv] + -+ + o5usvs .

K ulozeni matice A typu m X n v pocitaci potrebujeme mn skalaru. K ulozeni
aproximace A staci s(m+n+1) skaldr, protoze mame s séitanci a kazdy séitanec
obsahuje skalar o;, m-slozkovy vektor u; a m-slozkovy vektor v;. Toho lze vyuzit
pro komprimaci dat.

PRIKLAD 10.41. Nejlep$i aproximace matice

1 10
A= 0 1 1
1 0 1
z prikladu 10.33 matici hodnosti 1 je
R 1 1 1 1 1 1
A=omyvi=2—=| 1 —((111)==(1 1 1
V3 1 V3 1 11

= 09 = 1 a pro zadnou matici B

3
Aproximace je nejlepsi v tom smyslu, ze HA —A
hodnosti 1 neplati |4 — BJ| < 1.
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Aproximovat A matici hodnosti 2 se nevyplati, protoze norma rozdilu A —
A by byla také rovna o3 = 1, takze bychom v tomto smyslu nedosdhli zddného
zlepseni. A

10.4.4. Pseudoinverze. Uvazujme soustavu rovnic Ax = b, kde A je komplexni nebo realna
matice typu m X n. Soustava nemusi mit zadné feSeni. V tom pfipadé z tvrzeni 8.91 vime, ze aproximace
feSeni metodou nejmensich ¢tvercil jsou pravé vsechna teseni pfislusné soustavy normalnich rovnic

A*Ax = A*Db .

Takovych FeSeni mize byt vice, z tvrzeni 8.95 vime, Ze mezi nimi existuje pravé jedno feseni z X;,, s
nejmensi normou. Je tvaru X;,, = A* Az, kde z je libovolné Feseni soustavy

A*AA* Az = A™D .

Pomoci spektrélniho rozkladu najdeme vektor %;,, jinym zplsobem.
UvaZzme nejprve specidlni pfipad, kdy A = D = diag,,«,(01,...,0r), kde o1,...,0, jsou
nenulova realna &isla. Chceme najit feSeni soustavy

D*Dx = D*b ,
s nejmensi normou. Oznaéme x = (z1,...,2n) ab = (b1,...,bm). Pak
D*Dx = diag,, ., (71071, ..,070.) (21, ..., 2n)" = (G10121,...,0r0v2r,0,...,0)T

D*b = diag,, (3T, - -, 57) (b1, -, bm)T = (@Tb1,...,57br, 0,...,0)T .
Redeni x s nejmensi normou bude tedy
(z1,.., )T = (broy . bro 10,0, 00T
Oznaéime-li
D = diag,, (o7 . yor 1Y)
mizeme vztah maticové zapsat
%, = Db .
Pomoci singularniho rozkladu A = UDV™* ted tento vysledek zobecnime na obecnou matici.
Hleddme x s nejmensi normou, aby
A*Ax = A*b
VD*U* UDV*x =VD*U*b
VD*DV*x =VD*U*b
D*DV*x = D*U"b .
Protoze ||[V*x|| = ||x|| (matice V* je unitarni nebo ortogonalni), pro hledané x podle pfedchoziho
vysledku plati
V*3;, = DTU*D
a vynasobenim matici V' zleva ziskame
%n = VDIU*D
Matice AT = VDTU* je tzv. Mooreova-Penroseova pseudoinverze matice A. P¥i pouziti zapisu
A=oci1mv] + -+ orupvy
mizeme psat
At =ortviu} 4+ 4 o7 tveul
Ukazali jsme, Ze pro soustavu Ax = b je vektor %;,, = ATb nejkratéim vektorem, ktery je ziroven
aproximaci reSeni metodou nejmensich ¢tvercil. Specidlné, pokud Ax = b m& pravé jedno feseni, pak

je timto YeSenim vektor x = A'b (tj. pro regularni matice A je AT = A—1). Ma-li soustava Ax = b
vice Feenti, pak je x = Ab Fedenim s nejmensi normou.



10.4. POUZITI SINGULARNIHO ROZKLADU 407

PRIKLAD 10.42. Uvazujme soustavu

1 2 2
Ax=b, A=| 2 4 |, b= 2
12 0

Aproximace soustavy metodou nejmensich &tvercii jsou Fedeni soustavy AT Ax = ATb:
6 12 6
X =
( 12 24 ) ( 12 )
1 -2
we (o) +sn{( 7))
OBRAZEK

Z obrazku je vidét, ze aproximace s nejmensi normou ma smér Span {(1, 2)T} a snadno vypocéteme
x = (1/5,2/5)T.

Toto feSeni mizZeme vypocitat pomoci pseudoinverze. V prikladu 10.34 jsme nalezli singularni
rozklad

1
B 12
A=oc1uivi =v30 2 (— —) .
' v \VE VB
V6
Pseudoinverze je
1
_ 1 7= 1 2 1 1 1 2 1
v (3 )G a1 ).
Lo 30<f5 V6 V6 V6/) 30\ 2 42

takze hledand aproximace je

2
1 1 2 1 1 1
— AT = i
x—Ab—30<242)<3 —5<2>
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Shrnuti desaté kapitoly

Komplexni (resp. redlnd) ¢tvercovd matice fddu n je unitdrné diagona-

lizovatelnd (resp. ortogondlné diagonalizovatelnd), pokud existuje orto-

normélni béze B prostoru C" (resp. R") takovd, ze [fa]5 je diagonalni
matice.

Dvé étvercové matice X, Y téhoz faddu nad télesem C (resp. R) se nazyvaji

unitdrné (resp. ortogondlné) podobné, pokud existuje unitdrni (resp. orto-

gondln{) matice U takovd, ze Y = U1 XU (coz je rovno U* XU, protoze

U je unitarni nebo ortogonalni matice).

Necht A je komplexni (resp. redlnd) ¢tvercovd matice fadu n. Pak nésle-

dujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) Matice A je unitdrné (resp. ortogonalné) diagonalizovatelna.

(ii) Aritmeticky prostor C™ (resp. R™) mé ortonormalni bazi tvofenou
vlastnimi vektory matice A.

(iii) Matice A je unitarné (resp. ortogonalné) podobnda diagondlni matici
(pricemz na diagondle jsou vlastni ¢isla matice A, kazdé tolikrat kolik
je jeho algebraickd=geometrickd ndsobnost).

Je-li A komplexni (resp. redlnd) ¢tvercovd matice fadu n, pak jsou nésle-

dujici tvrzeni ekvivalentni.

(a) Matice A je unitdarné (resp. ortogonalné) diagonalizovatelna.
(b) Matice A
e ma n vlastnich ¢isel véetné algebraickych nédsobnosti,
e geometrickd ndsobnost kazdého vlastniho ¢éisla matice A se
rovna jeho algebraické nasobnosti a
e pro libovolna dvé rlznd vlastni ¢isla A;, A; matice A plati
My, L My,.
Je-li A komplexni matice typu m xn ax € C™,y € C", pak

A*'x-y=x-Ay ,

Necht A je komplexni ¢tvercova matice fadu. Pak A € C je vlastni ¢islo
matice A pravé tehdy, kdyz je A vlastni ¢islo matice A*. Specialné, redlna
¢tvercovd matice A a transponovand matice AT maji stejnd redlnd vlastni
Cisla.
Komplexni nebo redlnd ¢tvercova matice A se nazyva normdini, pokud
A*A = AA* (v redlném piipadé mizeme psit ATA = AAT). Piiklady
komplexnich norméalnich matic jsou unitarni matice a hermitovské ma-
tice, dale napriklad diagonalni matice a antihermitovské matice, tj. matice
spliuci —A* = A. Priklady realnych normalnich matic zahrnuji vsechny
ortogonalni, symetrické, diagondlni a antisymetrické matice.
Je-li A normdlni komplexni matice fadu n, pak

(i) pro libovolné t € C je matice A — ¢I,, norméalni,

(ii) libovolnd matice X unitdrné podobna A je normélni.
Necht A je norméalni matice fddu n a v € C". Pak plati

[Av][ = [|A™v] .

Necht A je normalni komplexni matice fadu n, A € C a v € C". Pak v je
vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu ¢islu A pravé tehdy, kdyz je
v vlastni vektor matice A* p¥islusny vlastnimu &islu \.

Spektralni véta pro normalni matice. Necht A je ¢tvercova komplexni
matice. Pak nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) Matice A je unitdrné diagonalizovatelnd.

(b) Matice A je normalni.
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(18)

(19)
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Spektralni véta pro hermitovské matice. Necht A je komplexni ¢tver-
cova matice. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(a) Matice A je unitdrné diagonalizovatelnd a vSechna jeji vlastni ¢isla
jsou redlna.
(b) Matice A je hermitovska.
Spektralni véta pro symetrické matice. Necht A je realna ¢tvercova
matice. Pak nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(a) Matice A je ortogonalné diagonalizovatelnd.
(b) Matice A je symetrickd.
Ctvercova matice A fadu n nad C (resp. R) se nazyva
e pozitivné definitni, pokud je hermitovska (resp. symetrickd) a pro

vSechna 0 # x € C" (resp. 0 # x € R") plati x*Ax > 0;

e pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovskd (resp. symetrickd) a

x*Ax > 0.

Necht A je hermitovskd (nebo symetrickd) matice fadu n. Pak A je pozi-

tivné definitni (resp. semidefinitn{) prévé tehdy, kdyz jsou vSechna vlastni

Cisla matice A kladna (resp. nezdpornd).

Spektralni véta pro pozitivné (semi)definitni matice. Necht A je

komplexni ¢tvercova matice. Pak nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) Matice A je unitdrné diagonalizovatelnd a vSechna jeji vlastni ¢isla
jsou kladnd redlnd (resp. nezdporna redlna).

(b) Matice A je pozitivné definitni (resp. semidefinitni).

Pro libovolnou komplexni matici A typu m x n je matice A* A pozitivneé se-

midefinitni. Je-li navic A ¢tvercova regularni matice, pak A* A je pozitivné

definitni.

Naopak, kazdou pozitivné semidefinitni komplexni matici B lze psat
ve tvaru B = A*A, kde A je ¢tvercova matice. V pripadé, ze B je pozitivné
definitni, je nutné A reguldrni.

Spektralni véta pro unitarni matice. Necht A je komplexni ¢tvercova
matice. Pak nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) Matice A je unitarné diagonalizovatelnd a pro vSechna vlastni ¢isla

A € Cplati A = 1.

(b) Matice A je unitarni.

Kazdy ortogondlni operator f na R? je bud rotace nebo reflexe. Rotace je
to pravé kdyz det[f]5 = 1 a reflexe je to pravé kdyz det[f]5 = —1, kde B
je libovolna béze R2.

Slozeni dvou rotaci v R? je opét rotace, slozeni dvou reflexi je rotace
a slozeni rotace s reflexi (v libovolném poradi) je opét néjaké reflexe.
Kazdé ortogonalni zobrazeni v euklidovském prostoru R? je bud rotace
kolem néjaké osy, reflexe vzhledem k néjaké roviné a nebo slozeni rotace
s reflexi. Rotace je to pravé tehdy, kdyz determinant matice tohoto zob-
razeni vzhledem k jakékoliv bazi je rovny 1.

Slozeni dvou rotaci v R? je zase rotace v R3, slozeni dvou reflexi je
rotace (osa rotace je rovnd pruniku rovin reflex).

Véta o singularnim rozkladu. Necht A je komplexni (resp. redlnd)
matice typu m X n hodnosti r. Pak existuji ortonormalni baze B =
(Viy...,Vn), C = (uy,...,uy) prostori C", C™ (resp. R™, R™) takové, ze
(i) (singularni rozklad, geometrickd verze) [fa]Z je obdélnikova diago-
nalni matice

[fA]g:D:diagmxn(ol,...,ar) , kdeoy,...,0,.>0,
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(ii) (singuldrni rozklad, algebraickd verze) plati
A=UDV~'=UDV* ,
kde U,V jsou unitarni (resp. ortogonéln{) matice

U=[d% =wl...[u,), V=[0Z =wil...[v,) a

(iii) (dyadicky rozvoj) plati
A=owmvi + -+ ou vy .

Navic v této situaci

(iv) o1,...,0, jsou druhé odmocniny vlastnich ¢isel matice A* A,

(v) pro kazdé ¢ € {1,...,r} je v; vlastni vektor matice A*A piislusny

vlastnimu é&fslu o2,

(vi) Ker A = Span {Vv,41,...,vn} = Span {vy,...,v,}",
(vii) Im A = Span {uy,...,u,} = Span {u,41,... ,um}l.

Necht A je komplexni nebo redlna matice. Kladné realné ¢islo o nazyvame
singuldrni hodnota matice A, pokud o2 je vlastni ¢islo matice A*A.
Singularni hodnoty normélniho operatoru jsou rovny absolutnim hodno-
tam jeho nenulovych vlastnich ¢isel.

Necht A je komplexni (resp. redlnd) matice typu m x n. Pak pro libovolny
vektor 0 # x € C" (resp. o # x € R") plati

[Ax|
x|

>~ 01,

kde o1 je nejvétsi singularni hodnota matice A. Rovnost nastava pravé
tehdy, kdyzZ x je nenulovy vlastni vektor matice A* A prislusny vlastnimu
¢islu 0.
Maximu vyrazu || Ax|| / ||x|| se fikad spektrdini norma matice A. Je rovna
nejvétsi singuldrni hodnoté. Znadi se || Al|. Plati
[ Ax[| < [[A[ )]l
Mame-li soustavu Ax = b, kde A je redlna regularni matice, jejiz vektor
b je zatiZzeno chybou &b, pak pro velikost chyby dx plati
lox|] < [[A7*[|l|sb]

a pro velikost relativni chyby plati

lox| _ 16b]]

= [ All|A7] R

Cislu || Al ||A~|| se fiké éislo podminénosti matice A, je rovno podilu
nejvetsi a nejmensi singularni hodnoty.
Je-li dyadicky rozvoj redlné nebo komplexni matice A hodnosti r

[t

A=oc1wmvi + -+ ouv,
kde 01 > 09 > --- > 0,, pak pro s < r je
A:alulvi+~--—|—asusv:

nejlepsi aproximace matice A matici hodnosti nejvyse s.

Je-li A = UDV™* singuldrni rozklad komplexni nebo redlné matice A, pak
Matice AT = VD'U* je Mooreova-Penroseova pseudoinverze matice A.
Pro soustavu Ax = b je vektor A'b nejkratsim vektorem, ktery je zaroven
aproximaci feSeni soustavy Ax = b metodou nejmensich ¢tverci.
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Bilinearni formy a kvadratické formy

Cil. Bilinedrni formu lze chdpat jako zobecnéni skaldrniho sou-
¢inu. Ponechdme pouze vlastnosti linearity v kazdé sloZce a vzdame
se symetrie a pozitivni definitnosti. Takovd zobecnéni skaldrniho
soucinu se pouzivaji napriklad ve fyzice, konkrétné ve specidlni
teorii relativity. Nasi hlavni motivaci pro studium bilinedrnich fo-
rem je porozumeéni kvadratickym formam, které urcuji ,kvadratické
utvary®. UkdzZeme, Ze kvadratické formy vzdajemné jednoznacné od-
povidaji symetrickym bilinedrnim formdm. Hlavni ndplni bude na-
lezeni bdze, vzhledem ke které md symetrickd bilinedrni forma,
a tim 1 prislusnd kvadratickd forma, jednoduchy tvar. To ndm
umozni analyzovat tvar kvadratickijch dtvari.

Bilinearni forma je zobrazeni prifazujici kazdé dvojici vektorii prvek télesa,
které je linearni v obou slozkach.

DEFINICE 11.1. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Bilinedrni forma
na prostoru V je zobrazeni f : V x V — T, které je linedrni v obou slozkéch, t;j.
pro libovolné u, v, w € V, ¢t € T plati

(1) f(ll+V,W) :f(ll,W)+f(V,W), f(W,ll+V) :f(W7ll)+f(W,V) a
(2) fltv,w) =t f(v,w), f(v,tw) =tf(v,w).

PRIKLAD 11.2. Bilinearni formou na R? je napiiklad zobrazeni

F((x1, 2, 23)T, (1,92, y3)") = 23191 — 32192 + 521Y3 + 629y1 + T2y3 + 1023y2

2 -3 5 Y1
== (.’L‘l X2 1‘3) 6 0 1 Y2
0 10 0 Y3

A

PRIKLAD 11.3. Obecnéji, pro libovolnou ¢tvercovou matici A fadu n nad T je
zobrazeni T" x T™ — T definované vztahem

flxy) =x"Ay

bilinearni forma na T™. Uvidime, ze kazda bilinearni forma na T" je tohoto tvaru.
A

PRIKLAD 11.4. Libovolny skaldrni soucin na realném vektorovém prostoru V
je bilinedrni forma na V (kterd je navic symetrickd a pozitivné definitni). Bilinedrn{
formy tedy muzeme chépat jako zobecnéni skaldrniho soudinu. Axiomy (1) a (2)
jsme vyuzili k odvozeni formulky pro standardni skalarni soucin.

Obecnéji, pro libovolny operdtor g na redlném prostoru V se skaldrnim sou-
¢inem (,) je f(x,¥) = (x,9(y)) bilinedrni forma. MiZzeme se na ni divat jako na
skalarni soucin zdeformovany v druhé slozce operatorem. Pro standardni skalarni

411
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sou¢in na V=R" a g = f4 mame (x,9(y)) = x- Ay = x Ay, coZ je stejnd bili-
nearni forma jako v predchozim prikladu. Vyjadreni ve tvaru x - Ay bylo dulezité v
predchozi kapitole o unitarni diagonalizaci.

Pozor! Skaldrni soucin na komplexnim vektorovém prostoru bilinedrni forma
neni — vlastnost f(tu,v) = tf(u,v) bychom museli nahradit vlastnosti f(tu,v) =
tf(u,v). Takovym formdm se ¥iké seskvilinedrni a nebudeme se jimi podrobnéji
zabyvat. A

PRIKLAD 11.5. Zobrazeni T? x T2 — T definované vztahem f(x,y) = det (x|y)
je bilinedrni forma na T?. Axiomy (1) a (2) byly také zakladn{ vlastnosti pouzité
pri odvozeni vzorce pro determinant matic 2 x 2.

Pro matice vyssich fadu je determinant prikladem tzv. multilinedrni formy,
tedy zobrazeni V x V x --- x V — T linearni v kazdé slozce. A

My vyuZijeme bilinearni formy hlavné pii studiu kvadratickych forem.

DEFINICE 11.6. Je-li f bilinedarni forma na vektorovém prostoru V nad télesem
T, pak zobrazeni fs : V' — T definované predpisem

fo(v) = f(v,v) prokazdéveV

nazyvame kvadratickou formou vytvorenou bilinearni formou f.

Rovnéz tikame, ze fo je kvadraticka forma prislusna bilinedrni formé f.

PRIKLAD 11.7. Pro bilinearni formu na R? z piikladu 11.2 plati

fal(z1, x2, arg)T) = 22?2 — 32129 + bx123 + 62021 + Toxs + 102320
= 2%% + 3z122 + dr123 + 11023 .
Maticove,
fa(x) = xT Ax |

kde A je matice radu 3 ze stejného prikladu. A

PRIKLAD 11.8. Je-li f skaldrni soucin na redlném vektorovém prostoru V (tj.
2
fxy) = (xy)), pak fa(x) = [x]". A
Kvadratické formy se vyskytuji pii analyze funkci vice proménnych. Napiiklad
nas zajimd, jak vypada dand hladka funkce h : R? — R v okoli néjakého bodu
d € R?, feknéme d = (0,0)7". Velmi hrub4 aproximace je nahradit funkci jeji funkéni
hodnotou ¢ = h(d)
h(z1,22) =~ c .
Presnéjsi je linearni aproximace, kdy nahradime funkci jeji te¢nou rovinou
h(z1,z2) = c+ bixy + baxa .

Nekonstantni ¢dst g(z1, z2) = byz1 + boxs je linedrni forma na R2, koeficienty b1, by

se vypoctou pomoci parcidlnich derivaci. Jesté presnéjsi je aproximace polynomem
stupné 2:

2 2
h((El, .’EQ) ~cC+ bl.’El + le’Q -+ a1y + 2&121’1%2 + 229

Kvadratickd ¢ast f(z1,72) = a112? + 2a122172 + a3 je kvadratickd forma na
R? (koeficienty se vypoétou z druhych parcidlnich derivaci). Tato aproximace je
dulezita naptiklad pri hledani extrémil.

Proto nas zajima, jak vypada graf kvadratické funkce vice proménnych. Obec-
néji nas zajima, jak vypada implicitné zadany kvadraticky atvar, naptiklad mnozina
bodt v R? spliiujicich rovnici

1033% + 131‘% + 13.%‘?)) +dx1x9 + 4123 + 8223 =9 .

Zakladni myslenka na Teseni takovych problému je stejnd jako u linedrnich opera-
tori: najit bazi, vzhledem ke které je bilinearni forma ptrehledna.
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11.1. Matice

Podobné jako v tivodu do determinantii spocitame, ze kazda bilinearni forma
je urcena obrazy dvojic prvki libovolné béze. To ndm dava maticovou reprezentaci
bilinearnich forem a tzv. analytické vyjadieni. Necht f je bilinedrni forma na V a
B = (v1,Va,...,V,) je bdze prostoru V. Vezmeme dva vektory x,y € V a vyjddiime
f(x,y) pomoci soufadnic vektori x,y v bazi B a pomoci hodnot a;; = f(v;,v,):

[X]B = (xlvaM"u‘rn)T» [Y]B = (y17y27"‘7yn)T .

n n
fxy)=flxivi+  + Vo, y1vi+ -+ ynVn) = f <Z Tivi, Z%W)
i=1 i=1
n n n n
=S wmif | ve Yy | =20 wiyif (i, vy)
i=1 j=1 i=1 j=1
n n
= sziyjaij

=1 j=1
ai;p a2 ... Qin Y1
a1 e e . Y2
= (1‘1 o ... l‘n)
ap1 Ap2 ... Gpp Yn

To vede k pojmu matice bilinedrni formy vzhledem k bézi.

DEFINICE 11.9. Necht B = (vq,...,v,) je baze vektorového prostoru V nad
télesem T a f je bilinedrni forma na V. Matici bilinedrni formy f vzhledem k B
rozumime étvercovou matici fddu n nad T, kterd mé na pozici (7, j) prvek f(v;,v;).
Tuto matici zna¢ime [f]p.

TVRzENT 11.10. Je-li B bdze konecné generovaného prostoru V, f bilinedrni
forma na 'V ax,y €V, pak

f(x,y) = X5 [fly]s
Jsou-li soutadnice vektorti [x]g = (21,...,2,)T, [¥]lB = W1,---,yn)T a [flg =
(aij)anv pak
fxy) =D aiay;
i=1 j=1

Tomuto vyjadreni také rikdme analytické vyjadreni bilinedrni formy f.
Naopak, kazdou bilinearni formu na kone¢né generovaném prostoru miuzeme
vztahem f(x,y) = [x]5Aly]s definovat a matice A je timto uréend jednoznaéné:

TVRZENI 11.11. Necht V je konecné generovany prostor nad télesem T, B =
(Vi,...,Vp) je jeho bize a A je ctvercovd matice nad T rddu n. Pak zobrazeni
f:V xV =T definované vztahem

f(x,y) = [x|5Alyls  pro kazdé x,y € V
je bilinedrni forma na V a plati [f]g = A.
DUKAZ. Pro libovolné u, v, w plati
flatv,w) = [u+v]5AW] s = ([u]; + [Vp)Aw]s = [WEpAw]p + V5 AW]s
= flu,w) + f(v,w) .

Ostatni axiomy se ovéri podobné.
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Dosazenim x = v; a y = v; ziskdme
Fvivy) = [vilpAlv,lp = e Ae;
coz je prvek na misté (4,j) v matici A4, takze skutetné [f]p = A. O
Pti pevné zvolené bazi B tedy takto bilinedrni formy na V vzdjemné jedno-

znacné odpovidaji ¢tvercovym maticim nad T radu n.

PRIKLAD 11.12. Zobrazeni f : R? x R?2 — R definované predpisem
2 0
Foran o)) = 20 -+ 4 = o) (0 ) (1)

je bilinedrni forma na R2. Jeho matice vzhledem ke kanonické bazi je

=5 0 )-

Vezmeme jinou bazi R?, napiiklad

p=((5)(5))

Matice f vzhledem k B je podle definice
_ f((la_l)Tﬂ(]-v_l)T) f((]-v_l)Tv(QvO T) _ -2 -4
o= (for aon ook con )=(7 5 )

kde naptiklad prvek na misté (1,2) spo¢teme

s-vneon=w-n (5 o) (§)=a-n () =-1.

Matice bilinearn{ formy f vzhledem k B ndm umoziiuje rychle spoéitat f((x1,x2)7, (y1,v2)7)
zname-li vyjadreni vektora vzhledem k bazi B:

[(z1,22) ] = (2, 25)",  [(v1.92) 18 = (1, 45)",

T T roo -2 -4 Y1
f((xth) 7(y17y2) ) = (Il I2) 4 8 !
Y2
= —2zy; — 4ayy + dahy) + 8xhys .
Matici [f]p spocitdme jesté jednim zpusobem, ktery ndm zdroven ukéze, jak
se obecné méni matice bilinearni formy pfi prechodu od baze k bazi. Ozna¢me X
matici pfechodu od B ke kanonické bazi Ks.

x=pag - (4 0)

Pro libovolny vektor z € V' plati [z]x
[z]5XT. Pak

f(x,Y)Z(xlﬂ?z)(i 8)(5;)2(”5/1’9512)(; 01)<421 8)(—11 0)(3;;)
~aan (73 ()

7 jednoznacnosti maticového vyjadreni f nyni plyne, Ze matice f vzhledem k B je
stejnd jako u predchoziho vypoctu. A

, = X|[z]p a transponovdnim ziskdme [Z]%}z =

Zobecnénim vypoctu v predchozim prikladu dostavame vztah o zméné matice
pti prechodu od béze k bazi.

TVRZENI 11.13. Necht f je bilinedrni forma na vektorovém prostoru 'V, B a C
jsou bize V a X = [id|§ je matice prechodu od C' k B. Pak [flc = XT[f]sX.
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DUKAZ. Pro libovolné vektory x,y € V plati

Fx.y) = X5lf1s]s = ([dgKe) [s(idFe) = KX s Xle -
Z jednoznaénosti matice bilinearn{ formy vzhledem k bézi nyni plyne [f]c = XT[f]pX.
O

Ctvercova matice A ¥adu n mé ted pro nas dva geometrické viznamy: linearni
operator f4 na T™ a bilinearni forma x” Ay na T". Viimnéte si rozdilu pfi zméné
baze. Je-li R matice prechodu od B ke kanonické bazi, pak matice prislusného
linedrniho operatoru vzhledem k B je R™'AR, zatimco matice piislusné bilinearni
formy vzhledem k B je RT AR.

11.2. Symetrické a antisymetrické formy

Kvadratickd forma miuze byt vytvorena riznymi bilinedrnimi formami, napti-
klad bilinearni formy
fr,22)", (y1,92)7) = 2z1pn+3z1y0+aays,  g((x1,22)", (y1,92)") = 2a1y1+4aa1

vytvari stejnou kvadratickou formu
fo((zr,22)7) = g2((w1,22)") = 227 + 4122

V této casti si, v pripadé téles charakteristiky rizné od dva, jednoznac¢né rozlo-
zime kazdou bilinearni formu na soucet symetrické a antisymetrické, a ukazeme, ze
vytvorend kvadratickd forma je urCena symetrickou Casti.

DEFINICE 11.14. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru V se nazyva

e symetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = f(y,x);
e antisymetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = —f(y,x).

Prikladem symetrické formy je skaldrni souc¢in na realném vektorovém prostoru.
Zda je forma symetrickd (antisymetrickd) pozndme snadno z matice vzhledem
k libovolné bézi.

TVRZENI 11.15. Necht V je konecné generovany vektorovy prostor, B je bdze
V a f je bilinedrni forma na V. Pak
o f je symetrickd prdvé tehdy, kdyz je [f]p symetrickd matice;
o f je antisymetrickd prdvé tehdy, kdyz je [f]p antisymetrickd matice.
DUKAz. Dokazeme prvni ekvivalenci, druhd se dokéze podobné. Ozna¢me B =
(Vi Vi)
Prvek na misté (¢, ) v matici [f]p je podle definice rovny f(v;,v;). Je-li tedy
f symetrickd, pak prvek na misté (i,7) je stejny jako prvek na misté (j,), takze
[f]5 je symetrickd matice.
Je-li naopak [f]p symetrickd matice, pak pro libovolné vektory x,y € V plati

fxy) = }Elflsl]s = K5AED s = (K515 = WElflsE = f.%) |
kde ve tiet{ rovnosti jsme vyuzili, ze (t)7 =t pro libovolny skalar t € T. O

Bilinearni formy mtzeme prirozenym zpusobem s¢itat a nasobit skalarem. Jsou-
li f,g dvé bilinearni formy na V a t € T pak definujeme

(f+oxy) =fxy) +9xy), (E)Exy)=tf(xY)
S témito operacemi tvori mnozina vSech bilinedrnich forem na V vektorovy prostor.
Je-li B kone¢nd baze V, snadno se ovéri vztahy

[f +9ls =[fls + 9B, [tfls=1lflB -
Zamyslime se nyni, jak rozlozit danou bilinedrni formu f na prostoru V nad
télesem T na soucet symetrické formy fs a antisymetrické formy f,. Pro konecné
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generované prostory je tento tikol ekvivalentni rozkladu ¢tvercové matice na soucet
symetrické a antisymetrické. Pro libovolné dva vektory x,y € V' chceme, aby platilo

f(X7Y) = fs(X7Y) +fa(xvy)
F(y,%x) = f5(y,%) + faly,x) = fs(x,¥) = fu(x,¥)

Dostali jsme pro fs(x,¥) a fu(x,y) soustavu dvou rovnic s FeSenim

Fue3)) = (V) + F), falmy) = 5(F63) — F33)

Je snadné nahlédnout, ze bilinedrni forma f, definovand timto predpisem je sy-
metrickd a f, je antisymetrickd. Problém je pouze v pfipadé, kdy soustava ma
singuldrni matici, tj. v pripadé, ze 1 = —1, ekvivalentné, charakteristika télesa T
je 2. 'V opacném pripadé z postupu vyplyva, ze fs, f, jsou urCeny jednoznacné.
Dokazali jsme tak nasledujici tvrzeni.

TVRZENI 11.16. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky
riuzné od 2. Pak kaZdou bilinedrni formu f na V lze psdt jako soucet f = fs + fa,
kde fs je symetrickd a f, je antisymetrickd. Tento rozklad je jednoznacny a plati

Fue3) = S(F03) 4 Fx)s falny) = 5(f5y) — Fv.x)

Mnozina symetrickych bilinedrnich forem na V i mnozina antisymetrickych bi-
linearnich forem na V tvori podprostory prostoru vsech bilinedrnich forem na V
(cvi¢eni). Tvrzeni lze formulovat také tak, ze vektorovy prostor vSech bilinedrnich
forem na V je direktnim souctem téchto dvou podprostoru.

PRIKLAD 11.17. Bilinedrni forma f na R?

2 2
f((xlva)Ta (yl,yz)T) = 2x1y1 + 4xoyr + 221y2 = (21 22) 4 0 >

je souctem

2 3
Fs((@1,22)7, (y1,92)") = 23191 + 32y1 + 32192 = (21 72) ( 3 0 >
1

Y
Y
fa((fl,iEQ)T, (ylayQ)T) = —21Y2 + 2y1 = (21 x2) < (1) _O > < ZyJ; )

To odpovidd maticovému vztahu
2 2\ (23 + 0 -1
4 0) \ 3 0 1 0

Pro télesa charakteristiky dva, naptiklad T = Z,, je teorie bilinedrnich forem
odlisna, ale timto pripadem se nebudeme zvlast zabyvat. Poznamenejme jen, ze
pojmy symetrickd a antisymetrickd v tomto pfipadé splyvaji (cviceni).

Bilinearni formy vyuzivdme mimo jiné ke studiu prislusnych kvadratickych fo-
rem. Tato kvadratickd forma zavisi pouze na symetrické ¢asti bilinedrni formy:

TVRZENI 11.18. Necht f, g jsou bilinedrni formy na vektorovém prostoru V nad
telesem charakteristiky rizné od 2. Pak fo = go prdvé tehdy, kdyz fs = gs. Navic

Fu53) = 5 (Falx 4 3) ~ Fox) — Faly)

DUKAz. Je-li g antisymetrickd forma, pak pro libovolny vektor x € V plati
9(x,x) = —g(x,x). Pokud je charakteristika télesa ruznd od dvou, vyplyva z tohoto
vztahu g2(x) = ¢g(x,x) = 0. Pro libovolnou bilinedrni formu f pak méme

f2(X> = f(X,X) = fS(X,X) +fa(xvx) = fS(X,X) :
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Vytvorend kvadraticka forma tedy zavisi jen na symetrické ¢asti. Odtud plyne im-
plikace zprava doleva.
Vzorec z tvrzeni ovéfime primocarym vypoctem.

Sl +y) ~ h) — o) = L (flx+y.x+Y) ~ fulx3) — £i(5.9)
= L0000 + L6 3) 4 %)+ 33— i)~ f(.9)

1
= 5(2f5(xv Y)) = fs(xa y)
Implikace zleva doprava je nyni zfejma. O

Vztah v predchozi vété je varianta polarizacéni identity z tvrzeni 8.31. Dava
explicitni vzorec na vypocet hodnoty symetrické bilinedrni formy pomoci prislusné
formy kvadratické. Tuto jednoznac¢né urc¢enou symetrickou bilinedrni formu také
nazyvame symetrickd forma prislusnd dané kvadratické forme.

PRIKLAD 11.19. Uvazujme kvadratickou formu
fo((z1,20)T) = 222 + Ty 29 + 522

Pro nalezeni symetrické formy f, neni tfeba pouzivat vzorec z predchoziho tvrzeni,
staci si uvédomit z jakych c¢lenii bilinedrni formy pochézi ¢leny fo. Je-li

f((z1, 1‘2)T, (y1, yz)T) = 01171Y1 + @12Z1Y2 + A2122Y1 + G22T2Y2

a fo((x1,22)T) = f((21,22)T, (21,22)T), pak koeficient u 22 v kvadratické formé
f2 musi pochézet ze ¢lenu ay1z1y1, tedy a;; = 2. Podobné agy = 5. Koeficient u
Z129 vznikne souftem ajs + as1 a kvili symetrii je ajo = agy = 7/2. Takze je

2 35
Fs((1,22)7, (y1,y2)") = 223+3,521y243,5221 +5a2y2 = (21 22) ( 35 5 ) ( Z; >

A

11.3. Ortogonalni baze

V celém zbytku kapitoly se budeme vénovat pouze symetrickym formam nad
télesy charakteristiky rtizné od 2. Budeme se snazit najit bazi vzhledem k niz ma
dana bilinearni forma co nejjednodussi matici, idedlné diagonélni. Narozdil od line-
arnich operatoru to vzdy lze provést.

Symetrické bilinearni formy vzajemné jednoznacné odpovidaji kvadratickym.
Vsechny pojmy a vysledky pro symetrické bilinearni pojmy budeme proto pouzivat
i pro prislusné kvadratické formy.

Co pro bilinearn{ formu f znamen4, %e matice vzhledem k bézi B = (v1,va,...,vy,)
je diagondlni? Podle definice musi pro dva rtzné vektory v;, v;, i # j platit
f(vi,v;) = 0. To motivuje pojem ortogonality vektori.

DEFINICE 11.20. Necht f je symetricka bilinedrni forma na V a x,y € V.
Rikéme, 7e x a y jsou f-ortogondlni, pokud f(x,y) = 0. Zapisujeme x L ; y.

Béze B = (v1,...v,) prostoru V se nazyva f-ortogondlni, pokud je [f]5 diago-
nélni, tj. pro libovolné 4,5 € {1,2,...,n}, i # j, jsou vektory v;,v; f-ortogondlni.

(Pokud je f zfejmé z kontextu, Fikdme nékdy pouze ortogonélni.)

V pripadé, ze f je skalarni soucin na realném vektorovém prostoru, se pojmy
shoduji s jiz zavedenymi. Na hledani ortogonalni béze v takovém piipadé muzeme
pouzit napriklad Gram-Schmidttav ortogonalizacni proces. Pro obecnou symetrickou
bilinearni formu lze zavést obdoby dalsich pojmu z kapitoly o skaldrnim soucinu
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ji vénovat.
M&-1i f vzhledem k B diagonédlni matici diag(ay,...,a,), pak pro pfislusnou
kvadratickou formu plati

fa(x) = ale +-~-+anxi, [xX]p = (21,...,2n)

Z takového vyjadreni lépe vidime, jak dand kvadratickd forma vypada. Na obrazku
jsou znazornény grafy nékolika kvadratickjch forem na R2.

OBRAZEK

11.3.1. Hodnost. Je-li f bilinearni forma na konecné generovaném prostoru
V a B, C jsou béze prostoru V, pak podle tvrzeni 11.13 plati [flc = X7 [f]sX,
kde X je matice prechodu od C k B. Protoze X je regularni, podle disledku 5.93
o hodnosti souéinu s regularni{ matici plati r([f]c) = r([f]s). To ndm umoziuje
zavést hodnost bilinearni formy.

DEFINICE 11.21. Hodnosti bilinearni formy f na kone¢né generovaném prostoru
V rozumime hodnost jeji matice vzhledem k libovolné bazi, znac¢ime r(f).

Je-li matice symetrické bilinearni formy f vzhledem k B diagonalni matice
D = [f]B, pak hodnost (D) je rovna po¢tu nenulovych prvki na diagonale. Pocet
nul tedy nezavisi na volbé f-ortogondalni baze.

11.3.2. Metoda symetrickych uprav. Predpokladejme, Ze f je symetrickd
bilinearni forma na vektorovém prostoru V dimenze n nad télesem T, C' je baze
V a A = [f]c. Vytvofime matici typu n x 2n tak, Ze vedle symetrické matice A
napiSeme jednotkovou matici, tj. (A|I,,). S touto matici provadime tzv. symetrické
upravy. Jedna symetrickd tiprava sestava z elementarni radkové ipravy a nasledné
,stejné* tpravy na sloupce. Mame tedy tii typy symetrickych tprav:

e prohozeni i-tého a j-tého radku, nasledné prohozeni i-tého a j-tého sloupce,
e vynasobeni i-tého fadku nenulovym prvkem ¢ € T, nésledné vynasobeni
i-tého sloupce prvkem t,
e pricteni t-nasobku i-tého fadku k j-tému, kde t € T a i # j, nasledné
pricteni t-nasobku i-tého sloupce k j-tému.
Rédkové tipravy provadime s celymi fadky (vektory z T?"), sloupcové tpravy se
vzdy tykaji jen levého bloku matice.

Odvodime maticovy popis symetrické tpravy matice (X|Y") typu n x 2n. Ozna-
¢ime E matici ptislusné radkové upravy. Po provedeni radkové ipravy vznikne ma-
tice E(X|Y) = (EX|EY). Pfislugnd sloupcovd tprava odpovidd nasobeni matici
ET zprava, takZe po provedeni obou tiprav mdme matici (EX ET|EY). Zaéneme-li
tedy s matici (A|l,) a provedeme nékolik symetrickych tiprav, dostaneme posloup-
nost matic

(AL, (E1AET|E)), (By By AET EX\EyEy), ..., (B ... EyAET .. EF|Ey ... Ey) .

7 maticového popisu je vidét, ze sloupcové tupravy prislusné radkovym upravam
neni nutné provadét okamzité. Mizeme je provést kdykoliv, musime ale zachovat
poradi. Rovnéz si vsimnéte, ze po kazdém kroku je levy blok symetrickd matice.

Ozna¢me F = (Ey...E;)T, tj. posledn{ matice je (FTAF|FT). Matice F je
regularni, protoze je transponovanym soucinem elementarnich matic. Oznac¢me B
bazi V takovou, Ze [id]Z = F, tj. vyjadfeni vektorii baze B vzhledem k bézi C je ve
sloupcich matice F, neboli v fadcich pravého bloku vysledné matice (FTAF|FT).
Podle tvrzeni 11.13 o zméné matice bilinedrn{ formy pii zméné béze je matice FTAF
v levém bloku matice (FT AF|FT) rovna matici f vzhledem k B.
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Tyto tvahy vedou na metodu diagonalizace bilinearni formy f. Symetrickymi
upravami prevedeme matici (A|I,,) do tvaru (D|G), kde D je diagondlni. V fadcich
matice G pak méme vyjadieni vektort jisté baze B v ptivodni bézi C a plati [f]p =
D, tj. specidlné B je f-ortogonalni. Jak pfevod do diagonalniho tvaru provadét
ukézeme na prikladé.

PRIKLAD 11.22. Najdeme f-ortogondlni bazi pro bilinearn{ formu f na Z3.

0 1 2
flg,=A=|1 0 1
2 10

Upravujeme matici (A|l,) symetrickymi tipravami do tvaru (D|G), kde D je dia-
gonalni.

01 2|1 00 11 3|1 1 0 21 3|1 10
1 0101 0}~y101{01O0]~(101]010O0
21 0|0 0 1 21 0(0 01 31 0(0 0 1

21 3|1 10 2 0011 10

~( 02 2|2 3 0|~1022|2 320

02 3|1 11 02 3|1 11

2 0011 10 2 0011 10

~( 02 2|2 3 0 |~102202 320

0 0 1(4 31 0 0 1(4 3 1

Koment&r k ipravam: V prvnim kroku potfebujeme na pivotni pozici (1, 1) nenulovy
prvek, docilime toho pti¢tenim druhého fadku k prvnimu (a ndslednou symetrickou
upravou — pri¢teni druhého sloupce k prvnimu). Vsimnéte si, Ze prohozenim radku
v tomto pripadé ni¢eho nedocilime. Kdybychom naptiklad prohodili prvni a druhy
fadek, a nasledné symetricky prvni a druhy sloupec, na pozici (1,1) by byla stéle
nula. Po této Upravé jsme pricetli 2-ndsobek prvniho fddku ke druhému a prvni
fadek ke tfetimu, a symetricky se sloupci (tim se pouze vynuluji pozice (1,2) a
(1,3)). Nakonec jsme pricetli 4-ndsobek druhého fadku ke tfetimu, a symetricky se
sloupci.

Z diskuze nad pitkladem vyplyva, ze B = ((1,1,0)7,(2,3,0)7,(4,3,1)T) je
f-ortogonélni béze a [f]p = diag(2,2,1). A

VETA 11.23. KaZdd symetrickd bilinedrni forma f na konecné generovaném
vektorovém prostoru nad télesem charakteristiky rizné od 2 md f-ortogondlni bdzi.

DUKAZ. Podle diskuze nad pifkladem se zbyva presvédéit, ze kazdou &tverco-
vou matici A fadu n nad télesem T lze symetrickymi tipravami prevést na diagonalni
tvar. Budeme postupné elimovat radky a sloupce — po provedeni ¢ krokt bude mit
matice blokové diagonalni tvar

D 0
A =
(0 %)

kde D je diagonalni matice radu i. Predpokladejme, ze jsme jiz provedli ¢ — 1 kroku
a provedeme i-ty.

Jsou-li vSechny prvky v i-tém sloupci nulové (a tim i prvky v i-tém fadku),
nemusime nic délat.

Je-li pivot, tj. prvek na misté (¢,7) v matice A’ nulovy a néjaky prvek na misté
(4,7), j > 1, nenulovy, pak prohodime i-ty a j-ty Fadek a nésledné i-ty a j-ty
sloupec. Tim pfevedeme matici do tvaru, kdy je prvek na misté (¢,7) nenulovy.

Jsou-li vSechny prvky na mistech (j,5), j > ¢, nulové a prvek na misté (j,14),
j > i, nenulovy, feknéme b € T, pricteme j-ty radek k i-tému a néasledné j-ty
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sloupec k i-tému. Tim pfevedeme matici do tvaru, kdy prvek na misté (i,¢) je
roven 2b. Tento prvek neni nulovy diky tomu, Ze charakteristika télesa neni 2.
Konecné, je-li prvek na misté (¢,7) nenulovy, pficteme vhodné nésobky i-tého
fadku k ostatnim fadktm, aby prvky na mistech (j, 1), j # 4, byly nulové. P¥islusné
sloupcové tpravy pak pouze vynuluji prvky na mistech (i, j), j # 1. O

11.3.3. Bez nulovych pivota. Jak je vidét z diukazu predchozi véty, pri
prevodu symetrické matice A symetrickymi Gpravami na diagonalni tvar si v fadé
pripadu vysta¢ime jen s jednim typem symetrickych dprav, a to

(*) pricteni t-ndsobku i-tého fadku k j-tému, kde t € T'a j > i (!) (a nasledna
symetrickd sloupcova dprava).

Nastane to v pripadé, ze v kazdém kroku mame nenulovy pivot nebo je cely
sloupec (a fadek) nulovy. V takovém priipadé vlastné provadime Gaussovu elimi-
naci bez prohazovani radka s tim, ze po vyeliminovani sloupce vynulujeme také
nediagonélni hodnoty v prislusném radku.

Po provedeni tiprav dostaneme diagonalni matici

D=FE,...E,AE] ... E}

slozenou z pivotti. Matice F; fddkové upravy typu (*) je dolni trojihelnikovd s
jednickami na diagondle, souc¢inem takovych matic je opét dolni trojuhelnikova
matice s jednickami na diagonale a rovnéz invertovani tuto vlastnost zachovava. To
nam dava nasledujici rozklad.

TVRZENT 11.24. Je-li A symetrickd matice takovd, Ze pri Gaussové eliminaci
nemusime prohazovat radky, pak existuje dolni trojuhelnikovd matice L s jednickami
na diagondle a diagondlni matice D (sloZend z pivoti) tak, Ze

A=LDL"T .

DUKAZ. Staéi polozit L = (Ey ... E1)~!. Podle diskuze vy3e je L dolni trojihel-
nikov4 s jedni¢kami na diagonale a plati D = L='A(L~Y)T neboli LDLT = A. O

PRIKLAD 11.25. Najdeme rozklad A = LDL" pro realnou symetrickou matici

1 1 2
A= 1 2 1
2 1 3
Symetrickymi tipravami typu (*) pfevedeme matici (A|I3) na tvar (D|G).
11 2|1 0 O 1 1 2 1 00
A= 1 2 1{0 1 0 ~ 0 1 —-1}]-1 10
21 3|0 0 1 0 -1 -1}-2 0 1
1 0 0|1 00O 1 0 0|1 00
~10 1 -1|-110|~|01 -1]-1 10
0 -1 -1(-2 0 1 0 0 -2]-3 11
1 0 0|1 00
~[ 01 0|-110

plati A= LDLT. A
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Kvadratickou formu lze také diagonalizovat tzv. Langrangovou metodou dopliiovani na Ctverce.
Tato metoda Gzce souvisi s metodou symetrickych tGprav. UkaZzeme si princip na ptikladu kvadratické
formy na R3, jejiz p¥isludna symetricka bilinearni forma ma matici A = (aiz), tj.

2 2 2
fa(x) = fa(z1, 2, 23) = ar127 + a22x5 + a3z + 2a122122 + 2a132122 + 2a23T273 .

Pokud a11 # 0, smiSenych ¢lenl z12, 13 se mizeme zbavit doplnénim na ¢étverec

2
a a
fa(x) = a1 (931 + 2+ j%)

ail ail
2 2
a a a12a13
12 .2 1 2
+ (a22 - —) x5+ <a33 - 73) x5 + (2a23 - 27> ToT3 .
ail ail ail
e H . — / / !
Zvolime-li novou bazi B tak, aby [x]p = (2, ), 2%), kde
aiz a3
/ ! /
Ty =21+ —x2+ —x3, Ty =12, T3=1T3,
ai ail

pak analytické vyjadfeni fa vzhledem k B je

2 2
fo(x) = an () + (azz - —) (xh)? + (ass - “ﬁ) ()2 + (2a23 - 2“—3) () (ah)

all all

a matice pFislusné symetrické bilinedrni formy vzhledem k B je

ail 0 0
0 a a§2 a aizaig
22 ~ o1 23 ayr
0 Qoa — 412913 Qaa — 213
23 aLl 33~ o

To je tataz matice jako po provedeni jednoho kroku metodou dilkazu véty 11.23. Vyelimovani sloupce
(a ¥adku) metodou symetrickych Gprav mizZeme tedy chapat jako maticovy zapis doplnéni na ¢tverce.

Symetrické Gpravy jsou flexibilnéjsi v tom, ze mame vice moznosti tGprav a snadnou kontrolu zmén

bazi.

11.4. Ortogonalni baze nad R

11.4.1. Setrvacnost, signatura. Ortogondlni bdze ani matice vzhledem k
této bazi neni urcena jednoznac¢né. Uvazme bilinedrni formu f na prostoru V nad

télesem T a f-ortogondln{ bazi B = (vi,...,v,) prostoru V. Matice [f]g je di-
agondlni, feknéme [f]p = diag(ai,...,a,). Vyndsobime i-ty vektor bdze B prv-
kem ¢; € T. Vznikld bdze C = (t1v1,...,t,Vy) je stile f-ortogonalni (protoze

f(tivi, tjv;) = tit; f(vi,v;) = 0 pro i # j) a na diagonale matice [f]c jsou prvky
f(tavistivi) = 87 f(vi, vi) = t7as, tj. [flo = diag(art3, . .., ant).

V pripadé, ze T = C z provedené uvahy vyplyva, ze pro kazdou bilinearni formu
na V mizeme najit bazi takovou, Ze [f]c = diag(l,1,...,1,0,0,...,0), protoZe
ziejmé pro kazdé nenulové a; € C miizeme najit ¢; € C tak, Ze a;t7 = 1.

Pro T = R mzeme volbou t; = (\/|ai\>
diagonale pouze ¢isla 1,—1,0, tj. pri vhodném usporadani bazovych vektoru je
[fle = diag(1,1,...,1,—-1,—-1,...,—1,0,0,...,0). Pocet jednicek je roven poctu
kladnych prvka na diagonéle [f] 5, apod. Vime, Ze pocet nenulovych prvki nezévisi
na volbé baze, je roven hodnosti bilinearni formy f. Na prvni pohled ale neni jasné,
Ze pocet jednicek a minus jednic¢ek také na volbé béze nezavisi. Véta 11.26, tzv.
zdkon setrvacnosti kvadratickijch forem tika, ze tomu tak skutecné je.

1
docilit toho, Ze [f]c m& na

VETA 11.26 (Zékon setrvacnosti kvadratickych forem). Necht f je symetrickd
bilinedrni forma na redlném vektorovém prostoru V dimenze n a C,C’ bdze V
takové, Ze

[flc = diag(1,1,...,1,—1,-1,...,-1,0,0,...,0)
S— —mm—— Y——

kX Ix mX
[flor = diag(1,1,...,1,—1,—1,...,—1,0,0,...,0)
— —mm— Y——

k' x 1% m’ X
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Pokk=kK,l=0U'm=m'.
DUKAZ. Jiz vime, ze m =m/ =n —r(f).
Pfedpoklddejme pro spor, ze k > k’. Ozna¢me
C= (ula'"7ukavla""vlawla"'7wm)
C'=(u],..., W, Vi, ..,v,, Wi, ... ,w)
a definujme
U =Span{uy,...,u.}, W =Span{v),...,v),,wi,...,w,,}.
Plati dimU =k, dim W =1l'4+m' = n—k’ a dim(U + W) < n. Podle véty o dimenzi
souctu a pruniku je
dim(UNW)=dimU +dimW —dim({U+ W) >k+n—k —n>0,
takze prunik U N W obsahuje nenulovy vektor x € U N W. Protoze x € U, ve
vyjadieni [x]c = (a1,...,ar,b1,...,b;,¢1,...,¢n)T méme by = -+ = b = ¢; =
-+ = ¢y, = 0. Plati tedy
fo(z) = (WE[fle®e = 1aT + -+ + 1a} + (=1)bF + -+ + (=1)b] +0c] + - -- + 0c,
=a?+---+ai >0
(Nerovnost je ostra, protoze x # 0, takze alespon jedno a; je nenulové.)
Podobng, zx € W plyne, Ze ve vyjadieni [x]c = (a},...,a}, by, ..., b, ¢l e )T
jeaj =---=aj, =0 a proto
Fa(z) = Lay)® + .. Lap)* + (=1)(B1)% + - + (= 1)(5)* +0(c1)* + - + 0 )?
= () +...—(b)* <0,
Spor.

Obdobné se ukaze, ze nemuze platit k < k’. Dokdzali jsme, ze m =m' a k = K/,
tedy také I =1'. O

DEFINICE 11.27. Necht f je symetrickd bilinearni forma na redlném konecné
generovaném vektorovém prostoru V. Cislo k (resp. 1) z predchozi véty nazyvame
pozitivnd (resp. negativni) index setrvacnosti formy f, znacime ny (f) (resp. n—_(f)).
Cislo m nazjvame nulita formy f a znacime ng(f). Signaturou formy f rozumime

trojici (no(f), n4 (f),n_(f)):

PRIKLAD 11.28. Uréime signaturu bilinearni formy f na R3, jejiz matice vzhle-
dem ke kanonické bézi je

2 11
A=[flk= 1 0 1
110
Symetrickymi ipravami prevedeme matici do diagonalniho tvaru.
2 1 1 2 1 1
101 |~(0 -4 1
1 10 0o i -1
2 0 0 2 0 0 2 0 0
101 101 1
~10 -3 3 |~ 0 -3 3 |~[0 -3 0
0o 3 -3 0 0 0 0 0 0

Vznikld matice je matici stejné bilinedrni formy f vzhledem k néjaké bazi (kterd
nés ted nezajimala). Signatura f je proto (1,1,1). A
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PRIKLAD 11.29. Uréime signaturu kvadratické formy
fa(w1,22) = 4@y + 25

na prostoru R2.
Prislusnéd symetrickd bilinedrni forma mé vzhledem ke kanonické bazi matici

-(37)

Symetrickymi tpravami ziskdme

(2 3)=(8)=(25)~(0 %)~ (o %)

(V tpravéch jsme tentokrat nepostupovali podle diikazu véty 11.23 — v prvni Gpravé
jsme pro pohodlf prohodili prvn{ a druhy fddek a ndsledné prvni a druhy sloupec.)
Signatura kvadratické formy fo je (0,1,1). A

11.4.2. Pozitivni definitnost. Ma-li bilinedrni forma nenulovy pouze index
n4(f) = n, mluvime o pozitivné definitni formé. Obdobné se zavadi pozitivné semi-
definitni a negativné (semi)definitni bilinedrni formy, o téch vsak mluvit nebudeme.

DEFINICE 11.30. Symetricka bilinedrni forma f na reilném vektorovém pro-
storu V je pozitivné definitni, pokud fz(x) > 0 pro libovolny vektor o # x € V.

TVRZENI 11.31. Symetrickd bilinedrni forma f na redlném vektorovém prostoru
V dimenze n je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyz ni (f) =n.

DUKAzZ. Je-li B ortogonalni baze a [f]p = diag(ay,...,a,), pak pro libovolny
vektor x € V' je fao(x) = f(x,x) rovno

fo(x) = a12? + -+ a,2?, kde [x]p = (21,...,2,) -

Z toho se snadno vid{ obé implikace. Je-li fo(x) > 0 pro libovolné o # x € V, pak
volbou [x]p = e; ziskdme a; > 0 pro kazdé i € {1,...,n}, ¢ili ny(f) = n. Naopak,
pokud n4(f) = n, neboli ay,...,a, > 0, pak je zfejmé fa(x) > 0 pro libovolny
nenulovy vektor x. O

Pro realny vektorovy prostor V je pozitivné definitni symetrickd bilinearni
forma totéz jako skaldrni soucin. Vlastnosti (SL1), (SL2) a (SL3) z definice 8.14 ska-
larniho soucinu fikaji, ze skalarni soucin je symetrickd bilinedrni forma, a vlastnost
(SP) je pozitivni definitnost. Nazvy se pouzivaji podle toho, jak se na bilinedrni
formu divame.

Pozitivni definitnost je definovana v souladu se stejnym pojmem pro matice ve
smyslu, ze redlnd matice A tadu n je pozitivné definitni ve smyslu definice 10.18
pravé tehdy, kdy? je pozitivné definitn{ bilinedrni forma f(x,y) = x* Ay na aritme-
tickém prostoru R™. Navic plati:

PozOROVANT 11.32. Symetrickd bilinedrni forma f na redlném koneéné gene-
rovaném prostoru V je pozitivné definitni prdave tehdy, kdyz je pozitivné definitni
jeji matice vzhledem k libovolné bdzi B.

DUKAZ. Vztah fa(x) > 0 plati pravé tehdy, kdyZz [x|5[f]s[x]p > 0. Z toho
vyplyvé, Zze fa(x) > 0 pro kazdy nenulovy vektor x € V plati pravé tehdy, kdyz
yZ[f]By > 0 plati pro kazdy nenulovy vektor y € R4mV, O

7 ¢asti o unitarni diagonalizovatelnosti vime, ze pozitivné definitni matice jsou
pravé ty symetrické matice, jejichz vlastni ¢isla jsou kladnéa. Charakterizaci nyni
muzeme doplnit o dalsi kriteria. Hlavnim minorem matice A Ffddu n rozumime
determinant matice tvorené prvnimi ¢ fadky a i sloupci matice A pro néjaké i €

{1,...,n}.
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VETA 11.33. Necht A je redlnd symetrickd matice vddu n. Ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.

(1) A je pozitivné definitn.

(2) (Sylvestrovo kritérium) Vsechny hlavni minory matice A jsou kladné.

(3) Gaussova eliminace pouzitd na matici A mize probéhnout bez prohazovdni
radki a vsechny pivoty vyjdou kladné.

(4) A= LDL" pro néjakou dolni trojithelnikovou matici L s jednickami na
diagondle a né&jakou diagondlni matici D s kladnymi ¢isly na diagondle.

(5) (Choleského rozklad) A = RRT pro néjakou reguldrni dolni trojihelniko-
vou matici R.

DUkAZ. (1) = (2). Nejprve dokdzeme, ze kazdd matice A; tvorend prvnimi
1 tadky a 7 sloupci matice A je pozitivné definitni. Vezmeme libovolny nenulovy
vektor y € R? a doplnime jej nulami na vektor x € R™. Protoze A je pozitivné
definitni, plati xT Ax > 0. Pak ale

ylrAiy=xTAx >0 .

Matice A; je podle disledku 10.16 ortogonélné diagonalizovatelnd, mé proto i vlast-
nich ¢isel Ay, ..., \; véetné nasobnosti a podle tvrzeni 10.19 jsou vsechna vlastni
¢isla kladnd. Charakteristicky polynom pg,(t) = (A —1t) ... (A; —t) ma podle tvr-
zeni 9.32 absolutni ¢len rovny det (A;). Rozndsobenim vyrazu pro py,(t) ale také
vidime, Ze absolutni ¢len je rovny Az ... A; > 0, takze det (A4;) > 0.

(2) = (3). Indukei podle i dokdzeme, Ze pred eliminaci i-tého sloupce jsou
vSechny pivoty (prvky na mistech (1,1), .., (¢,7)) kladné (specidlné, Gaussova eli-
minace bude pouzivat pouze tpravy typu pricteni ndsobku fadku k jinému radku).
Pro i = 1 neni co dokazovat, predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro ¢ — 1. Pred
eliminaci i-tého sloupce ma matice tvar

X Y
s=(0 7).
kde X je horni trojihelnikovd matice fadu ¢ — 1 s kladnymi prvky na diagondle.
Vsechny dosud pouzité tupravy byly typu pri¢teni ndsobku radku k jinému. Takové

GUpravy neméni zadny minor, pro i-tou podmatici B; tvorenou prvnimi ¢ sloupci a
1 Tadky matice B tedy plati

det (Bz) =T11---Tj—1,i—1711 = det (Al) >0 .

Z toho vyplyva, ze z11 > 0, takze pivot pred eliminaci i-tého sloupce bude skutecné
kladny.

Implikace (3) = (4) je dusledkem v tvrzeni 11.24.

(4) = (5). Je-li A = LDL”, kde D = diag(dy,...,d,), di,...,d, > 0, pak
polozime R = Lv/D, kde VD = diag(v/dy, . . ., \/ﬁn) Matice R je reguldrni a dolni
trojihelnikova, protoze je soucinem dvou regularnich dolnich trojihelnikovych ma-
tic, a plati

RRT = (LVD)(LVD)T = LVDVD' LT = L(VDVD)L" = LDLT = A .

(5) = (1). Pro libovolny nenulovy vektor x € R™ plati RTx # o, protoze RT je
regularni. Potom

x'Ax = x" RR"x = (R"x)"R"x = ||RTX||2 >0 .
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11.4.3. Ortonormalni diagonalizace. Pro geometrické aplikace se hodi na-
jit f-ortogonalni bazi symetrické bilinearni formy, kterd je navic ortonormélni vzhle-
dem k néjakému skaldrnimu sou¢inu. Takovou bézi mizeme vzdy najit (ale nemu-
Zeme vyzadovat, aby koeficienty u kvadratickych ¢lent byly z mnoziny {—1,0,1}).

TVRZENI 11.34. Necht V je redini vektorovy prostor dimenze n se skaldrnim
soucinem (,) a f je symetrickd bilinedrni forma na V. Pak existuje baze B prostoru
V, kterd je f-ortogondini a zdrovern ortonormdlni vzhledem k ().

DUKAZ. Pro skalarni soucin (,) existuje podle véty 8.70 ortonormélni baze
C prostoru V. Ozna¢me A = [f]c. Matice A je symetrickd, takze podle spekt-
ralni véty pro symetrické matice je ortogonalné diagonalizovatelna. To znamena, ze
existuje ortonormdln{ baze (uy,...,u,) prostoru R” (ortonormalita je zde vzhle-
dem ke standardnimu skaldrnimu soucinu!) sloZend z vlastnich vektort matice
A. Maticové napsdno, ozna¢ime-li U = (uy|...|u,), je U ortogondlni matice a
U=rAU = UT AU = D je diagonélni. Vezmeme B = (v1,...,Vv,), aby [vi]lc = w;,
tj. baze B je zvolena tak, ze U je matice prechodu od B k C. Podle tvrzeni 11.13 o
zméné baze je matice f vzhledem k B rovna UT AU = D, takze B je f-ortogonalni
béaze. Protoze vyjadreni vektora vy, ..., v, v bazi C' tvori ortonormélni bazi vzhle-
dem ke standardnimu skaldrnimu sou¢inu a C' je ortonormalni béze vzhledem k (),
dostavame, ze vy, ..., Vv, tvori ortonormalni bazi vzhledem ke skaldrnimu soucinu
(,) (viz tvrzeni 8.50). O

7 tvrzeni vyplyva, ze jsou-li f,g dvé symetrické bilinearni formy na redlném
kone¢né generovaném prostoru V, z nichz alespon jedna je pozitivné definitni,
pak existuje baze B, kterd je zaroven f-ortogondalni a g-ortogonalni. To obecné
neplati, vynechdme-li zvyraznény pozadavek, ze alespon jedna z forem je pozitivné
definitni, viz cviceni.

11.5. P¥iklady

Podivame se na aplikace nabytych poznatku na urceni tvaru ,,kvadratického
atvaru“.

PRIKLAD 11.35. Podivdme se na mnoZinu bodi (1, z2,73)T € R? spliujicich
r3 = —2% + 2179 — 373. Je to graf kvadratické formy fo((z1,22)7) = —23 + 2129 —
3z3. Pifslusnd symetrické bilinedrni forma f na R? je

fl(@1,22)", (y1,92)") = —21y1 + 1/22192 + 1/23251 — 32292

a jeji matice vzhledem ke kanonické bazi je

fe=a=( 15 B~ (% 5w )

Signatura je tedy (0,0, 2). Analytické vyjadreni fo vzhledem k jisté bazi B je proto

Fa(w1,22)") = (1) = (25)?, kde [(21,22)"]p = (21, 25)".

Grafem z3 = —2% — 23 je rotaéni paraboloid otevieny smérem doli (viz obrazek).
Tak vypadéa graf vzhledem k bazi B. To ndm dava predstavu, jak vypadé puvodni
Gtvar — jde o ,linedrné zdeformovany“ rotac¢ni paraboloid. Ve skutec¢nosti je to
elipticky paraboloid (ale neni to zfejmé).
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Abychom presnéji urcili tvar utvaru, museli bychom najit f-ortogonalni bézi,
ktera je zaroven ortonormélni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu souc¢inu. A

PRIKLAD 11.36. Uvazujme mnozinu bodii (21,29, 73)" € R? splitujicich
103:% + 13x§ + 13x§ +4dx1x9 + 4123 + 8223 =9 .

Levé strana je kvadratickd forma f, na R3. Pfislusnd symetrickd bilinedrni forma
f ma matici

10 2 2
flc,=A=| 2 13 4
2 4 13

Signatura f je (0,3,0). Vzhledem k jisté bazi B ma tedy ttvar rovnici (z)% +
(24)? + (25)% = 9, takZe jde o ,linedrné zdeformovanou* sféru.

= T
Y P Y
) ,4_‘\

ZinsS

OBRAZEK

Ve skutecnosti jde o elipsoid, ale opét to neni zfejmé. Abychom urcili utvar
presnéji, najdeme ortonormélni bazi (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu sou-

¢inu), kterd je zaroven f-ortogonalni. Jako ortonormélni bdzi C' v tvrzen{ 11.34
zvolime kanonickou, tj.
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Najdeme ortonormalni bazi sloZzenou z vlastnich vektoru. Vlastni ¢isla vyjdou A\; =
A2 = 9 (dvojndsobné) a A3 = 18. V pifslusnych podprostorech vybereme ortonor-
maélni bazi, v Mg je to napf. (vi,vs) a v Mg (v3).
2 2 1
1 1
(v1,V2,v3) = 3 —2 '3 I ). 2
1 -2 2

Matice f vzhledem k (ortonormdlni) bazi B = (v1,va,vs) je [f]s = diag(9,9, 18),
takze vzhledem k B je rovnice naseho itvaru

9(x))? 4+ 9(zh)* + 18(x%)* =9

W | =

a po drobné tpraveé

@), @), (5
N €

Vidime, ze jde o elipsoid s poloosami vy, va, %v& viz obrazek.

OBRAZEK - skutecny (tj. otoceny) elipsoid A
PRIKLAD 11.37. Budeme analyzovat nésledujici dtvar v R
U={(z1,22)" € R?: 327 + 22125 + 323 — 102, — 142y + 7 = 0}

Vyraz z definice je souctem kvadratické formy fo((w1,22)T) = 323 + 22129 + 323,
linearni formy h((z1,22)”) = —10z; — 1425 a konstanty 7.
Najdeme nejprve ortonormélni f-ortogonalni bazi R?, kde f je symetricks bili-

nearni prislusna fo:
A= 2 &
K2 - 1 3

Vlastni éisla matice [f]x, jsou 2 a 4 a pfislusné znormované vlastni vektory jsou
g(l, —1)a @(17 1). Hledand béze B a je tedy

B(Vl,V2)<\f< _11 )’\f( 1 ))

Vyjadiime ttvar U v bazi B. Matice f vzhledem k bézi B je diag(2,4), matice
linearni formy h vzhledem k B je

g, = Wi, = 10192 ()] ) = vae i)

takze U ma vzhledem k B vyjadfeni
[Ulg = {(z, 25)T € R?: 2(z))? + 4(xh)? 4 2v22) — 12V22h, + 7 =0} .

Doplnénim na ¢tverce a drobnymi tpravami ziskame

2 2
2 3v2
(x’l,x’g)TeR2:2<x’1+f> —|—4<x’2—\2f> =12

[Uls 5

2 2
2! _'_@ 2! _3V2
(ah23)T € B?: ( ) +<2 cul) I

V6 V3

7 toho vidime, ze vzhledem k B je utvar elipsa se stfedem (—g, %)T a velikostmi

poloos V6 a /3.
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8]
S

S
1

N

Prepocteme stied do puvodnich soutadnic: —gvl —+ %\’2 = (1,2)T. Vidime,
7e U je elipsa se stiedem v bodé (1,2), hlavn{ poloosou ve sméru Span {v;} a
velikosti v/6 a vedlejsi poloosou ve sméru Span {v2} a velikost{ V3.

)
A
4
3 <
V3.
2 S
“ W6
1 s
2 hN
- > L1
-1 1 2 3
| | 1 [ [
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Shrnuti jedenacté kapitoly

Je-li V linearni prostor nad télesem T, pak bilinedrni forma na prostoru
V je zobrazeni f : V x V. — T, které je linedrni v obou slozkéach, tj. pro
libovolné u, v, w € V' a kazdy skalar ¢t € T plati
(1) flatv,w) = f(u,w) + f(v,w), f(w,u+v) = f(w,u) + f(w,v) a
(2) f(tv,w) = tf(V,W), f(V,tW) =tf(v,w).
Skalarni soucin na redlném linedrnim prostoru je bilinedrni forma, skalarni
soucin na komplexnim linedrnim prostoru neni bilinearni forma.
Je-li f bilinedrni forma na linedrnim prostoru V nad télesem T, pak zob-
razeni fo : V — T definované predpisem

fa(v) = f(v,v) prokazdéveV

nazyvame kvadratickou formou vytvorenou bilinearni formou f.

Rovnéz tikdame, ze fo je kvadraticka forma prislusna bilinedrni formé
Je-li B = (vy,...,V,) baze linedrniho prostoru V nad télesem T a f bili-
nedrni forma na V, pak matici bilinedrni formy f vzhledem k B rozumime
¢tvercovou matici fadu n nad T, kterd md na pozici (4, j) prvek f(v;,v;).
Tuto matici zna¢ime [f]p.

Je-li B baze konecné generovaného linedrniho prostoru V a x,y € V, pak

fxy) = X5lflsly]s -

Jsou-li soufadnice vektori [x|p = (21,...,2p
[f15 = (@ij)nxn, pak

Foy) =D aimy;

i=1 j=1

)Ta [y]B - (y17"'5yn)T a

Tomuto vyjadreni také rikame analytické vyjadreni bilinedrni formy f.
Je-1i V koneéné generovany linedrn{ prostor nad télesem T, B = (vy,...,V,)
jeho béze a A ¢tvercova matice fadu n nad T, pak zobrazeni f : VxV — T
definované vztahem

f(x,y) = [x|5Aly]lg  pro kazdé x,y € V

je bilinedrn{ forma na V a plati [f]p = A.

Je-li f bilinearni forma na linedrnim prostoru V, jsou-li B a C baze V a
X = [id]§ matice prechodu od C k B, pak [flc = X7 [f]sX.

Bilinearni forma f na linedrnim prostoru V se nazyva

e symetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = f(y,x);

e antisymetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = — f(y,x).
Je-1i V konecné generovany linearni prostor, B baze V a f bilinedrni forma
na V, pak

e f je symetrickd pravé tehdy, kdyz je [f]s symetrickd matice;

e [ je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz je [f]p antisymetrickd matice.
Je-li V linearni prostor nad télesem T charakteristiky rtuzné od 2, pak
kazdou bilinearni formu f na V lze psat jako soucet f = f; + fo, kde f;
je symetricka a f, je antisymetricka. Tento rozklad je jednoznacny a plati

Fu53) = S0+ F330), falty) = 5(F0y) = f33)



(12)

(13)

(18)

(19)
(20)

(21)

SHRNUTI JEDENACTE KAPITOLY 430

Jsou-li f, g bilinearni formy na linearnim prostoru V nad télesem charak-
teristiky razné od 2, pak fo = go pravé tehdy, kdyz fs = gs. Navic

Fu53) = 5(Falx 4 3) ~ Fox) — Faly)

Je-li f symetrickd bilinedrni forma na V a x,y € V, pak tikdme, ze x a 'y
jsou f-ortogondini, pokud f(x,y) = 0. Zapisujeme x L y.

Béze B = (vy,...,V,) prostoru V se nazyva f-ortogondlni, pokud je
[f]s diagonélni, tj. pro libovolné i,j € {1,2,...,n}, ¢ # j, jsou vektory
vi, v, f-ortogondlni.

Hodnost? bilinearni formy f na konecné generovaném linedrnim prostoru
V rozumime hodnost jeji matice vzhledem k libovolné bazi, znacime r(f).
Kazda symetricka bilinearni forma f na konecné generovaném vektorovém
prostoru nad télesem charakteristiky rtizné od 2 ma f-ortogondlni bazi.
Je-li A symetrickd matice takova, ze pfi Gaussové eliminaci nemusime
prohazovat Fadky, pak existuje dolni trojihelnikova matice L s jednickami
na diagonéle a diagonalni matice D (slozend z pivot) tak, Ze

A=LDLT .

Je-li f symetrickd bilinearni forma na redlném linedrnim prostoru V di-
menze n a C,C’ baze V takové, Ze

[f]c = diag(1,1,...,1,-1,-1,...,-1,0,0,...,0)
—_———  ———— —

kX Ix mX
[fler = diag(1,1,...,1,—1,-1,...,—1,0,0,...,0),
—_——— —— —— — —

k' x I’ m/ X

pak k=K ,l=1I,m=m'
Je-li f symetrickd bilinearni forma na realném konecné generovaném line-
arnfm prostoru V, pak ¢islo k (resp. l) z predchoz{ véty nazyvame pozitivnd

(resp. negativni) index setrvacnosti formy f, znac¢ime ny(f) (resp. n—(f)).

Cislo m je takzvana nulita formy f. Signaturou formy f rozumime trojici

(no(F)sns (), (1)):

Symetricka bilinearni forma f na redlném linedrnim prostoru V se nazyva
pozitivné definitné, pokud f2(x) > 0 pro libovolny nenulovy prvek x € V.
Symetrickd bilinearni forma f na redlném linedrnim prostoru V dimenze
n je pozitivné definitni préavé tehdy, kdyz n4 (f) = n.

Symetrickd bilinearni forma f na realném konecné generovaném prostoru
V je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz je pozitivné definitni jeji matice
vzhledem k libovolné bazi B.

Pro redlnou symetrickou matici A fadu n jsou nasledujici podminky ekvi-
valentni

(a) A je pozitivné definitni,

(b) (Sylvestrovo kritérium) vSechny hlavni minory matice A maji kladny
determinant,

(¢) Gaussova eliminace pouzitd na matici A mize probéhnout bez pro-
hazovani radkt a vSechny pivoty vyjdou kladné,

(d) A= LDLT pro néjakou dolni trojtihelnikovou matici L s jedni¢kami
na diagondle a néjakou diagonalni matici D s kladnymi ¢isly na dia-
gonale,

(e) (Choleského rozklad) A = RRT pro néjakou regularni dolni trojiihel-
nikovou matici R.



SHRNUTI JEDENACTE KAPITOLY 431

(23) Je-li V redlny vektorovy prostor dimenze n se skaldrnim souc¢inem (,) a f
symetricka bilinedrni forma na V, pak existuje baze B prostoru V, kterd
je f-ortogonaln{ a zdroven ortonormélni vzhledem k ().



KAPITOLA 12

Grupy

Cil. Sezndamime se s abstraktnim pojmem grupy a uvedeme zd-
kladni priklady grup, které vychdzi z objektu studovanych v linedrni
algebre: predevsim tedy grupy permutaci a grupy matic. UkdZeme
st, jak se grupy pouzivaji ke studiu symetrii geometrickych objekti.

12.1. Obecny pojem grupy

12.1.1. Definice a zdkladni priklady. Co mé spole¢ného mnozina permu-
taci na mnoziné {1,...,k}, mnoZina reguldrnich redlnych matic rozméru n a mno-
Zina celych ¢isel? Na vSech je pfirozené definovand bindrni operace (sklddani, néso-
beni, s¢itdn{), kterd je asociativni, vi¢i niz existuje neutrdlni prvek (identické zob-
razeni, matice I,, nula) a také operace invertovani (inverzni permutace, inverzni
matice, —a). Abstrakei téchto vlastnosti je motivovidn pojem grupy.

DEFINICE 12.1. Grupou rozumime mnozinu G, na které jsou definovany binarni
operace *, unarni operace ' a konstanta e € G spliujici pro kazdé a,b,c € G
nasledujici podminky:

ax*(bxc)=(axb)x*c, axe=ex*xa=a, axa =a xa=e.
Grupu nazyvame abelovskou, pokud navic pro vSechna a,b € G plati
axb=>bxa.

Prvku e se k4 jednotka, prvku a’ inverzni prvek k prvku a. Grupu formalné zapi-
sujeme jako ¢tvefici G = (G, *,, e).

V konkrétnich prikladech byva typickou trojici operaci bud 4+, —,0, pak ho-
vofime o aditivnim zdpise (a misto x + (—y) piSeme = — y), anebo trojice -, 1,
¢emuz fikdme multiplikationi zdpis (skladani zobrazeni se v kontextu grup zpravidla
zapisuje multiplikativné).

Hlavni motivaci teorie grup je studium nejruznéjsich typt symetrii a transfor-
maci matematickych objektl. Pojem pochézi z Galoisovy teorie a ptivodné oznaco-
val mnozinu G (tj. skupinu, grupu) permutaci na mnoziné X uzavienou na skladani,
tj. spliujici m o 0 € G pro vSechna m,0 € G, typicky $lo o grupy symetrii néjakého
objektu. Abstrakci Galoisova pojmu vznikla rozsahla vétev algebry, zvand teorie
grup. Aplikace nachazi vsude, kde se vyskytuje pojem symetrie ¢i transformace.

Projdéte si cely kurz linedrni algebry a hledejte grupy!

Hned v prvni kapitole se v principu pracuje s dvéma dobfe zndmymi gru-
pami. Redlnd ¢isla s operaci sé¢itan{ tvori grupu, (R, 4+, —,0). Nenulova redlnd disla
s operaci nasobeni tvoif grupu, (R~ {0},:,71,1). Toto pozorovani lze vztdhout na
vSechna télesa.

PRIKLAD 12.2 (aditivni a multiplikativni grupa télesa). Bud T téleso. Pak

e (T,+,—,0) je abelovska grupa, tzv. aditivni grupa télesa T,

432
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o T* = (T~ {0},-,71,1) je abelovska grupa, tzv. multiplikationi grupa télesa
T.

Grupové axiomy jsou obsazeny v definici télesa. A

Télesa jsou vlastné definovana pomoci dvou grupovych operaci navzajem sva-
zanych distributivnim zakonem. Definici télesa bychom mohli preformulovat takto:
mnozina T s operacemi +, —, -,~ ! a prvky 0 # 1 se nazyva téleso, pokud (T, +, —, 0)
je abelovskd grupa, (T ~ {0},-,71,1) je abelovskd grupa a plat{ a(b + ¢) = ab + ac
pro vsechna a,b,c € T.

Ne vsechny abelovské grupy pochéazeji z téles. Naptiklad Z ani Z,, pro n slozené
netvori se standardnimi operacemi téleso, presto operace s¢itani (modulo n) definuje

grupu.

PRIKLAD 12.3. Cel4 ¢isla tvoii grupu Z = (Z, +, —, 0). Cisla v intervalu 0, ..., n—
1 tvoti grupu Z, = ({0,...,n — 1},+,—,0), kde s¢itani i odéitani bereme modulo
n. A

Podobné, definici vektorového prostoru lze formulovat tak, ze (V,+,—,0) je
abelovska grupa a dale je definovano nasobeni skaldarem splnujici jista pravidla
(souvisejici s grupou automorfismi aditivni grupy, ale tenhle pohled si nechdme do
kurzu obecné algebry).

Ve ¢tvrté kapitole se definuje s¢itani a nasobeni matic. Matice n xn nad télesem
T tvori grupu vzhledem ke s¢itani, ale nikoliv vzhledem k nésobeni, protoze ne kazda
matice ma matici inverzni. Nicméné, pokud se omezime na reguldrni matice, grupu
vzhledem k nésobeni dostaneme: Tvrzeni 4.94 iikd, Ze soucin reguldrnich matic
je regularni a Tvrzeni 4.30 Tik4, Ze nasobeni matic je asociativni. Jde o jeden z

vvvvv

PRIKLAD 12.4 (obecnd linedrni grupa). Bud T téleso. Pak
GL,(T) = ({A: A je reguldrni matice n x n nad télesem T'},-, 7%, I,,)
je grupa, tzv. obecnd linedrni grupa nad télesem 1" stupné n. A

Pozor, vzhledem ke s¢itani regularni matice grupu netvori, protoze soucet re-
gularnich matic byt reguldrni nemusi.

Skladani zobrazeni je asociativni, ale ne kazdé zobrazeni ma inverz. Bijektivni
zobrazeni na dané mnoziné X (neboli permutace na X) ovSem grupu tvori, jednot-

vvvvvv

PRIKLAD 12.5 (symetrickd grupa). Bud X mnozina. Pak
Sx = ({7 : 7 je permutace na mnoziné X},o0,7 1 id).

je grupa, tzv. symetrickd grupa na mnoziné X. Je-li X = {1,...,n}, pak misto Sx
piseme S,,. A

Podobné, linedrni operdtory na vektorovém prostoru V grupu netvori (in-
verzy!), ale ty z nich, které jsou bijektivni, ano. Hovofime o obecné linedrn{ grupé
na prostoru V,

GL(V)={f: f:V = V bijektivni linedrni zobrazeni }, 0,71, id).

V definici jsou skryta Tvrzeni 6.13 a 6.14, ktera tikaji, ze slozeni linedrnich zob-
razeni jsou linedrni, a inverz bijektivni linedrniho zobrazeni je také linedrni. Pro
aritmetické prostory jsou prvky GL(T™) a GL,,(T') ve vzdjemné jednoznacné kore-
spondenci, a to dokonce tak, ze skladani zobrazeni odpovidd nasobeni prislusnych
matic (viz kapitola 6). Takovym korespondencim se ¥kd grupové izomorfismy a
detailné se s nimi seznamime v kurzu obecné algebry.
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12.1.2. Podgrupy. Posledni priklad nds navadi na pojem podgrupy, analo-
gie pojmu podprostor v kontextu teorie grup. Bijektivni linedrni operatory na V'
jsou vlastné permutace na mnoziné V, jde tedy o jakousi cast grupy Sy, dokonce
pouzivime stejné operace sklddani a invertovani zobrazeni (formdalné vzato, jde o
restrikci operace sklddani na podmnozinu linedrnich operédtori).

DEFINICE 12.6. Bud G = (G, *,’, e) grupa a H C G podmnozina spliiujici
e cc H,
e pro kazdé a € H je o’ € H,
e pro kazdé a,be€ H jeaxbe H.
Rikéme, Ze H je uzaviena na grupové operace a ze tvori podgrupu grupy G. Ctvefici
H = (H, *|g,’| 1, e) pak nazyvadme podgrupou, pficemz | g znadi restrikei operaci na
mnozinu H. Znac¢ime < G.

Vsimnéte si, ze podgrupa grupy G je opét grupa: axiomy platné pro vSechny
prvky G budou jisté splnény i na podmnoziné H.
PRIKLAD 12.7. Sudé éisla tvofi podgrupu grupy Z:
e 0 je suda,
e pro kazdé a sudé plati, ze —a je sudé,
e soucet sudych cisel je sudy.
Naopak podgrupu netvoii naptiklad licha ¢&isla (0 neni lichd), nezdpornd ¢éisla (je-li
a > 0, pak —a < 0) ani mnozina H = {a : 2 | a nebo 3 | a}, protoze 2+ 3 =5 ¢
H. A

PRIKLAD 12.8. Bud V vektorovy prostor. Pak GL(V') je podgrupou Sy, nebot

e id je linedrni zobrazeni,
e inverz bijektivniho linedrniho zobrazeni je linearni,
e slozeni linedrnich zobrazeni je linearni.

A

PRIKLAD 12.9. Sudé permutace tvoif podgrupu grupy S,,, nebot podle Tvrzeni
7.11
e id je suda,
e inverz sudé permutace je sudy,
e slozeni sudych permutaci je suda permutace.

Tato grupa se nazyva alternujici a znaci se A,,. A
Rada maticovych pojmi definuje zajimavé podgrupy obecné linearni grupy.
PRIKLAD 12.10. Matice s determinantem 1 tvoi{ podgrupu grupy GL,(T),

nebot podle Vét 7.26 a 7.27

e detl, =1,
o je-lidet A=1, pak det A=t = (det A)~! =1,
e je-li det A =det B =1, pak det AB = det Adet B = 1.

Tato grupa se nazyva specidlnd linedrni grupa a znacéi se SLy, (T). A

PRIKLAD 12.11. Ortogonalni matice tvori podgrupu grupy GL,(R), nebot
e [, je ortogondlni,
e inverz ortogonalni matice A je ortogonalni matice A7,
e soudin ortogonélnich matic je ortogonalni (Dusledek 8.83).
Tato grupa se nazyva ortogondini grupa a znaci se O,,. Analogicky se definuji uni-
tarni grupy U,, < GL,(C). A

TVRZENI 12.12. Prinik podgrup je podgrupa.
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DUkAz. Bud G = (G, *,,e) grupa, uvazujme podgrupy i, ¢ € I, a oznalme
H = (\;o, Hi. Pak
e ¢ € H; pro viechna i, a tedy e € (| H;,
e pokud a € () H;, pak a € H; pro vSechna i, tedy také a’ € H; pro vSechna
i, a tedy o' € (| H;,
e pokud a,b € (| H;, pak a,b € H; pro vSechna i, tedy také a x b € H; pro
vSechna i, a tedy a xb € (| H;.
O

PRIKLAD 12.13. Ortogondlni matice s determinantem 1 tvofi podgrupu grupy
GL, (R), protoZe jsou prunikem podgrup SL, (R) a O,,. Této grupé se rikd specidln{
ortogonalni grupa a znaci se SO,,. Podle Tvrzeni 10.26 1ze grupu SO3 ztotoznit s
rotacemi v R3. A

12.1.3. Kvaternionova grupa. Poslednim ptikladem, ktery uvedeme, je kva-
ternionova grupa, kterd se ponékud vymyka predchozim prikladam.

PRIKLAD 12.14. Kvaternionovd grupa Qg je definovana na mnoziné {41, +4, +4, +k}.
Nésobeni je dano vzorci

P=2=k>=-1, ij=k, jk=1, ki=]j,

a dale pravidly zy = —(yx) a (—2)y = z(—y) = —(ay) pro vSechna z,y € {i,7,k}.
A
Pomoci kvaternionové grupy se definuje nekomutativni téleso kvaterniont jako
téleso vsech vyrazu a + bi + c¢j + dk, a,b, c,d € R. Podobnou konstrukci lze provést
v principu pro jakoukoliv grupu, ale téleso kvaternioni se vymyka tim, ze jeho
multiplikativni grupa tzce souvisi s grupou rotaci SO3. O tom se doctete vice v
sekci 3.5.5, jejimz hlavnim sdélenim je, ze rotaci o tthel o kolem osy dané vektorem
(a,b,c)T lze reprezentovat kvaternionem

cos(a/2) + sin(a/2)(ai + bj + ck),

pricemz rotace se sklddaji tak, jak se pfislusné kvaterniony ndsobi (ejhle, izomor-
fismus grup). Vice se dozvite v kurzu geometrie v druhém roéniku.

12.2. Grupy symetrii geometrickych objektt

Jednim z hlavnich vyuziti teorie grup je popis symetrii nejriznéjsich mate-
matickych obejkti. Metodu si ilustrujeme na geometrickych objektech v roviné ¢i
prostoru (Ctverec, krychle, ...), pfi¢emz za symetrie budeme uvazovat ortogonalni
zobrazeni, tj. linedrn{ zobrazeni zachovavajici délky a uhly (tzv. izometrie) a po-
catek souradnic. Jinymi slovy, budeme uvazovat podgrupy ortogonalni grupy O,
kterou budeme ztotoznovat z grupou ortogonalnich zobrazeni na R™.

Pro podmnozinu X C R" uvazujte mnozinu

{f :R"™ = R" ortogonalni : f(X)= X}.
Vsimnéte si, ze jde o podgrupu grupy O,: indetita zachovava jakoukoliv mnozinu,
a pokud f(X) = g(X) = X, pak také (¢f)(X) = X a f~}(X) = X. Mluvime o
grupé symetrid mnoziny X.

PRIKLAD 12.15. Uvazujme kouli v R™ se stiedem v poc¢atku. Jeji grupa symetrif
sestava ze vSech ortogonalnich zobrazeni. A

PRIKLAD 12.16. Uvazujme piimku v R? prochazejici pocatkem. Jeji grupa sy-
metrii sestava z identity, rotace o 180 stupni a dvou reflexi podle os danych sméro-
vym a normélovym vektorem. Vice symetrii pfimka nemé, nebot smérovy i normé-

lovy vektor se musi zobrazit bud na sebe sama, nebo na vektor opacny, jsou tedy
nejvyse ¢tyfi moznosti. A
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Nakreslete si spoustu obrdzki v roviné (bod, trojihelnik, ¢tverec, hvézdicka,
sluni¢ko, domecek, prasdtko) a urcete grupy symetrii!

PRIKLAD 12.17. Uvazujme pravidelny n-thelnik v R? se stfedem v poédtku.
Jeho grupa symetrii sestdvd z n rotaci (o dhel k - 27r/n, kde k = 0,...,n —1) a
n reflexi (podle os spojujicich protilehlé vrcholy, resp. stfedy hran) a 1ika se ji
dihedrdlni grupa. (Striktné vzato, dihedrdlni grupa neni jednoznacéné urcena, zalezi
na ,natoceni“ obrazce. Volbou vhodné ortonormalni baze mizZeme bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, Ze jedna z reflexi je naptiklad podle osy x.) A

PRIKLAD 12.18. Uvazujme hakovou hvézdu s n-rameny v R? se stiedem v
pocatku. TODO: OBRAZEK (pro n = 4 jde o klasicky hakovy kiiz). Jeji grupa
symetri{ sestavd z n rotaci (o thel k - 27r/n, kde k = 0,...,n — 1), budeme ji znadit
R,. A

Pokud jste zkoumali dostatek obrazki, kromé zminénych grup vam nejspis vysla
také jednorpvkovd grupa (asymetrické obrazky) ¢i dvouprvkovéd grupa sestavajici z
identity a jedné reflexe (napfiiklad postava ¢lovéka). Umite namalovat obrazek v
roving, ktery ma konecény pocet symetrii, ale jeho grupa symetrii je jind nez vyse
zminéné trivialni grupy, dihedralni grupy a grupy R,,? Leonardo da Vinci to také
neumél a vsiml si faktu, ktery lze v modernim jazyce zformulovat jako néasledujici
tvrzeni.

TVRZENI 12.19. Bud G konecnd podgrupa Oo s alespori tremi prvky. Pak G =
R, pro nejaké n, nebo je G dihedrdlni.

IDEA DUKAZU. Uvazme podgrupu R = G N SO», tj. podgrupu téch prvka G,
které jsou rotaci.

Je-li R = {id}, pak |G| < 2, nebot sloZzenim ruznych reflexi bychom dostali
netrividlni rotaci. Ve zbytku dikazu budeme predpokadat, ze je R netrividlni.

Slozenim rotaci o thly « a 8 dostaneme rotaci o thel o + 3. Protoze je R
kone¢nda, nutné musi byt thel libovolné rotace r z R raciondlnim nasobkem 27,
jinak by r, 72,73, ... byly po dvou riizné rotace. Nenf tézké dokézat (ale ani to nenf
ofividné), ze musi existovat n € N takové, Ze R sestava z rotaci o dhel k- 27 /n, kde
k=0,...,n—1, tedy R=R,.

Pokud je G = R, jsme hotovi. V opacném pripadé si vSimnéte, ze pocet rotaci a
reflexi v G je stejny, nebot r — sr je bijekei mezi mnozinami R a G\ R (dokazte!).
Slozeni dvou reflexi je rotace o thel dany dvojnasobkem tihlu, ktery sviraji jejich osy.
Z toho plyne, ze osy reflex{ z G mohou svirat pouze thly k-7/n, kde k =0, ...,n—1,
a protoze jich ma byt n, musi tam byt vSechny, a to presné v konfiguraci os symetrie
pravidelného n-tthelnika. O

Analogické tvrzeni plati i v dimenzi 3, ale vyjimecnych grup je vice: kromé
dvouprvkovych grup urcenych reflexi jsou to jesté grupy symetrii platonskych téles.

Cviceni

1. Rozhodnéte, zda existuje undrni operace ’ a prvek e tak, aby nasledujici ¢tvefice byla
grupou:

(2) (Z,—",e)

(b) (@a ’ )kdea*b_‘a‘ bl

(¢) (P(X),N , ",e), kde P(X) znali mnoZinu vSech podmnozin mnoziny X

(d) (P(X),*,,e), kde * zna¢i symetrickou diferenci, tj. Ax B = (AU B)\ (AN B).

[ne, ne, ne, ano|

2. Urcete, v kterych z nédsledujicich grup tvoii sudé ¢isla podgrupu: Z, Zis, Zie, Z7. [ano,
ne, ano, ne|
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3. Ovéite, ze {z € C: |z| = 1} tvorii podgrupu grupy C*. Ovérte, Ze mnozina sestavajici
ze vSech kofent polynomu z™ — 1 tvoii podgrupu této grupy.

4. Tvof{ matice s kladnym determinantem podgrupu grupy GL,(T") ? A co horni, resp.
doln{ trojihelnikové matice? A co symetrické, resp. antisymetrické matice? [ano, ano/ano,
ne/nej

5. Doplnte detaily v dikazu tvrzeni 12.19.
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AT | viz matice, transponovans

d;5, viz Kroneckerovo delta

adjungovana matice, viz matice,
adjungovana

algebraicky doplnék, 233

aritmeticky vektor, viz vektor, aritmeticky

aritmeticky vektorovy prostor, viz
vektorovy prostor, aritmeticky

asociativita

nasobeni, 71
automorfismus, 204
axiom vybéru, 37

bijekce, viz zobrazeni, vzajemné
jednoznacné
bindrni operace, viz operace, binarni
béze, 157, 178
kanonicka, 106, 157
bazové sloupce matice, 168

charakteristika télesa, 80
Cramerovo pravidlo, 232
cyklicky zapis permutace, 221
cyklus, 220
cykly

nezavislé, 220

defini¢ni obor, 28
determinant, 225
Vandermondiv, 238
diagonéla
hlavni, 89
dimenze, 161
direktni soucet podprostoru, viz soucet,
podprostoru direktni
distributivita, 72
dudl vektorového prostoru, 210

ekvivalentni dprava, viz Gprava,
ekvivalentni

elementarni tprava, viz Gprava, elementirni

eliminace neznamé, 46

endomorfismus, viz operator, linedrni

epimorfismus, 204

Eulerova formule, 26

Gaussova eliminace, 54
grupa, 424
abelovska, 424

Hammingova

vzdélenost, 180

vaha, 180
hlavni diagonéla, viz diagonéla, hlavni
hodnost matice, 55, 169
homogenni soustava linearnich rovnic, viz

soustava, homogenni linedrni

homomorfismus, viz lineadrni zobrazeni

identické zobrazeni, viz zobrazeni, identické
identita, viz zobrazeni, identické, viz
zobrazeni, identické

inverzni zobrazeni, viz zobrazeni, inverzni
inverzni prvek

existence, 72

existence v Zy, 77
izomorfismus, 204

vektorovych prostor, 208

jednotkovy prvek
existence, 71

jadro
linedrniho zobrazeni, 205

kanonické béaze, viz baze, kanonicka
kanonickd baze, viz baze, kanonicka
komplexni rovina, 22
komplexni sdruzeni, 20
komplexni cisla, 20
komplexné sdruzené koreny, 21
komutativita
scitani, 72
Kroneckerovo delta, 89
kvaterniony, 82, 110
kéd
bindrni blokovy, 179
linedrni, 182
paritni, 181

linearni zobrazeni
sklddani, 202
linearni forma, 204
linedrni kombinace, 61
v obecném vektorovém prostoru, 144
linedrni obal mnoziny, 145
linedrni rovnice, 45
linearni zobrazeni, 194
linedrné nezavisla posloupnost, viz
posloupnost, linedrné nezavisla
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linedrné zavisld posloupnost, viz
posloupnost, linedrné zavisla
LU rozklad, viz véta o LU rozkladu

matice, 88
adjungovana, 236
blokové nasobeni, 99
diagonalni, 89
dolni trojihelnikova, 89
horni trojihelnikova, 89
inverzni, 112
jednotkova, 89
linedrniho zobrazeni vzhledem k bazim B
a C, 199
nulova, 90
nésobeni skaldrem, 90
opacné k matici, 90
osobé symetrie v roviné, 102
otoceni v roviné, 102
permutacni, 89
prechodu mezi bazemi, 166
prechodu od jedné baze ke druhé, 200
reguldrni, 119
singularni, 119
sloupcovy prostor, 148
soustavy, 49
soucet, 90
soucin s matici, 93
soucin s vektorem, 92
symetrickd, 89
transponovand, 91
v odstupnovaném tvaru, 52
v redukovaném odstupnovaném tvaru,
172
Vandermondova, 237
zobrazeni, viz zobrazeni ur¢ené matici
radkovy prostor, 148
matice v odstupnovaném tvaru, viz matice
v odstupnovaném tvaru
minor matice, 231
mnozina generatort vektorového prostoru,
146
monomorfismus, 204

nulové zobrazeni, viz zobrazeni, nulové

obor hodnot zobrazeni, viz zobrazeni, obor
hodnot
obraz
linedrniho zobrazeni, 205
obraz mnoziny pfti zobrazeni, viz zobrazeni,
obraz mnoziny
operace, 139
binarni, 71
operator
linearni, 204
ortogonalni projekce
v roviné, 109
otoceni v rovniné, 100

permutace, 219
licha, 223
suda, 223

podgrupa, 426

podprostor, 142
polarni souradnice v roviné, 23
posloupnost
linedrné zavisla, 150, 178
linedrné nezavisla, 150, 178
proménné, 50
primka
parametricky tvar, 12

redukovany odstupnovany tvar, viz matice,
v redukovaném odst. tvaru
redukovany cyklicky zapis permutace, 221
rovina, 7
rovnice primky
v parametrickém tvaru, 17
v roviné, 10
rovnice roviny
v parametrickém tvaru, 16
v prostoru, 15
rozsifend matice soustavy, viz matice
soustavy

skalér, 139
skladani linedrnich zobrazeni, viz linedrni
zobrazeni, skladani
sloupcovy prostor matice, viz matice,
sloupcovy prostor
slozené zobrazeni, viz zobrazeni, skladani
soustava
homogenni linearni, 125
linedrnich rovnic, 45
Spatné podminéna, 63
soucet
podprostoru, 175
podprostort direktni, 177
soufadnice, 163
v prostoru (trojrozmérném), 14
v roviné, 8
spojeni podprostort, viz soucet,
podprostoru
stopa matice, 197
symetrie v roviné, 108

transpozice, 220
trojuhelnikova nerovnost
pro komplexni ¢isla, 27
téleso, 72
Ly, 74
charakteristika, viz charakteristika télesa
charakteristiky 0, 82
konecné obecné, 82
Ctyrprvkové, 81

vektor, 139
aritmeticky, 45
neformélné, 5
nulovy, 9
pravych stran, 50

vektorovy prostor
aritmeticky, 139

vektorovy prostor, 139
C nad R, 141
konecné generovany, 159
matic, 140
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polynomu, 140
redlnych funkci, 141
realnych posloupnosti, 141
vzor mnoziny pri zobrazeni, viz zobrazeni,
vzor mnoziny
vzor prvku pri zobrazeni, viz zobrazeni,
vzor prvku
véta
Frobeniova, 173
Moivrova, 25
o dimenzi jaddra a obrazu, 209
o determinantu soucinu, 232
o dimenzi obrazu A a AT, 169
o dimenzi sou¢tu a priniku, 175
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